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Introducción
El trabajo de investigación que se presenta es un estudio con alum nos de 
Enseñanza prim aria, en relación con el proceso de enseñanza/aprendizaje 
de los conceptos de razón y proporción y con las actuaciones que tienen al 
resolver tareas en las que están involucrados dichos conceptos.
El tema razón y proporción ha sido ampliamente estudiado en los ú ltim os 
cuarenta años, sin embargo pocos estudios se centran en alum nos de la 
enseñanza prim aria, 6 a 12 años. Algunos investigadores consideran el tem a 
como la consolidación del conocimiento aritmético en la escuela prim aria y 
la cimentación de lo siguiente en la secundaria (Lesh, Post y Behr, 1988).
La importancia curricular del tema en estudio se puede constatar, entre otras 
consideraciones, por el hecho de que es uno de los trece estándars que el 
NCTM (1989) considera para el currículum  de matemáticas en la escuela 
elemental -grados 5o a 8o, el que se llama "los números y las relaciones entre 
núm eros". A lgunas de estas relaciones se explicitan de la siguiente m anera: 
"com prender y utilizar razones, proporciones y porcentajes en una variedad 
amplia de situaciones; investigar relaciones entre fracciones, decimales y 
porcentajes y representar relaciones numéricas en diagramas de una o dos 
dim ensiones".
La experiencia docente nos dice que tanto profesores como a lum nos 
m anifiestan tener dificultades en la resolución de tareas en las que están, 
implícita o explícitamente, los conceptos de razón, proporción o 
proporcionalidad. De acuerdo con Hart (1988), estimamos que una de las 
causas que origina dichas dificultades es el tratam iento que en los curricula 
de enseñanza prim aria y  enseñanza secundaria se da a dichos conceptos.
P re c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  pr o p o r c io n a l
Por ello, esta investigación pretende contribuir, en la pequeña parte que le 
toque y con la máxima modestia, a que se produzca una modificación de los 
distintos curricula de Matemáticas de enseñanza prim aria, en el sentido de 
que se incorpore en ellos el estudio de los conceptos de razón y proporción 
de manera directa y de que no aparezcan únicam ente de forma indirecta, 
m ediante un  acercamiento a dichos conceptos desde la perspectiva de las 
fracciones.
El trabajo de investigación está diseñado y estructurado en el marco teórico y 
metodológico que, para la observación experimental en m atem ática 
educativa, Filloy denom ina Modelos Teóricos Locales. Es decir, a través de 
cuatro componentes interrelacionados: el componente de enseñanza, el 
componente de cognición, el componente formal y  el componente de 
comunicación. Por tanto, el trabajo se centra en Modelos Teóricos Locales, 
apropiados para el estudio del fenómeno específico que se pretende observar: 
la enseñanza y el aprendizaje de los conceptos de razón y proporción en los 
estudiantes de 7 a 12 años.
Por eso, de acuerdo con la metodología de Filloy, hem os de observar 
sim ultáneam ente en la investigación los procesos de pensam iento de los 
alumnos en sus actuaciones al resolver tareas de razón y proporción 
(componente de cognición), el intercambio de mensajes (su descodificación y 
emisión) en relación con dichas tareas (componente de comunicación), y el 
uso de los lenguajes empleados para el diseño de los textos matemáticos o 
secuencias didácticas -enunciados y respuestas- pertinentes para el proceso 
enseñanza/aprendizaje (componente de enseñanza).
Para que al menos el observador/investigador disponga de un  com ponente 
formal que le perm ita reseñar las situaciones observadas y descodificar los 
mensajes que se producen en el intercambio de mensajes (alumnos en el 
cuestionario y alum nos-investigador en las entrevistas clínicas), hem os 
desarrollado un estudio de pura fenomenología (en el sentido de 
Freudenthal, 1983) de los conceptos de razón, proporción y proporcionalidad.
La memoria de investigación está organizada de m anera que en el p rim er 
capítulo está el marco teórico, el diseño de la experimentación, el estudio de 
la problemática y la formulación de la hipótesis y el estudio del marco de 
referencia. En los tres siguientes están las herram ientas que se han utilizado 
en el trabajo: el instrumento de análisis y categorización de actuaciónes y los 
dos instrum entos de recogida de datos: el cuestionario y los protocolos de 
entrevista. En los dos que continúan, se incluyen los datos, que son el 
resultado de la aplicación de cuestionarios y de la realización de entrevistas 
clínicas con enseñanza, y el análisis de aquellos. Finalm ente, la memoria se 
cierra con un  capítulo dedicado a resum ir las conclusiones que, a nuestro  
parecer, son más relevantes.
El contenido del trabajo por capítulos y anexos es el siguiente:
16
In t r o d u c c ió n
En el capítulo primero, describimos someramente el marco teórico en el cual 
desarrollam os el estudio: La fenomenología  de Freudenthal y aspectos del 
análisis fenom enológico  de Puig (1997) y los Modelos Teóricos Locales de 
Filloy (1999). Describimos la problemática y el análisis de la misma, desde u n  
Modelo Teórico Local inicial, a partir del cual planteam os la hipótesis de 
investigación que vamos a contrastar con la observación. Describimos el 
diseño de la experimentación en el que se encuentran los dos 
procedimientos de recogida de datos: un cuestionario de lápiz y papel y u n  
estudio de casos (entrevistas clínicas con enseñanza). Realizamos un  estudio 
fenomenológico de los conceptos de razón, proporción y proporcionalidad, 
desde la perspectiva de Freudenthal (1983), que conforma el com ponente 
formal que forma parte del Modelo Teórico Local con el que se analiza la 
problemática. Y, finalmente, una revisión de los trabajos más relevantes, en  
relación con las características y objetivos de esta investigación, sobre razón, 
proporción, proporcionalidad y razonam iento proporcional. Dicha revisión 
está organizada atendiendo a tres aspectos: los problemas, las actuaciones de 
los alumnos y las variables que afectan a las actuaciones de los alumnos.
En el capítulo segundo describimos el esquema de análisis y clasificación con 
el que examinamos y categorizamos las actuaciones que tienen los a lum nos 
al resolver tareas en las que están involucradas la razón, la proporción o la 
proporcionalidad.
El capítulo tercero incluye la preparación y elaboración de la prueba de papel 
y lápiz, un  cuestionario. Además, se da una descripción amplia de las tareas 
que constituyen las dos versiones del cuestionario, una para segundo ciclo y 
otra para tecero. Las tareas están agrupadas en cuatro bloques: "Escalas", 
"Densidad", "Comparación de razones y tanto por cien" y "Valor perdido y 
proporcionalidad".
En el capítulo cuarto, describimos la preparación y elaboración de los 
protocolos de entrevista con enseñanza con los que se realizará el estudio de 
casos. Para ello hemos diseñado cuatro secuencias didácticas, una por cada 
uno de los bloques de tareas del cuestionario de papel y lápiz. Cada una de 
las secuencias tiene dos versiones, una para estudiantes de segundo ciclo y 
otra para los de tercer ciclo.
En el capítulo quinto, exponemos y comentamos los resultados del análisis 
de las actuaciones de los alumnos, de dos grupos del segundo ciclo de 
enseñanza prim aria y de dos del tercero del Colegio Público de Prácticas de 
Valencia, al resolver las tareas de las dos versiones de un  cuestionario de 
lápiz y papel. Los datos se resum en en tablas por tareas, por ciclos de 
enseñanza, por bloques de tareas y  ciclo de enseñanza y, de forma global, por 
grupo de estudiantes. Los comentarios y observaciones a los datos se hacen 
de forma aislada, por tabla de resultados, y de forma conjunta, com parando 
por tareas, por bloques de tareas, por ciclos de enseñanza, aislada y 
conjuntamente, y, finalmente, de forma global por grupo.
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El capítulo sexto incluye el análisis y la interpretación de las ocho entrevistas 
con enseñanza, que están transcritas en los Anexos correspondientes. El 
análisis de cada una de ellas contiene el itinerario que ha seguido el a lum no  
durante la entrevista, las partes más significativas de ella y  un resumen de la 
m ism a.
Finalmente, el capítulo séptimo contiene las conclusiones y resultados m ás 
relevantes atendiendo a tres aspectos: el teórico, el metodológico y el 
empírico.
Como complemento a la memoria de tesis, los Anexos que acom pañan a 
este trabajo están organizados de la siguiente manera:
1. Los cuestionarios.
Anexo 1.1: Los cuestionarios de lápiz y papel que se han utilizado en los 
estudios mexicanos realizados en el período 1993-1996 .
Anexo 1.2: Los cuestionarios utilizados en el trabajo realizado en Valencia 
durante el curso 1996-97, resultado de la adaptación realizada por Cerdán et 
al. (1996).
Anexo 1.3: Los cuestionarios utilizados en esta investigación.
2. Las actuaciones.
Las actuaciones que tuvieron los estudiantes, transcritas, analizadas y 
categorizadas, al resolver las distintas tareas de las dos versiones del 
cuestionario de lápiz y papel. Las del grupo de tercer curso en el Anexo 2.1, 
las del grupo de cuarto curso en el Anexo 2.2, las del grupo de quinto curso 
en el Anexo 2.3 y las del grupo de sexto curso en el Anexo 2.4.
3. Las transcripciones de las entrevistas.
Sobre el subtema Escalas, el Anexo 3.1 recoge la transcripción de la entrevista  
de un alumno del segundo ciclo y el Anexo 3.2 la de uno del tercero.
Sobre el subtema Densidad, el Anexo 3.3 recoge la transcripción de la 
entrevista de un  alum no del segundo ciclo y el Anexo 3.4 la de uno del 
tercero.
Sobre los subtemas Comparación de razones y Tanto por cien, el Anexo 3.5 
recoge la transcripción de la entrevista de un alum no del segundo ciclo y el 
Anexo 3.4 la de uno del tercero.
Sobre los subtemas Valor perdido y Proporcionalidad, el Anexo 3.7 recoge la 
transcripción de la entrevista de un  alumno del segundo ciclo y el Anexo 3.8 
la de uno del tercero.
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1Del marco teórico y 
del desarrollo de la investigación
En este capítulo expondremos todos aquellos resultados, de trabajos 
anteriores y  de nuestra investigación, que conforman el soporte teórico del 
trabajo que se explicita en esta memoria. El estudio lo desarrollaremos en el 
marco de la "Fenomenología" de Freudenthal (1983) y aspectos del "Análisis 
fenomenologico" de Puig (1997) y lo organizaremos y diseñaremos desde el 
punto de vista de los Modelos Teóricos Locales de Filloy (1999).
1.1. LOS MODELOS TEÓRICOS LOCALES
Comenzaremos por exponer someramente la idea de Modelo Teórico Local. 
Filloy (1999) dice que para poder observar experim entalm ente los 
fenómenos que aparecen alrededor de la enseñanza y el aprendizaje de la 
razón, la proporción y la proporcionalidad en la enseñanza prim aria, hem os 
de tener un  marco teórico que nos perm ita interpretar tales fenómenos y 
proponer nuevas observaciones que pongan en evidencia las relaciones que 
hay entre los distintos componentes que entran en juego.
Por lo tanto, el trabajo de investigación lo diseñaremos en el marco teórico y 
metodólogico que para la observación experimental en m atem ática 
educativa Filloy (1999) denom ina Modelos Teóricos Locales. En ellos el 
objeto de estudio del trabajo ha de abordarse a través de cuatro com ponentes 
interrelacionados:
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
1) Componente de enseñanza del Modelo Teórico Local, o de forma 
abreviada, Modelo de enseñanza.
2) Com ponente de cognición del Modelo Teórico Local o Modelo 
para los procesos cognitivos.
3) Componente de competencia formal del Modelo Teórico Local o 
Modelo de competencia formal.
4) Componente de comunicación del Modelo Teórico Local o 
Modelo de comunicación.
Las palabras 'm odelo' y 'modelo teórico' se usarán en el sentido que Filloy, 
Puig y Rojano (2000) les dan en educación matemática. Sobre ellas dicen:
a) Un modelo teórico consiste en un conjunto de supuestos acerca de 
algún concepto o sistema.
b) Un modelo teórico analiza un fenómeno que exhibe ciertas 
regularidades conocidas reduciéndolo a componentes más básicos.
c) Un modelo teórico se considera como una aproximación útil para 
ciertos propósitos y proponer algo como modelo de algo equivale a 
sugerirlo como una manera de representarlo que proporciona por lo 
menos alguna aproximación a la situación real.
d) Los modelos teóricos proporcionan explicaciones, pero éstas se 
basan en suposiciones posiblemente simplificadas, y hay que tener 
en cuenta esta condición cuando se los compara con las teorías.
La palabra local la usaremos pues preferimos un acercamiento local y no  
uno general. Un acercamiento global desde una teoría general de la 
enseñanza o del aprendizaje al tema de estudio de este trabajo, la razón y la 
proporción, nos impediría un  claro entendim iento del fenómeno específico 
que estamos tratando de observar, la enseñanza y el aprendizaje de la razón 
y la proporción con alum nos de 7 a 12 años. Por ello hemos de centrar 
nuestra atención en Modelos Teóricos Locales, apropiados sólo para el 
fenómeno específico anterior, que sean capaces de tener en cuenta los cuatro 
componentes anteriormente citados y proponer un diseño experimental que 
nos ilustre sobre las interrelaciones y contraposiciones que hay durante la 
evolución de todos los procesos pertinentes relacionados con cada uno de los 
cuatro componentes.
En los trabajos de Filloy la idea de los Modelos Teóricos Locales está ligada a 
la de los Sistemas Matemáticos de Signos y, desde un  punto de vista 
pragmático, centra la atención en el significado dado por el uso del lenguaje 
matemático, en vez de centrarla en el significado formal o abstracto del texto 
matemático. Con el mismo enfoque nuestra observación estará centrada en
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las 'actuaciones' y no en la 'competencia' de los usuarios de los Sistemas 
Matemáticos de Signos.
Los textos -no  los libros de texto- matemáticos están escritos en un lenguaje 
en el que hay que distinguir dos conjuntos de signos: uno formado por 
signos propiam ente matemáticos y otro por signos que pertenecen a alguna 
lengua vernácula. Sobre esta partición y los sistemas matemáticos de signos 
Filloy, Puig y Rojano (2000) dicen: "Lo que aparece como crucial (refiriéndose 
a los procesos de significación) es el sistema de signos tomado en su  
conjunto y lo que hay que calificar de matemático es el sistema y no los 
signos, porque es el sistema el responsable del significado de los textos. Hay 
que hablar pues de sistemas matemáticos de signos y no de sistemas de 
signos matemáticos, subrayando con la colocación del adjetivo 'matemáticos' 
que lo que tiene de matemático es el sistema y no m eram ente los signos 
individuales".
Sobre los textos matemáticos Filloy (1999) dice que éstos se expresan y 
com unican en un  sistema matemático de signos. Este sistema tiene u n a  
estratificación que se corresponde con los distintos usos que van dando 
cuenta de las acciones, operaciones y transformaciones cada vez m ás 
generales y provenientes de estratos del lenguaje o del Sistema M atemático 
de Signos cada vez más abstractos.
Por tanto, y de acuerdo con la metodología, hemos de observar, a la vez, en  
el trabajo de investigación procesos de pensamiento en las actuaciones de los 
alum nos al resolver tareas de razón y proporción (modelo de los procesos 
cognitivos) y el intercambio de descodificación y emisión de m ensajes 
(modelo de comunicación) entre sujetos con diversos grados de competencia 
en el uso de los lenguajes o Sistemas Matemáticos de Signos empleados para 
crear los textos matemáticos -enunciados y respuestas- pertinentes para el 
proceso enseñanza/aprendizaje (modelo de enseñanza).
La incorporación del otro componente (modelo de competencia formal) de 
un Modelo Teórico Local surge de la necesidad de que el 
observador/investigador cuente con un 'modelo formal' descrito en u n  
Sistema Matemático de Signos que le perm ita reseñar las situaciones 
observadas y descodificar todos los textos que se producen en el intercam bio 
de mensajes. Al mismo tiempo el investigador debe ser competente en el 
uso de un  Sistema Matemático de Signos más abstracto que el utilizado por 
todos los sujetos observados: los alum nos y el propio observador cuando se 
ve involucrado en el intercambio de mensajes (las entrevistas clínicas).
La importancia del componente formal se resalta si tenemos en cuenta el 
orden en el que hay que extender los distintos tipos de fenom enología 
(Freudenthal, 1983) pertinentes en el análisis fenomenológico. Se inicia con 
fenomenología pura (componente formal) para la que es prioritario el 
conocimiento de las matemáticas actuales, y en su uso actual, que se 
completa con una fenomenología histórica. Se continúa con u n a
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fenomenología didáctica (componente de enseñanza) para la que se requiere 
un conocimiento del proceso de enseñanza y aprendizaje, cuando los 
fenómenos que se consideran están presentes en el proceso de enseñanza y 
aprendizaje (o en el m undo de los aprendices), y en el caso genético, los 
fenómenos se consideran con respecto al desarrollo cognitivo de los 
aprendices (componente cognitiva). En ningún caso la enseñanza 
organizada a partir del análisis fenomenológico de un  concepto -o  de u n  
Sistema Matemático de Signos- resultará efectiva, si aquél no se basa en u n  
firme análisis de pura fenomenología.
1.2. ETAPAS DEL DISEÑO V DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACIÓN
La noción de Modelo Teórico Local conlleva una determ inada m anera de 
organizar la investigación que es coherente con ella. En un  principio 
presentaremos las distintas etapas del trabajo de investigación m ediante u n  
diagrama de flujo -que  puede verse en la página siguiente- que es una 
adaptación y ensamblaje de los dos que aparecen en el trabajo de Filloy (1999, 
págs. 9 y 10).
Dada la estructura con la que se presenta esta mem oria, algunas etapas o 
partes de ellas que aparecen en el diagrama se tratarán am pliam ente en este 
capítulo y otras se desarrollarán en los siguientes.
En el esquema hay una recurrencia, si se parte del cuadro de la problemática, 
al final de todo el proceso, se vuelve a él de forma que la problemática inicial 
se enmarca en la perspectiva de un nuevo Modelo Teórico Local. En esta 
recursividad podría suceder que algunas tesis, tal cual han sido elaboradas en 
el prim er Modelo Teórico Local, deban ser desechadas o troceadas en otras 
que se adecúen mejor a las interpretaciones de lo que se ha observado.
1.2.1. LA PROBLEMÁTICA
Para ver la situación de la enseñanza de la razón y la proporción en la 
enseñanza prim aria nos fijaremos en dos de los diseños curriculares que 
actualm ente están vigentes en el estado español: El de la Generalitat 
Valenciana y el del M inisterio de Educación y Ciencia (MEC) para los 
territorios que en el m om ento de su redacción no tenían competencias 
plenas en materia de educación.
Entre los objetivos generales del diseño curricular de la Generalitat 
Valenciana (1990a) no hay ninguna referencia explícita a la razón y la 
proporción ni al razonam iento proporcional, sin embargo sí que hay varias 
referencias, relacionadas con el razonam iento proporcional, a lo largo de 
algunos de los bloques de contenidos.
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ESQUEMA DEL DISEÑO Y DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACIÓN
DISEÑO DEL MODELO TEÓRICO LOCAL
ANÁLISIS PREVIO DE LOS PROBLEMAS
Elaboración de un nuevo Modelo Teórico Local
El problema en la perspectiva del nuevo M. T. L.
DISEÑO DEL DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION
MODELO DE COMPETENCIA FORMAL 
Análisis fenomenológico de los conceptos de 
razón, proporción y proporcionalidad
ESTUDIO DE CASOS 
Observación mediante entrevista clínica 
video-grabada, con sujetos del 
__________subgrupo elegido.__________
Análisis de actuaciones.
Elaboración de un catálogo de observaciones. 
MODELO DE COGNICIÓN Y COMUNICACIÓN
PROBLEMÁTICA 
La enseñanza y el aprendizaje de la razón, 
proporción y proporcionalidad 
en la enseñanza primaria
TRABAJO DIRECTO CON ESTUDIANTES 
Aplicación grupal. Aplicación de dos 
versiones de un cuestionario de lápiz y papel. 
Selección de 20 alumnos por grupo.
Análisis e interpretación de las entrevistas 
Elaboración de un catálogo de observaciones 
relacionadas con la enseñanza en las entrevistas. 
MODELO DE ENSEÑANZA Y COGNICIÓN
MODELO DE COGNICIÓN Y COMUNICACIÓN 
Actuaciones de los niños; Explicaciones de por qué 
se comportan así; Dificultades y operaciones 
formales; Formas de comunicar a los estudiantes las 
tareas; Los adolescentes sí pueden y los niños no o 
sí; Marco de referencia (Revisión de la literatura).
Selección de un subgrupo para su observación. 
Selección de casos para poner a prueba 
secuencias de enseñanza. 
Preparación de protocolos, por casos, de 
entrevistas clínicas con enseñanza. 
Diseño de tareas
MODELO DE ENSEÑANZA 
El curriculum de Matemáticas en 5o y 6o de E. P.; 
El curriculum de Sociales en 5o y 6o de E. P.; 
Relaciones multiplicativas desde Io de E. P. 
(doble, mitad, trip le,...);
Niños versus adolescentes;
Aritmética (Primaria) vs Álgebra (Secundaria)
1) Preparación de tareas para un cuestionario 
de lápiz y papel en tomo a seis subtemas: 
Escalas; Densidad; Comparación de razones; 
Tanto por cien; Cuarta proporcional y 
Proporcionalidad.
2) Preparación de mecanismos de análisis y 
clasificación de observaciones. Esquemas de 
México-96; Valencia-97 y de este trabajo.
HIPÓTESIS TEÓRICAS A CONTRASTAR CON LA 
OBSERVACIÓN 
El estudio de la razón y la proporción se puede iniciar 
antes del quinto curso de la E. P. ¿Cómo actúan los 
niños frente a los problemas de razón y proporción? 
¿Con qué tareas se debe iniciar el estudio de la razón y la 
proporción? ¿Qué favorece la formación de objetos 
mentales por parte de los niños (7-12 años) (en relación 
con la razón y la proporción) que permite la organiza­
ción de fenómenos y la resolución de problemas?
Diagrama 1.1
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En el prim er bloque "Núm eros" se contempla dentro de dos apartados: 
"Números naturales, enteros, decimales y fracciones" y "Relaciones entre los 
números". En el primero en la forma: 'El tanto por ciento de una cantidad' y 
'Relación entre fracciones y decimales. Relación entre porcentajes y 
fracciones y decimales' y en el segundo como 'Proporcionalidad'. En el 
segundo bloque "La m edida" aparece el apartado denom inado "Escalas. 
Mapas y planos". Y finalmente en el quinto bloque "Azar y probabilidad" 
está el apartado "Com prensión y uso de la escala de probabilidad 0 a 1 o de 
0% a 100%".
En el diseño del Ministerio de Educación y Ciencia (1989a) tampoco hay 
referencia explícita alguna, relacionada con el razonam iento proporcional, 
entre los objetivos generales. Las referencias a actividades relacionadas con 
la razón y la proporción dentro de los bloques de contenidos son 
equivalentes a las anteriores, aunque su ubicación difiera por la forma en la 
que se ha elaborado el diseño curricular. En el prim er bloque "Núm eros y 
operaciones: Significado y estrategias" hay dos referencias, una 'El tanto por 
ciento de una cantidad (%)' dentro del apartado "N úm eros naturales, 
enteros, fraccionarios y decimales" y otra 'proporcionalidad' -que  incluye 
expresiones tales como: doble, triple, la mitad, la tercera parte - dentro del 
apartado "Las operaciones de suma, resta, multiplicación y división". Y entre 
los procedimientos que hay que desarrollar dentro de este bloque de 
contenidos hay uno, el séptimo, que dice: 'Interpretación, cálculo y 
comparación de tantos por ciento'. En el tercer bloque "Orientación y 
representación en el espacio" el apartado tercero "La representación 
elemental del espacio" tiene el siguiente desarrollo: Planos, mapas y 
maquetas; Escalas: doble, mitad, triple, tercio, etc.; y Escalas gráficas. Y como 
procedimiento que hay que desarrollar dentro de este bloque está: 'Lectura, 
interpretación y reproducción a escala de mapas'.
Por tanto, a la vista de lo anterior nos encontram os la siguiente 
problemática: los conceptos de razón y proporción no se estudian 
directamente en la enseñanza primaria y los contenidos relacionados con 
ellos únicamente se tratan desde la perspectiva de las fracciones.
1.2.2. ANÁLISIS PREVIO DE LOS PROBLEMAS
En el esquema del diseño y desarrollo de la experimentación vemos que en  
él están descritos som eram ente los componentes del Modelo Teórico Local 
que concurren para hacer el análisis previo de la problemática.
Para el componente de competencia formal del MTL desarrollaremos, m ás 
adelante en este capítulo, un análisis fenomenológico de los conceptos de 
razón, proporción y proporcionalidad. El punto de partida es el análisis 
fenomenológico que Freudenthal (1983) hace en el capítulo sexto sobre razón 
y proporcionalidad, enriquecido con las aportaciones que Puig (1996) hace a 
dicho análisis en los cursos de doctorado de la Universidad de Valencia
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sobre fenomenología y la teoría de las estructuras m ultiplicativas de 
Vergnaud (1983), especialmente con los esquemas que en ella desarrolla.
Básicamente el componente de cognición y comunicación del MTL que 
interviene en el análisis está fundam entado en un marco de referencia que 
se elabora m ediante una revisión de la literatura (más adelante se verá en 
este capítulo) sobre el tema. En ella explicitaremos los distintos tipos de 
actuaciones de los alum nos al resolver tareas relacionadas con el 
razonam iento proporcional, tanto si se trata de estrategias correctas como 
erróneas y los parám etros que afectan a las actuaciones de los niños y que 
ayudan a explicar sus comportamientos. En dicha revisión de la literatura se 
observa que la mayoría de los investigadores tratan la problemática de la 
enseñanza y aprendizaje de la razón y proporción en la enseñanza 
secundaria (adolescentes de 12 a 15 años), tal vez porque consideran que se 
trata de una problemática que no ha de abordarse en la enseñanza prim aria. 
Sin embargo hay algunos trabajos (pocos) que se desarrollan con niños de los 
primeros niveles de la primaria y sus autores sostienen la hipótesis de que sí 
podría iniciarse la enseñanza de la razón con los niños. La parte de 
comunicación en este modelo se ciñe únicamente a la forma en la que se 
presentan a los niños las tareas.
Para ver el componente de enseñanza del MTL que interviene en el análisis 
de la problemática analizaremos, no solo en el área de Matemáticas, los dos 
diseños curriculares citados anteriorm ente, en la parte de la enseñanza 
obligatoria que corresponde a la primaria y prim er ciclo de la secundaria 
(alumnos de 6 a 14 años), y los libros de texto de primaria de dos editoriales.
En el área "Conocimiento del medio natural y social" del Diseño Curricular 
de Educación Primaria de la Generalitat Valenciana (1990a) hay un objetivo 
general: "Realizar tareas de conceptualización, interpretación y expresión en 
diferentes códigos (cartográfico, icónico, numérico, oral y escrito)' que está 
relacionado con el razonamiento proporcional. Para alcanzar dicho objetivo 
se program a, dentro del bloque de contenidos, la realización de actividades 
como: La interpretación de mapas de diferentes escalas donde se localice ese 
territorio en espacios más amplios, el estudio de m ovim ientos de población 
(densidades de población), y el estudio de actividades económicas 
(representaciones con diagramas y cantidades relativas, %). En el área 
"Conocimiento del medio" del diseño curricular del M. E. C. (1989a) no hay 
un objetivo general relacionado con el razonam iento proporcional, pero sí 
que hay referencias dentro de los bloques de contenidos relacionadas con la 
razón: densidad de población, grupos de población (según sexo, edades, 
profesiones, paro, etc.) con sus representaciones gráficas (histogramas, 
sectores ...) y  numéricas relativas (%).
Los diseños curriculares citados no están secuenciados en cursos por lo que 
es difícil situar en el curriculum  de Matemáticas y de Conocimiento del 
medio las referencias anteriores. Para ubicarlas hemos analizado los libros de 
texto de primaria de dos editoriales: Santillana y Edelvives, pues la prim era
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de ellas es la que se utiliza en el colegio público en el que se desarrolló la 
experiencia y la otra, aunque no es de las más utilizadas en la Com unidad 
Valenciana, sirve para contrastar con la anterior.
En los libros de las dos editoriales se constata que las referencias relacionadas 
con la razón que se han encontrado en el área del Conocimiento del Medio 
están en tercer ciclo, los cursos quinto y sexto.
Las referencias que hay de los diseños curriculares de Matemáticas, que 
podemos relacionar con el razonamiento proporcional, las podemos situar 
en los cursos correspondientes agrupándolas de dos maneras. En una están 
las expresiones multiplicativas, las más sencillas como doble-mitad desde el 
primer ciclo (Io y 2o cursos), y las otras, como triple-tercio, cuádruple-cuarto, 
etc., desde el segundo ciclo (3o y 4o). Todas ellas están tratadas en los textos de 
las dos editoriales de la misma forma. En la otra están los contenidos tales 
como: el tanto por cien, la proporcionalidad y las escalas. Ambas editoriales 
sitúan estos contenidos en los textos del tercer ciclo (5o y 6o).
En los libros de las dos editoriales se define el tanto por cien como una 
fracción con denominador cien, y lo usan como un operador para el cálculo, 
y la proporcionalidad como la cualidad que tienen dos series de núm eros 
naturales entre las que se puede establecer una relación constante. En 
ninguno de los textos de las dos editoriales hay referencia explícita a la 
semejanza o a la homotecia, sin embargo hay un uso de las escalas para la 
confección e interpretación de mapas y planos y el cálculo en ellos. En ellos 
se define la escala como una fracción que actúa como operador sobre las 
distancias transformándolas. Es de señalar las referencias que hay en los 
textos de Edelvives que no están en los de Santillana, por ejemplo: en el de 
quinto curso la velocidad está definida como la relación que hay en el 
espacio y el tiempo, dentro de la unidad didáctica 'longitud' y en el de sexto 
se define la proporción como la igualdad de dos fracciones equivalentes y la 
regla de tres como el algoritmo de los productos cruzados.
En ambos curricula hay un acercamiento a la razón y la proporción desde las 
fracciones y, por tanto, un cálculo en el ámbito de la aritmética de fracciones. 
No parece que sea un  objetivo de la enseñanza prim aria el uso del 
razonam iento proporcional, sino que se da lo m ínim o de razón y 
proporción en el curriculum de Matemáticas del tercer nivel para que pueda 
ser utilizado como herram ienta de cálculo en el área Conocimiento del 
Medio.
En los dos diseños curriculares mencionados se toma la opción de ubicar la 
razón, la proporción y la proporcionalidad en el primel nivel de la 
Enseñanza Secundaria Obligatoria (ESO), por tanto se pone de m anifiesto 
que consideran que se trata de conceptos m uy difíciles para los niños y que 
no deben estudiarse directamente en la primaria. Para ello puede ilustrarnos 
la lectura del siguiente párrafo del Diseño Curricular Base de la ESO del MEC 
(1989b) pág. 541: "La relación de proporcionalidad es uno de los conceptos
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más difíciles, y a la vez más importantes, en la Educación Obligatoria. En sus 
manifestaciones más elementales (mitad, doble, triple..., y entre m agnitudes 
m uy familiares) se maneja ya en Primaria; la prem ura en extenderla a casos 
nuevos, razones no enteras por ejemplo, y en introducir estrategias de 
cálculo poco comprensibles para los alumnos provoca distintos errores". El 
acercamiento a los conceptos en los textos de ambos diseños curriculares 
continúa siendo desde las fracciones, por ejemplo: la razón como uno de los 
significados de la fracción, o bien usar la razón en el sentido de fracción.
1.2.3. HIPÓTESIS TEÓRICAS QUE HAY QUE CONTRASTAR CON LA OBSERVACIÓN
El análisis de la problemática a través del Modelo Teórico Local considerado 
anteriorm ente, desde cada uno de los componentes y con sus 
interrelaciones, nos permite proponer una hipótesis teórica que deberemos 
contrastar con las observaciones empíricas que realicemos en la 
experim entación.
La hipótesis es la siguiente: El estudio de la razón, la proporción y la 
proporcionalidad se puede iniciar en los primeros niveles de la enseñanza 
prim aria.
Para contrastar empíricamente esta hipótesis es necesario:
Identificar las tareas con las que se debe iniciar el estudio de la razón, 
la proporción y la proporcionalidad.
Identificar cómo actúan los niños al enfentarse con problemas de 
razón y proporción.
Identificar aquello que favorece la formación de objetos mentales por 
parte de los niños (8-12 años), relacionados con los conceptos de 
razón y proporción, que permite la organización de ciertos 
fenómenos y la resolución de problemas en los que están 
involucrados estos conceptos.
1.2.4. DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACIÓN
La experimentación se llevó a cabo a través de las siguientes etapas:
-la elaboración y aplicación de un cuestionario de lápiz y papel;
-el análisis de las actuaciones de los alumnos que completan el 
cuestionario;
-la selección de un subgrupo de alum nos para su observación 
m ediante entrevistas clínicas con enseñanza;
-la preparación de protocolos para las entrevistas;
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-el estudio de casos mediante entrevistas clínicas; y 
-el análisis e interpretación de las entrevistas.
1.2.5. PREPARACIÓN DE LA PRUEBA DE LÁPIZ Y PAPEL Y DEL INSTRUMENTO PARA EL 
ANÁLISIS DE ACTUACIONES
Para la elaboración de un prim er instrumento de observación se preparó u n  
cuestionario de lápiz y papel (ver capítulo tercero) en dos versiones, una  
para los alum nos del segundo ciclo de la enseñanza primaria (8-9 años) y 
otra para los alum nos del tercer ciclo (11-12 años). Las tareas que form an 
parte de las dos versiones del cuestionario se diseñaron en torno a seis 
subtemas: Escalas, Densidad, Comparación de razones, Tanto por cien, 
Cuarta proporcional, y Proporcionalidad. Para el análisis de actuaciones, la 
elección de alumnos para su observación m ediante entrevista y la 
elaboración de protocolos de entrevista con enseñanza, se agruparon las 
tareas del cuestionario, tanto en una versión como en la otra, en cuatro 
bloques: Escalas, Densidad, Comparación de razones y tanto por cien, y Valor 
perdido y proporcionalidad. El cambio de denom inación de cuarta 
proporcional a valor perdido se debe a que los problemas diseñados en 
relación con la cuarta proporcional son de valor perdido. En adelante 
utilizarem os esta denominación.
Para la preparación y elaboración de un instrum ento de análisis y 
clasificación de actuaciones (ver capítulo segundo), se partió de un m odelo 
de interpretación de comportamientos construido en los estudios mexicanos 
que sobre razón y proporción se realizaron en el periodo, 1993-96 (ver los 
trabajos de Gómez,1996, Jiménez de la Rosa, 1996 y Muñoz, 1996) y de las 
ampliaciones y modificaciones que del mismo se realizaron en la 
investigación que se llevó a cabo en la Universidad de Valencia, 1996-97. 
Además fué necesario incorporar en esta investigación ampliaciones y 
modificaciones a los trabajos anteriores con el fin de poder clasificar todas las 
actuaciones que se han observado ella, ya que algunos comportam ientos no  
habían sido descritos en los estudios citados y otros han aparecido al tener 
los alum nos que resolver tareas que no forman parte de los cuestionarios 
que se utilizaron en dichas investigaciones.
1.2.6. LA APLICACIÓN DE LA PRUEBA
Las dos versiones del cuestionario de lápiz y papel se han aplicado de form a 
grupal, en su aula y horario norm al de clase, a todos los alum nos de cuatro 
cursos del Colegio Público de Prácticas de Valencia en el mes de mayo de 
1998 (3°B; 4°B; 5°B y 6°B). Dado que en cada grupo hay alumnos de educación 
especial integrados en el aula, con la ayuda de los maestros responsables de 
cada grupo se excluyeron para el análisis los cuestionarios completados por 
dichos alumnos, quedando para el experimento una población de vein te  
alumnos por grupo, ochenta en total.
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Las características y datos generales de cada uno de ellos se pueden ver en los 
Anexos que recogen las respuestas de los niños al cuestionario (Anexos: 2.1,
2.2, 2.3 y 2.4) y de forma resumida en la siguiente tabla.
CURSO N °
Alumnos
Edad
media
Fecha Hora de 
inicio
Primera
entrega
Última
entrega
Tiempo
medio
3o B 20 8 a. 11 m. 12-5-98 9h lOm 9h45m lOh 35m lh  lm
PQo 20 9 a. 11 m. 14-5-98 9h lOm 9h 43m lOh 55m lh9m
5o B 20 10 a. 11 m. 13-5-98 9h lOm 9h 51m lOh 17m Oh 53m
6o B 20 11 a. 9 m. 15-5-98 9h lOm 9h 45m lOh 36m Oh 58m
Tabla 1.1
1.2.7. EL ANÁLISIS Y CLASIFICACIÓN DE ACTUACIONES
A partir de un  modelo de análisis y clasificación de com portam ientos y 
respuestas de los estudios mexicanos (1996) y de su ampliación en el trabajo 
realizado en Valencia (1996-97), se realizó un prim er análisis en el que no  
fue posible ubicar todas las actuaciones de los alum nos en las clases del 
citado modelo ampliado. Esto hizo necesario la revisión de algunas de ellas y 
la creación de nuevas clases (ver capítulo segundo). Con este instrumento de 
análisis y clasificación se analizaron y clasificaron de nuevo las actuaciones 
de los ochenta alumnos que respondieron los cuestionarios. Las actuaciones 
de los niños y el análisis y clasificación de cada una de ellas se recogen en  
cuatro Anexos, uno por curso, que se incorporan al final del trabajo (Anexos: 
2.1, 2.2, 2.3 y 2.4). En el capítulo quinto está desarrollado el análisis de los 
resultados obtenidos y el catálogo de observaciones relacionadas con el 
modelo para los procesos cognitivos que se ha utilizado para la elaboración 
del instrum ento de observación y clasificación de actuaciones.
1.2.8. SELECCIÓN DE UN SUBGRUPO PARA SU OBSERVACIÓN
Para la elección de un  subgrupo de alumnos para su observación m ediante 
entrevista clínica con enseñanza se tuvo en cuenta básicamente dos aspectos: 
-Que estuvieran en el último curso del ciclo (alumnos de cuarto curso o 
de sexto curso).
-Que su actuación al responder el cuestionario estuviera caracterizada 
por el desarrollo de alguna estrategia errónea directamente relacionada 
con el subtema del bloque de tareas sobre el cual se va a diseñar la 
entrevista con enseñanza.
Además se tuvo en cuenta el índice de actuaciones satisfactorias que tiene 
cada uno de los alumnos elegidos. A ser posible que fuera del tipo medio, es
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decir alrededor del cincuenta por cien. Y también las actuaciones que tiene 
cada uno de los elegidos al resolver las otras tareas que están relacionadas 
con el subtema del bloque de tareas sobre el cual se va a construir el 
protocolo de la entrevista con enseñanza, en particular con la estrategia 
errónea por la cual se le ha elegido.
Como se decidió realizar dos entrevistas por cada uno de los bloques de 
tareas del cuestionario, una con alumnos de segundo ciclo y otra con 
alum nos de tercer ciclo, en total ocho entrevistas (ver capítulo cuarto), el 
núm ero m ínim o de alum nos a elegir era de ocho. Sin embargo, con las 
características anteriores se eligió tres estudiantes para cada entrevista y 
resultó un subgrupo de veinticuatro alumnos, doce de cuarto curso y doce de 
sexto. El hecho de elegir tres alumnos para cada entrevista se hizo con el fin 
de garantizar la disponibilidad de un alumno, para ser entrevistado en el día 
y hora previsto, y la pertinente autorización paterna.
1.2.9. PREPARACIÓN DE LAS ENTREVISTAS Y EL ESTUDIO DE CASOS
Se prepararon ocho protocolos de entrevista con enseñanza (ver capítulo 
cuarto). Dos por cada uno de los bloques de tareas que se han m encionado 
para la preparación del cuestionario de lápiz y papel. De ellos, cuatro para 
entrevistar a cuatro alum nos del segundo ciclo (4o curso), uno por cada 
bloque, y los otros cuatro para entrevistar a cuatro alum nos del tercer ciclo 
(6o curso), también uno por cada bloque.
Todos los protocolos de entrevista con enseñanza se diseñaron a partir de un 
problema inicial, directamente relacionado con el subtema o subtemas de u n  
bloque de tareas del cuestionario. El diseño de todos ellos se hizo con el fin 
de poder desarrollarlos en dos direcciones, una horizontal y otra vertical, lo 
cual queda reflejado en los distintos organigramas que se explicitarán más 
adelante en el capítulo cuarto.
El estudio de casos se realizó mediante la observación, a través de entrevistas 
clínicas video-grabadas, de ocho alum nos del subgrupo elegido. Todas ellas 
han sido transcritas y se incorporan al final del trabajo en ocho Anexos: 3.1, 
3.2,3.3,3.4,3.5,3.6,3.7,3.8.
Las entrevistas se realizaron en el Seminario del Departam ento de Didáctica 
de la Matemática de la Universitat de Valéncia sito en la Escuela de 
Magisterio o en una sala del Colegio Público de Prácticas, antigua Escuela 
Aneja a la Escuela de Magisterio. Todas se realizaron durante el horario  
escolar de los niños. Los datos generales se pueden ver en los Anexos en los 
que está la transcripción de cada una de ellas. No existió ningún problem a 
para llevar a los alum nos del Colegio a Escuela de Magisterio, pues las 
instituciones están m uy próximas, ya que anteriorm ente (hasta 1982) 
compartieron un mismo espacio docente.
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En la Escuela de Magisterio se realizaron las entrevistas correspondientes a 
los bloques: Escalas, Densidad y Comparación de razones y tanto por cien y 
en el Colegio las correspondientes al bloque: Valor perdido y
proporcionalidad.
1.2.10. ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE LAS ENTREVISTAS
El análisis e interpretación de las ocho entrevistas realizadas puede verse en 
el capítulo sexto de la presente memoria de investigación. Dicho análisis nos 
perm itirá elaborar dos catálogos, uno de observaciones relacionadas con el 
modelo de enseñanza utilizado para el diseño de las entrevistas con 
enseñanza, y otro de observaciones sobre las actuaciones que tienen los 
entrevistados al resolver las tareas que se le van proponiendo durante la 
entrevista, es decir, relacionadas con el modelo para los procesos cognitivos 
que se ha tenido en cuenta para la elaboración del instrum ento de análisis y 
clasificación de actuaciones.
1.2.11. SOBRE LAS CONCLUSIONES Y LA RECURSIVIDAD
En las conclusiones (capítulo séptimo) deberemos confrontar lo que ocurre 
en el desarrollo empírico del estudio experimental con la tesis teórica que se 
ha enunciado a partir del Modelo Teórico Local inicial.
Posteriormente, a partir de los resultados obtenidos en la experim entación, 
la problemática inicial se enmarca en la perspectiva de un nuevo M odelo 
Teórico Local, en el que tenemos en cuenta las aportaciones que se hacen a 
los componentes de cognición, enseñanza y comunicación del MTL inicial.
Si observamos el esquema del diseño y desarrollo de la experimentación hay 
una recursividad que nos lleva a la primera fase del diseño para poder 
iniciar, nuevam ente, el proceso descrito en dicho esquema. Podría suceder 
en esta recursividad que la tesis, tal como ha sido planteada con el prim er 
MTL, pueda ser rechazada o descompuesta en otras que se adecúen mejor a 
la interpretación de lo observado.
A continuación desarrollaremos el componente de competencia formal del 
Modelo Teórico Local inicial con el que realizamos el análisis de la 
problemática.
1.3. ESTUDIO FENOMENOLÓGICO DE LOS CONCEPTOS DE RAZÓN, 
PROPORCIÓN Y PROPORCIONALIDAD
Como ya hemos dicho al principio de este capítulo, el componente formal se 
sustenta en aspectos de la fenomenología de Freudenthal (1983). C onviene 
pues aclarar algunos de los que usaremos en esta investigación.
Él parte de la contraposición en la tradición filosófica entre "noum enon" 
(objeto de pensam iento) y "phainom enon". Por ejemplo los núm eros son
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objetos de pensamiento y trabajar con los números es un  fenómeno. Es decir 
que considera algo como un fenómeno respecto al objeto de pensam iento  
cuando tenemos experiencia de ello.
Un campo de fenómenos alrededor de un "noúmeno" se organiza m ediante 
los conceptos o estructuras matemáticas que se desarrollan a partir del objeto 
de pensamiento. Por ejemplo, el m undo de los contornos puede 
considerarse como un campo de fenómenos que organizan las figuras 
geométricas, consideradas como objetos matemáticos.
El análisis fenomenológico de un  concepto o de una estructura m atem ática 
consiste entonces en describir cuáles son los fenómenos para los que el 
concepto es el medio de organización y qué relación tiene el concepto o la 
estructura con esos fenómenos (Puig, 1997).
Freudenthal distingue cuatro tipos de fenomenologia:
Fenom enología,
Fenomenología didáctica,
Fenomenología genética y
Fenomenología histórica.
En el prim ero se trata de los fenómenos o campo de fenóm enosque están 
organizados por las matemáticas actuales y en su uso actual. En el segundo 
se trata de los fenómenos que están presentes en el m undo de los alum nos y 
en los procesos de enseñanza/aprendizaje. En el tercero los fenómenos están 
relacionados con el desarrollo cognitivo de los alumnos. Y en el cuarto están 
los fenómenos para cuya organización se creó un concepto determ inado y 
como se extendió para organizar otros fenómenos.
En la discusión "constitución de conceptos versus adquisición de objetos 
mentales" Freudenthal introduce un tercer elemento, el objeto mental, que 
interviene entre la relaciones que hay entre fenóm enos y concepto. Él 
plantea descomponer las relaciones anteriores y relacionarlas 
transitivam ente de la siguiente forma: primero entre fenóm enos y objetos 
mentales, después entre objetos mentales y concepto y finalm ente entre 
fenómenos y concepto.
¿Qué entiende Freudenthal por concepto y por objeto mental?
Objeto mental es lo que está en la mente de las personas que les perm ite 
organizar unos fenómenos matemáticos. El concepto está en el m undo de 
los matemáticos y permite organizar un campo de fenómenos. Un concepto 
considerado como objeto matemático puede formar parte de un  campo de 
fenómenos matemáticos y desarrollar un nuevo objeto m ental que contiene 
al concepto.
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En el m u n d o  d e  los  
m a te m á t ic o s
CONCEPTOS
T
M ed io s d e  O rg./F en óm en o^ )
M ism o
En la m en te  d e  lo s  u su ar io s  
d e  la s  m a te m á tic a s
OBJETOS MENTALES
cam p o
-► (p e d io s  d e  O r g ./F e n ó m e n o s)
¿Qué diferencia hay entre objeto mental y concepto? Los dos son medios de 
organización de un campo de fenómenos, la diferencia está en que el 
primero está en la cabeza de las personas que usan las matemáticas y el 
segundo en el mundo de la matemática.
¿Cómo va evolucionando el objeto mental? Un mismo concepto puede 
tener varios significados y usos dependiendo de los contextos. Una persona 
tendrá un objeto mental inicial en relación con un concepto dependiendo 
del contexto en el que están los fenómenos que se le presentan inicialmente. 
A medida que se varían los fenómenos y los contextos, el objeto mental 
inicial cambiará, irá enriqueciéndose, y será mejor, en el sentido de que 
podrá organizar más fenómenos.
Freudenthal considera como prioritario de la acción educativa en la 
enseñanza primaria y secundaria la "constitución de objetos mentales" y 
como secundario la "adquisición de conceptos".
1.3.1. RAZÓN Y PROPORCIÓN
De acuerdo con Freudenthal (1983) la razón es una función de un par 
ordenado (antecedente y consecuente) de números o de valores de una 
magnitud. También las operaciones aritméticas elementales son funciones 
de un par ordenado, sin embargo hay una mecanización para hallar el valor 
correspondiente a un par dado. Si queremos obtener el valor 
correspondiente a una razón, es decir si la leemos como una fracción y le 
hacemos corresponder el valor que se obtiene al efectuar la división entre 
los componentes del par ordenado, la razón desaparece y se priva a ésta de lo 
que la hace valiosa como razón. Por ejemplo dos situaciones distintas como: 
"dos alumnos de cada tres de la clase pasan curso" y "en la clase los alumnos 
y las alumnas están en razón 2 a 3" se representarían mediante la misma 
fracción 2 /3  y sin embargo se trata de fenómenos totalmente distintos, pues 
la primera razón representa una relación parte-todo y la segunda una 
relación parte-parte.
El significado de razón no reside en el proceso por el que se le asigna un  
valor, sino en la posibilidad de comparar dos razones y poder hablar de 
igualdad (o desigualdad) de razones independientemente del tamaño de las
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mismas. El significado de razón viene de poder decir con sentido "A  es a B" 
como "C es a D", sin anticipar que "A es a B" se puede reducir a un núm ero  
que es el mismo al que se puede reducir "C es a D". Del mismo modo que 
A /B se lee "A  es a B" la igualdad (=) se lee "como" con lo que los significados 
cambian.
El estatuto lógico de la razón desde el punto de vista fenomenológico ha de 
escribirse entonces en términos de una relación de igualdad "tener la m ism a 
razón". Este es, de hecho, también el que dio Euclides, ya que en el libro V de 
los Elementos lo que realmente define no es "razón", sino "guardar razón" y 
cuando se refiere a cantidades proporcionales dice "tener una misma razón". 
El estatuto lógico de la razón es pues, desde este punto de vista, de un n ivel 
más elevado que el de núm ero, fracciones, longitudes y otros conceptos con 
los que los alumnos han tropezado previam ente en su escolaridad. El 
sentido en el que calificamos el nivel más elevado es el que le da el p roven ir 
de una relación de equivalencia pues lo que organiza es una propiedad 
intensiva y no una propiedad extensiva de objetos o conjuntos de objetos.
La variedad de propiedades intensivas de objetos organizados por la razón es 
enorme. Aquí sólo señalaremos una gran división que es preciso tom ar en 
cuenta en la enseñanza: la razón puede ser una relación en una m agnitud o 
entre m agnitudes.
Para ilustrar esta situación tomaremos como ejemplo el m ov im ien to  
uniforme y los esquemas de Vergnaud (1983). Consideramos dos espacios de 
medida (sistemas o magnitudes) y M2 y una aplicación lineal /  entre ellos 
y representamos la situación mediante un esquema (ver la figura 1. 1.).
TIEMPO ESPACIO
Mj  L----------------- ,  m 2
*1 I-------------------£-------------------- ► e i = / ( t 1) =  a . t 1
t2 | f-------------------- ► e 2 ~  /  (^2) =  . t 2
Figura 1.1
Aquí están implicadas dos m agnitudes (el tiempo t y la longitud e) y u n a  
función /  que asigna una longitud a un tiempo, a saber, la longitud del 
camino recorrido en un intervalo de tiempo e = / ( t).
En el lenguaje cotidiano el movimiento uniforme podemos expresarlo por:
en tiempos iguales se recorren espacios iguales, 
en el doble de tiempo se recorre el doble de espacio, 
en el triple de tiempo se recorre el triple de espacio
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Las otras expresiones multiplicativas (cuádruplo, quíntuplo,...) se usan poco. 
Si tuviéram os que generalizar las expresiones anteriores, la form ulación 
sería:
en n veces el tiempo se recorre n veces el espacio.
Si queremos formalizar la expresión "veces" y extenderla de N  a R, podem os 
proceder en la forma siguiente:
Hemos tomado el espacio como función del tiempo e = / ( t), y la genera­
lización "n veces" la podemos expresar por:
/ ( nt) = n / ( t )  para n  e N.
Si reemplazamos t por — t, entonces
n
f  (t) = n / (— t) y / ( - t ) = - / ( t ) .n n n
Es decir que forzando el lenguaje podemos decir:
en — veces el tiempo se recorre — veces el espacio. 
n n
Si reemplazamos t por mt (m e N) obtenemos:
n n n
Hemos hecho una extensión del significado del término "veces" al campo de 
los racionales y podemos decir para cualquier número racional positivo a
en a  veces el tiempo se recorre a  veces el espacio.
La continuidad garantiza lo mismo para a  real en vez de racional.
Si tomamos dos tiempos t y t0 , tales que e = /( t )  y e0 = / ( t0),
y escribimos a  = — entonces 
'o
e : e„ = / ( t ) : / ( t0) = / ( a  t0) : / ( t0) = a /(to ) :/(t„) = t : t0
y podremos decir que los espacios recorridos son proporcionales a los 
tiempos empleados.
De la última expresión podemos sacar
e = / (t) = [f (t0) : t0 ] t
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es decir que el espacio es una función lineal del tiempo.
Y si reformulamos esta última expresión en la forma
/ ( t ) : t = 1/(t0) : t0 ] = cte
nos explicita que la velocidad en el movimiento uniforme es constante.
Las razones que se consideran son pares de elementos de un mismo espacio 
de medida (tiempo o longitud); lo que se exige es que las razones en u n  
sistema sean iguales a las razones entre elementos correspondientes en el 
otro, lo cual caracteriza la uniformidad del movimiento.
Hemos visto que hay relaciones (razones) en las que los dos elementos son 
del mismo espacio de medida, es decir que se forman dentro del sistema (ver 
la figura 1.2), por lo que es adecuado que dichas razones las denom inem os 
internas. En nuestro ejemplo las razones internas que se forman con 
elementos que se corresponden entre sí son invariantes y las escribiremos en 
la forma:
t : t0 :: e : e0
TIEMPO ESPACIO
Mj  í ----------------- > M2
t e
: •  •  •  • :
w
*0 eo
Figura 1.2
También parece adecuado que a las razones que se form an entre los dos 
sistemas (magnitudes) las denom inem os externas (ver el esquema en la 
figura 1.3.). En nuestro ejemplo las razones externas entre elementos que se 
corresponden son constantes y las escribiremos en la forma:
e : t :: e0 : t0
En esos térm inos la uniform idad del m ovim iento la podrem os expresar 
ahora mediante una razón externa:
la razón "espacio recorrido a tiempo empleado" es constante.
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TIEMPO ESPACIO
—i. ■ ■    f , p M 2
Figura 1.3
Una proporción entre los dos sistemas conlleva una función lineal entre 
ellos. El que sea lineal lleva implícito que las razones internas son 
invariantes bajo la función, aunque las razones sean distintas en cada caso,
t : t0 ::/(t) : / ( t 0)
y que las razones externas entre elementos que la función hace corresponder 
son iguales, es decir que la razón "espacio recorrido/tiem po" es constante, es 
decir que siempre es la misma razón,
a . t : t :: a .t0 : t0
Si interpretamos las razones como cociente, entonces la razón interna es u n  
núm ero (escalar) y  la razón externa es una magnitud. En este caso del 
m ovim iento uniform e, el cociente entre el espacio recorrido y el tiempo es 
la velocidad (que es constante).
En nuestro ejemplo, si consideramos las cantidades, en el sentido que Puig y 
Cerdán (1988) tom an de Kaput (1986) y Schwartz (1986), entonces aparecen 
únicamente cantidades intensivas. En relación con la razón externa aparece 
la velocidad como el cociente "espacio/tiem po" y en relación con la razón 
interna aparecen los escalares, éstos los tomamos como cantidades 
intensivas especiales, "tiem po/tiem po" en un caso y "espacio/espacio" en el 
otro, pues también se trata de cocientes de cantidades extensivas, pero como 
son de la misma naturalez desaparecen en la escritura.
Podemos resum ir todo lo anterior en la tablal.2.
Freudenthal (1983) tiene en cuenta que la razón debe considerarse en u n  
contexto más amplio que el de las relaciones en una m agnitud y entre 
magnitudes y organiza los distintos ejemplos en tres grupos o clases que los 
denomina: Exposiciones, Composiciones y Constructos.
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Interpretación Razones internas Razones externas
/  es función lineal Invarianza Constancia
t : t0 :: f(t) : f(t0) cxt: t :: a t0: t0
Linealidad Implícita Explícita
f(t+t0) = f(t)+f(t0) f(t) = (Xt
Cociente N úm ero M agnitud
Cantidad intensiva Cantidad intensiva
Ej.: escalares Ej.: rapidez, densidad,...
Tabla 1.2
1.3.2. EXPOSICIONES
Una exposición es una terna (Q, M, o) donde Q es un conjunto de cosas a 
cada una de las cuales se le asocia una m agnitud o una m edida en M
mediante una función co.
Un ejemplo de exposición puede ser el formado por un conjunto de países y 
sus superficies.
Q  = { España , México , Francia )
0) \  0)
M = [492 400 km2, 1 958 200 km2, 551 000 km2 ]
En esta contexto particular la razón puede usarse para comparar las 
superficies de varios países: México es tantas veces más extenso que España. 
Las razones están así consideradas dentro de un sistema, es decir que son 
internas.
Parejas de exposiciones
N orm alm ente las exposiciones aparecen por parejas y m uy a m enudo se 
tiende a comparar dos exposiciones definidas sobre el mismo conjunto.
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Por ejemplo, sea Q un  conjunto de países y consideremos su población, la 
cual se le asigna a cada uno de ellos mediante la función Cüj; y la medida de 
su superficie, la cual se le asigna a cada uno de ellos m ediante la función ü)2.
cüj : Q ----------- ► Mj (N°. Hab.)
co2 : £2 ----------- ► M2 (Área)
La función / :  Mj --------- ► M2 que relaciona la cantidad de habitantes con la
cantidad de superficie para cada país podemos definirla naturalm ente, esto
es, que /  es la función tal q u e /o  cúj = íú2 .
Si x1 , x2 son elementos de Q , entonces podemos escribir el siguiente 
diagrama:
/ :  M, (N°. Hab.)  ► M2 (Área)
W] (x,)------- I-------------► co2 (x,)
“i (x2)----- I--------- ► Í02 (x2)
Es decir que para todo x de Q la función/ asocia la imagen de x por CDj con 
la imagen de x por co2 y escribiremos/[cOj (x)] = co2 (x).
Q
©! /  \  W2
Mj —-----------^*M2
/
Ya hemos visto que si Xj y x2 son elementos de Í2, entonces:
/: Mj ----------- ► M2
“ i (xi)--- i---------- ► “ 2 (xi)
« l W  I ------------* W2 (X j)
Podemos preguntarnos, ¿cuándo hay proporcionalidad? entre los cuatro
elementos: COj (x j, (üj (x2), co2 (x^, co2 (x2). Evidentem ente tendrem os una  
respuesta adecuada cuando analicemos y veamos si /  es o no una función 
lineal, es decir podrem os hacer afirmaciones como la siguiente: El n úm ero  
de habitantes en x1 es mayor, menor o igual, al núm ero de habitantes en x2 
"en proporción" a las áreas.
P re c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Estamos comparando densidades de población, es decir que estamos 
comparando las cantidades intensivas:
C0 i (x,) : w2 (x,) :: Wj (x2) : co2 (x2)
(üj (Xj) es a co2 (Xj) como (Dj (x2) es a co2 (x2).
Entonces se compara la razón entre cOj y co2 de dos países, es decir entre la 
relación de la población y la superficie de un país (densidad de población) 
con la del otro. Estas relaciones que se comparan dan el núm ero de 
habitantes por kilómetro cuadrado (si son las unidades elegidas) y nos 
perm iten afirmar si un país tiene "en proporción" el m ismo núm ero de 
habitantes (o menor o mayor) que otro.
En las situaciones en las que se presenta un par de exposiciones las razones 
que habitualmente se comparan son razones externas.
Podemos visualizar estos problemas mediante histogramas, pictogramas, ...
Tenemos cuatro países cuya población la
representamos con los muñecos y cuya
área la representamos con rectángulos.
x1 x2 x3 x4
En el ejemplo podemos decir que el núm ero de habitantes del país x4 es 
mayor que el núm ero de habitantes del país x1 con respecto al área o que la 
densidad de población en x4 es mayor que en x2 .
Distintas investigaciones relacionadas con razón y proporción han utilizado 
problemas basados en la comparación de dos exposiciones. Por ejemplo Fiol 
y Fortuny (1990) proponen la comparación de razones del tipo "núm ero de 
peces/volum en de pecera" y Cramer y Post (1993) proponen la com paración 
de razones del tipo "núm ero de clavos/superficie de una tabla". Entre los 
distintos problemas que se han diseñado en esta investigación para 
presentárselos a los alumnos (en un  cuestionario de lápiz y papel o en unas 
entrevistas clínicas) hay varios que están basados en un par de exposiciones. 
Uno de los objetos de estudio de este trabajo es la densidad, y para ello se ha 
diseñado una serie de problemas en los que el alum no para resolverlos ha 
de comparar dos razones de densidad (ver los capítulos tercero y cuarto). El 
sentido en el cual los alum nos han de tomar las razones para hacer la 
comparación no se impone, pues puede ser más sugerente dar o tomar la 
relación superficie por habitante que el número de habitantes por unidad de 
superficie. Veremos que los alumnos para resolver los problem as 
consideran tanto una relación de densidad, en el sentido habitual "núm ero  
de personas o cosas por unidad de área", como su inversa para hacer las
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comparaciones pertinentes. También se han propuesto otras actividades en 
las que los alum nos han de resolver problemas de valor perdido o de 
comparación de razones basados en un par de exposiciones.
Otro ejemplo de pareja de exposiciones sería el conjunto de los paquetes de 
un producto (por ejemplo arroces) que hay en un supermercado con sus 
precios y sus pesos.
Entonces £2 será el conjunto de paquetes y a cada uno de ellos se le asigna su 
precio m ediante la función (Oj y su peso mediante la función co2.
CDj: £2 ---------- ► Mj (Precio)
(ü2 : £2 ---------- ► M2 (Peso)
La función / :  M2 ----------- ► Mj que relaciona el peso de cada paquete con
su precio podemos definirla naturalm ente como en el caso anterior. Para
ello cualquiera sea x d e f í  asociamos la imagen de x por íOj con la im agen
d e  x  p o r  cd2 y  t e n e m o s : /[co2 (x )] =  Oj (x ).
£2
/
Sean x l y x2 dos paquetes, entonces: /: M2------------► Mj
©2 (X j)-I----------------► © i  (X j)
(x2)-I---------- ► (Oj (x2)
La comparación de las razones cOj (xJ / g^  (x j y a)2 (x2)/co2 (x2) [precio/peso] 
nos permite decir que el precio del paquete xj es mayor, m enor o igual al
precio del paquete x2 en proporción a los pesos. La razón (Oj (xj/o^ (x) puede 
darnos el precio unitario (por ejemplo, pesetas por kilo) y es variable (el 
precio unitario de arroz es distinto según el tipo de arroz o marca comercial 
del producto). El precio unitario para los paquetes que contengan 
exactamente el mismo artículo es el mismo.
1.3.3. COMPOSICIONES
Una composición es una terna (£2, M, co), donde £2 es un conjunto de cosas, 
partes o clases de un universo; a cada una de las cuales se les asocia u n a
m agnitud o una m edida en M mediante una función co.
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Aunque de las definiciones de exposiciones y composiciones pudiera 
pensarse que éstas son iguales, existe una diferencia entre ellas. En las
exposiciones los elementos de Q son objetos o cosas, en un sentido primitivo
y en las composiciones los elementos de fí son partes o clases de u n  
universo.
Un ejemplo de composición puede ser una mezcla o una aleación. 
Consideremos un lingote constituido por una aleación de hierro, de cobre y 
de estaño, y se da su composición especificando la proporción de cada uno de 
los metales componentes del lingote total, (usualmente en porcentajes, es 
decir, m ediante una normalización, término que veremos más adelante). 
Estas situaciones se prestan bien a ser representadas por diagramas parte- 
todo (modelo de la tarta o del pastel).
En los casos en los que se presentan las composiciones las razones que se 
consideran son razones internas. Éstas se usan para comparar dos aleaciones 
o dos mezclas distintas formadas por los mismos componentes se com paran 
dichas razones, comparando dichas razones.
Otro ejemplo de composiciones que se puede estudiar es el de las pirám ides 
de población. Se considera la población entera de un país dividida en franjas 
de edad y para cada franja se da el número de personas que están en ella. Las 
razones internas que se consideran son las que relacionan el núm ero de 
personas de una franja de edad con el núm ero de personas de otra franja de 
edad. Para comparar las pirámides de población de dos paises, el problem a 
consiste en un par de composiciones (problema que estudiaremos m ás 
adelante) y en este caso se comparan las distintas columnas de dos diagramas 
de barras.
Parejas de composiciones
Al igual que las exposiciones las composiciones también se presentan por
parejas en las que el conjunto Q de ambas está formado por elem entos 
(componentes o clases) que se representan de la misma forma. Si se trata de 
mezclas o aleaciones, ambas tienen los mismos componentes y si se trata de 
dos particiones, ambas están formadas por las mismas partes o clases.
Recuperemos el ejemplo de las pirámides de población. Sean dos 
poblaciones divididas en clases de la misma manera y el conjunto de 
clases en una población y Q2 el conjunto de clases en la otra.
Una población la hemos dividido en seis clases según su edad y la otra 
población la hemos dividido en seis clases de la misma forma. En la clase x2 
los m enores de 20 años; en x2 los mayores de 20 y menores de 30; en x3 los 
mayores de 30 y menores de 40; en x4 los mayores de 40 y menores de 50; en 
x5 los mayores de 50 y menores de 60; y en x6 los mayores de 60. Entonces 
será el conjunto {xlx x2, x3, x4, x5, x6) y Q2 será el conjunto {xlx x2, x3, x4, x5, x6}.
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Aparentem ente los conjuntos y Q2 son iguales, pero sus elementos (las 
clases), aunque tienen la misma representación, no tienen por qué ser 
iguales. La diferencia no está en las clases sino en el "tam año" de cada una  
de ellas o en la frecuencia de cada clase.
~ T = i
x1 x2 x3 x4 x5 x6 X i x2 x3 x4 x5 x6
Q2
Consideremos las composiciones (Qu M lx cOj) y (Q2, M2, co2), donde las 
funciones (Oj y co2 asocian a cada clase el número de personas, y la aplicación j 
que está definida de manera que a un elemento de le hace corresponder 
otro que tiene la misma representación en f í2.
j! Qj  ^ Q2
Xj I ► j ( X j )  =  X¡
Entonces podemos definir, de forma natural, una función /  entre y M 2 
de forma que
f o  (1)2 = (ü2 o j
Es decir que cualquiera sea x de f í lr la imagen por /  de este elemento en Mj 
por íOj se corresponde con la imagen por j del mismo elemento en M2 por
d)2.
Es decir:
V x e f í1:/[co1(x)] = ü)2[j(x )]  
que puede representarse mediante el diagrama siguiente:
Ql ■* Q-
COn (D-
M, ■/
Sean Xj y x2 dos clases de población, entonces:
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W] (x,) I----- f  -* C0 2 [ j(x.) ]
<01 (x2) l----------- ► <o2 [ j(x2) ]
Si hacemos la comparación de las razones internas:
íüj (x2) es a (ú! (x j como 0)2 [ j(x2) ] es a co2 [ j(xj) ]
Como j es una aplicación que a un elemento de Qj le hace corresponder
otro que tiene la misma representación en Q2, podrem os decir que en hay 
más, igual, menos elementos de la clase x2 que los que tiene xl en proporción
a los elementos de las clases x2y x l que hay en Q2 •
En nuestro ejemplo las razones internas expresan la relación del núm ero de 
personas de una franja de edad con el núm ero de personas de otra franja de 
edad, por ejemplo:
(% (Xj)/ (üj (x6) comparada con co2 (Xj)/ co2 (x6)
y diremos que la población m enor de 20 años en un  país es menor, igual o 
mayor que en el otro en proporción a la población de mayores de 60 años. Si 
todas las razones internas consideradas en un país son iguales a sus 
correspondientes en el otro, diremos que las dos distribuciones de población 
son iguales y que la función /  conserva las razones internas.
Para ver otro ejemplo de par de composiciones consideremos un  par de 
aleaciones o mezclas con los mismos componentes. Tomamos dos 
aleaciones de dos metales, los componentes de cada una de ellas forman dos
conjuntos = {cobre, zinc} y  Q2 = {cobre, zinc) y las funciones CDj y co2 asocian 
a cada elemento de cada conjunto su masa. Como los conjuntos de
componentes son iguales podemos considerar la función j entre y Q2, tal
que a cada elemento de ^  le hace corresponder el m ismo en Q2. Podría 
pensarse que la función j es una identidad, pero no lo es ya que lo relaciona 
no es 'cobre con cobre' o 'zinc con zinc' sino que perm ite asociar 'masa de
cobre en ^  con masa de cobre en Q2 y 'masa de zinc en fíj con masa de zinc
en Q2 con lo que j permanece inactiva mientras que no actúe (Dj o co2 .
Consideremos el caso en que 30 kg de la aleación (bronce) están formados 
por 20 kg de cobre y 10 de zinc y que 65 kg de la otra aleación fí2 (bronce) están 
formados por 40 kg de cobre y 25 kg de zinc.
Si lo que hacemos son comparaciones de razones internas diremos: En la 
aleación hay más, menos o igual cobre que zinc "en proporción" al cobre y 
zinc que hay en la otra aleación Q2,
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----------------------------------------- í ------------------------------------------
(Oj f  0)2
Q1 ----------------- ► Mj-— '----------► M2 «-------- —  Q2
cobre — (Dj > 20 kg — / ---------»40 kg <—  ü)2 — cobre
zinc — CDj > 10 kg — /  »25 kg <—  co2 — zinc
0)2 (cobre) i -----► ü)2 (cobre)
(Oj (zinc) I---------- ► co2 (zinc)
Podemos preguntarnos, ¿cuándo hay proporcionalidad? Evidentem ente
tendremos una respuesta adecuada cuando analicemos y veamos s i / e s  o no
una función lineal, es decir cuando /  preserve las razones internas y 
podamos afirmar que se trata de la misma aleación.
En general, para cualquier tipo de aleación la razón externa ©j (x) : cd2 (x)
puede variar, y si la razón cOj (x ): ü)2 (x) es constante entonces también se trata 
de la "misma" aleación, /  es lineal y preserva la razón.
La visualización de este tipo de situaciones, par de composiciones, puede 
hacerse su representación por medio de diagramas de sectores.
La presencia de las composiciones en los trabajos de investigación de razón y 
proporción es muy notoria desde que Noelting (1980) presentara su serie de 
problemas de comparación cualitativa de dos mezclas (jarabe de naranja y 
agua). En nuestro trabajo se consideran tareas de este tipo, tanto en los 
cuestionarios de lápiz y papel como en las entrevistas clínicas con 
enseñanza. Se ha diseñado una serie de problemas, que denom inam os 
"refrescos" (ver capítulos 3 y 4), en la que los alum nos han de resolverlos 
m ediante una comparación cualitativa -po r ejemplo, el refresco A tiene 
más, menos o igual sabor a naranja que el refresco B-.
1.3.4. CONSTRUCTOS
Consideremos un barco del que se ha hecho un modelo reducido, o un país y 
su mapa a una cierta escala, o una foto o un dibujo de los que se ha hecho 
una ampliación. En cada uno de estos casos, se obtiene la distancia entre dos 
puntos cualquiera del segundo objeto (el modelo reducido, el mapa, la 
ampliación), m ultiplicando por un mismo operador la distancia entre dos
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puntos homólogos del objeto de salida. El operador en cuestión se llam a 
"factor de escala" (del modelo reducido o del mapa o de la ampliación). En 
este tipo de situaciones es donde se ve cómo un operador funciona con 
parejas repetidas (parejas de puntos que tienen la misma distancia).
En las situaciones anteriores un conjunto de m agnitudes se pone en 
correspondencia con otro m ediante una ley (por ejemplo la semejanza) que 
puede o no estar acompañada por la constante de la razón entre las 
m agnitudes correspondientes.
Freudenthal (1983) define un constructo como un conjunto Q basado en una
e s tr u c tu r a  f u e r t e  X ( p r e f e r e n t e m e n t e  g e o m é t r ic a )  c o n  u n a  f u n c i ó n  cd d e
medida. Al par o sistema (Q, co) lo llama constructo o X-constructo, si X es la 
estructura en la que se basa.
Parejas de constructos
Como en los casos anteriores los constructos tam bién se presentan por 
parejas (fíj, (üj) y (fí2, ^ 2) y puede ocurrir que Qj = Q2 y que = íü2-
Consideremos el caso de las escalas o semejanza entre dos figuras planas.
Qj es el conjunto de pares de puntos de una figura plana S i,
Q2 es el conjunto de pares de puntos de una figura plana S 2,
(új : Q j  » R+ y co2 : Q2 > R+ son las funciones
distancia correspondientes.
Además, la semejanza establece una función h de la figura S i en S 2 que se
A
extiende de forma natural a una aplicación h de en fí2 , de forma que 
cualesquiera sea a  = (Pi,p2) de Qj se cumple que
h (a) = h [(Pi,p2)] = (% ,) , % 2)) donde p 2, p 2 e S ,.
Ahora, también de forma natural -a l igual que hemos hecho en  
exposiciones y composiciones-, podemos definir una función /  entre los 
espacios de medida Mj(R+) y M2(R+) de manera que
A A
/ o  (Oj = co2 o h o bien / =  co2 o h o (Oj 
La función h hace corresponder puntos de Si con puntos de S 2-
A
La función h hace corresponder elementos de o sea pares de puntos de 
Si, con elementos de fí2, que son pares de de puntos de S 2 que se 
corresponden por h con los considerados de Si-
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La función /  hace corresponder distancias entre pares de puntos de Si con 
distancias entre pares de puntos de S 2 que se corresponden por h.
Veamos las relaciones entre las funciones en el diagrama siguiente:
Si  h ------- >S2
a
£2,  h  ► Q,
CÜl Ü)n
Mi (R+) f * M2(R+)
De la m isma m anera que sucedía con el m ovim iento uniform e la
A
semejanza se puede caracterizar en prim er lugar m ediante la condición: h 
hace corresponder pares de puntos que tienen la misma distancia entre sí
A
con pares de puntos que tienen la misma distancia entre sí, es decir h 
conserva la igualdad de distancias.
Otra formulación equivalente sería: h hace corresponder pares de figuras 
congruentes entre sí con pares de figuras congruentes entre sí, o bien se 
puede expresar como h conserva la congruencia.
Esta formulación no implica aún la razón, pero, bajo la condición -n a tu ra l-
A
de continuidad, es equivalente a h preserva las razones, esto es:
cOj : flj
a
P
R+
■* coi (a)
■* « I  (P)
(1)2 :
h (a)
M P )
R+
-► a)2 [h (a)] 
W2 [h O)]
a>2[h (a )]: co2[h (P)]:: (Oj ( a ) : íOj (p) (a, p eQj)
Lo cual nos indica la preservación de razones internas, tom adas 
respectivamente en fíj y Q2-
Igual que en el movimiento uniforme, en el caso de las magnitudes, el que h 
sea una semejanza puede expresarse mediante la constancia de razones 
externas:
co^ h  (a )] : C0j(a):: co2[h (P)]: co^P) (a, P e fíj)
Veamos un ejemplo concreto. Si tomamos como Si el conjunto de puntos
del triángulo ABC y como S 2 el conjunto de puntos del triángulo A'B'C', la
visualización de una pareja de S-constructos puede hacerse mediante una  
homotecia de centro A que transforma un triángulo en el otro. En este caso
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fíj es el conjunto de pares de puntos del triángulo ABC y fí2 el conjunto de 
pares de puntos del triángulo A7B7C7.
B B7
La función h es la homotecia de centro A y razón A 'C /A C  .
A
Al elemento a=  (A, B) le corresponde h (a) = (A7, B7),
A
al elemento P = (A, C) le corresponde h (P) = (A', C') y
A
al elemento y = (C, B) le corresponde h (y) = (C', B7).
Las funciones distancia las expresaremos por:
o)! (a) = d(A, B) y (P) = d(A, C) 
co, [h (a) ] = d(A7, B7) y co2 [A (p) ] = d(A7, C7)
La conservación de las razones internas en el Ei-constructo y en el X2- 
constructo se expresaría por:
d(A, B ): d(A, C ) :: d(A7, B7) : d(A7, C7)
y la constancia de las razones externas entre el E rconstructo  y el X2- 
constructo se expresaría por:
co2[h (A, B) ]: (Oj (A ,B ):: co2 [h (A,C) ]: CDj (A,C) 
co2 [A7, B7 ]: (Oj (A, B ):: co2 [ A7, C7) ]: C0 j (A, C) 
d(A7,B '): d(A,B):: d(A7, C7) : d(A,C)
En esta últim a expresión se comparan las razones entre las distancias en tre
A
pares de puntos que se corresponden por h .
Si introducim os la función/, que hemos definido naturalm ente en la form a
A
/ =  co2 o  h o (üj , e n t o n c e s  a s o c ia  la s  d is t a n c ia s  e n t r e  p a r e s  d e  p u n t o s  q u e  s e
A
corresponden por h , de modo que:
/ K  (A, B)] = cü2[/¡ (A, B)].
Es decir que
/[(Oj (A, B)] = co2 (A', B'), 
o bien / [ d  (A, B)] = d (A', B').
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Con lo que la preservación de las razones internas se escribe por medio de la 
expresión:
/[© j (A, B)] : / K  (A, C )]:: (A, B ): co, (A, C).
Es decir, la razón entre las distancias entre dos pares de puntos es igual a la 
razón entre las distancias entre los correspondientes pares de puntos 
hom ólogos.
Y la constancia de las razones externas se escribe como:
/[co1 (A, B)]: co1 (A, B ) : : /K  (A, C )]: 0), (A, C).
En consecuencia, la razón entre la distancia de un par de puntos y su 
homólogo correspondiente es la misma que la razón entre las distancias de 
cualquier otro par y su homólogo correspondiente.
Es decir que la función /  así definida es lineal y la podemos expresar 
mediante la siguiente expresión simbólica:
/ K  (A, B)] = k .co 1 (A,B).
Ejemplificación que hemos hecho con la homotecia, pero que es igualm ente 
válida con cualquier otra función que preserve las razones internas.
En varios trabajos de investigación relacionados con la resolución de 
problemas de valor perdido, por ejemplo Karplus, Karplus & W ollm an  
(1974), Hart (1984) y Fiol y Fortuny (1990), se usan problemas en un  contexto 
geométrico que supone la utilización de parejas de constructos. En nuestro  
trabajo los constructos se encuentran tanto en los cuestionarios de lápiz y 
papel como en las entrevistas clínicas. En el bloque de tareas que 
denom inam os "Escalas" (ver capítulos 3 y 4) se ha diseñado una serie de 
problemas en contextos geométricos. En unos casos la estructura geométrica 
en la que se sustenta el problema es la línea de puntos y se da el factor de 
escala, como puede verse en la serie de tareas que llamamos "Muñecos". En 
otros la estructura geométrica es el plano de puntos, en el cual se ha  
resaltado una retícula cuadricular, en unos casos se dan las figuras 
semejantes y el factor de escala está implícito en el enunciado y en otros 
aparecen una figura y el factor de escala de forma explícita.
De los esquemas anteriores vemos que en los problemas de razón y 
proporción subyacen unos conjuntos y unas funciones que nos perm iten  
analizarlos. De la mayor o menor complejidad de dichos esquemas podem os 
suponer que las tareas en las que hay que comparar dos exposiciones serán 
las más sencillas y que las tareas en contextos geométricos donde se utilicen
los Z-constructos serán las más difíciles. Tanto es así que, como verem os 
más adelante en la revisión de la literatura, los problemas geométricos
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apenas están presentes en las investigaciones llevadas a cabo sobre lo que se 
ha denominado razonamiento proporcional.
1.3.5. ALGORITMIZACIÓN
Hasta ahora hemos visto la razón como una función de un par ordenado, su 
significado asociado a la igualdad o desigualdad de razones y su 
visualización mediante algunos ejemplos y las representaciones de éstos. 
Sin embargo hemos de completar esta visión m ediante el procesam iento 
numérico de las razones y su algoritmización.
La razón la hemos tomado como una relación de equivalencia en el 
conjunto de pares ordenados de núm eros o valores de una m agnitud, 
entonces podemos escribir:
Si a : b :: c : d, entonces el par [a, b] es equivalente al par [c, d]
Elegida una unidad u, la clase de equivalencia del par [a, b] la podemos 
representar mediante un  número o valor de m agnitud r de manera que
a : b :: r : u y clase [a, b] = clase [r, u]
Podemos considerar el par [r, u] como representante canónico de la clase y al 
valor r como valor num érico de la razón, lo que nos perm ite pasar del 
campo de las razones al campo de los núm eros y escribir las razones en
forma de fracciones —.
b
Por tanto, para la algoritmización, entenderemos las razones de form a 
operativa en el contexto de la aritmética de fracciones y las propiedades de la 
razón operativamente como propiedades de las fracciones.
-V-
©i 
Mi
Wi(A) 
®i (B)
<M Q
/
a>2
Iví2 
co2 [cp (A)] 
<ú2 [(p (B)] 
coJcpíC)]
En cualquiera de las situaciones planteadas con exposiciones, composiciones 
o constructos hemos visto que subyace una función entre espacios de
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m edida (valores de magnitud) y, además, que la preservación de las razones 
internas implicaba la linealidad de esta función.
Para ver el procesamiento numérico consideraremos un caso general. Sea cp 
una aplicación entre un conjunto de objetos fíj y otro conjunto de objetos f í2 
y sean cOj y co2 dos funciones que asocian valores de m agnitud a elem entos 
de Qj y Q2 respectivamente.
Por abuso del lenguaje diremos que la aplicación (p preserva la razón si 
cualesquiera sean los elementos A, B de fíj se verifica
o»! (A ): o), (B):: 0)2 [cp (A)]: 0 )2 [cp (B)].
Ahora bien la validez de la preservación de las razones internas no es
necesario verificarla con todos los pares de elementos A, B del conjunto Qlf 
sino que basta comprobar que la validez para los pares A, B y B, C implica la 
validez para el par A, C.
En efecto, si
co, (A ): co, (B) = ü)2 [cp (A)]: co2 [cp (B)]
y
co, (B): co, (C) = co2 [cp (B)]: co2 [cp (C)],
como son valores de m agnitud podemos pasar a núm eros y operar con las 
razones como fracciones (por eso usaremos el signo igual entre los valores 
de las razones). Entonces queda:
co, (A ): co, (C) = co2 [cp (A)]: co2 [cp (C)],
lo que implica la transitividad de la preservación de la razón.
En el caso de que viéramos la preservación de las razones internas m ediante 
una pareja de constructos, podrían usarse otras simplificaciones que se 
sustentan en hechos geométricos. Si la estructura geométrica de la pareja de
X -c o n s t r u c to s  es el plano y la aplicación la semejanza, para verificar que ésta 
(también por abuso de lenguaje) preserva las razones internas basta con 
comprobar la preservación para las distancias desde dos puntos fijos, el resto 
queda garantizado por los teoremas de congruencia.
Si <p está definida de manera que existe un factor de escala constante entre los 
elementos de M2 y los correspondientes en M2, es decir una razón externa 
constante, entonces se puede describir la preservación de la razón en la 
forma siguiente:
Sea k el factor de escala constante, entonces
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/[(Dj (A)] = ü)2 [cp (A)] = k. CDj (A), y en consecuencia co2 [cp (A)] /cOj (A) = k
/[(Dj (B)] = ü)2 [cp (B)] = k. cüj (B), y en consecuencia co2 [cp (B)] / ü^  (B) = k.
Al pasar a números y operando como si fueran fracciones queda:
C0j (A ): cüj (B) = co2 [<p (A)]: to2 [(p (B)]
Es decir, a través de la algoritmización hemos visto que la constancia de las 
razones externas es equivalente a la preservación de las razones internas.
Otra situación im portante de la algoritmización es la observación de que la 
composición de aplicaciones que conservan la razón da otra aplicación que 
conserva la razón.
Sea cp una aplicación entre un conjunto Qj y otro Q2(lue preserva la razón y
sea y otra aplicación entre el conjunto Q2 Y otro conjunto Q3 que tam bién 
preserva la razón.
 ^ £22      .........
(A) ' * <a2 [<p(A)J ' ► ü>3 (Y [<p(A)])
(Di (B) ' * to2[<p(B)] * ► új3 (Y [<P(B)1)
Como la aplicación cp conserva la razón, entonces
Wj (A ): G)j (B) = (ú2 [cp (A)]: ü)2 [cp (B)]
y puesto que la aplicación y preserva la razón, entonces
« 2  [cp (A)]: 0)2 [cp (B)] = co3 (y [cp(A)]): cd3 (y [cp(B)]); 
de donde:
(Oj (A ): co2 (B) = co3 (y [cp(A)]): co3 (y [cp(B)]).
Es decir, la aplicación compuesta y o cp también conserva la razón.
Si se trata de dos aplicaciones que m antienen constante la relación externa, 
por ejemplo la composición de dos semejanzas con factores de escala k2 y k2, 
la aplicación compuesta nos daría una nueva semejanza cuyo factor de
escala es el producto de los factores de escala k j . k2.
Es im portante darse cuenta de que la preservación de la razón por la 
aplicación cp se reconoce como un morfismo entre m agnitudes respecto de la
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adición, es decir que la aplicación / ,  definida de forma natural entre las
m agnitudes y M2 por /  [cOj (A)] = co2 [cp(A)] es un m orfismo respecto de la 
adición definida en las magnitudes.
Sean A, B elementos de , entonces cOj (A) y cOj (B) son valores de magnitud 
en y su suma (Dj (A) + coa (B) también será un valor en Ma. Este valor 
tendrá una imagen en la magnitud M2 por la aplicación /.
Por la preservación de las razones internas se obtienen las siguientes 
igualdades:
co, (A ): co, (B) = (f[co, (A)]): (f[a>, (A)]),
co, (A ): [co, (A) + co, (B)] = (/"[cOj (A)]): (f [co, (A) + co, (B)]),
co, (B): [co, (A) + co, (B)] = (f[co, (B )]): (fleo, (A) + co, (B)]).
Operando con núm eros (valores de magnitud) como si las razones fueran 
fracciones obtenemos la expresión:
[co, (A) + co, (B)]: [co, (A) + co, (B)] =/[co, (A)] +/[co, (B)]: (/[co, (A) + co, (B)]).
Como el antecedente y el consecuente de la primera razón son iguales, 
entonces el antecedente y el consecuente de la segunda tam bién lo son y 
podemos escribir:
/ K  (A)] + / K  (B)] = /[0h  (A) + CÜ! (B)].
Es decir q u e /c u m p le  la condición de morfismo para la adición definida en 
las magnitudes.
Entender las razones de forma operativa en el contexto de la aritmética de 
fracciones nos ha perm itido describir los siguientes principios de las 
aplicaciones que preservan la razón:
la transitividad de la preservación de la razón;
el morfismo en relación con la adición entre magnitudes;
el comportamiento bajo la composición de aplicaciones; y
la linealidad de la función entre magnitudes.
Las aplicaciones que preservan la razón podemos ilustrarlas 
algorítmicamente m ediante tablas de proporcionalidad (matrices de 
proporcionalidad) o fórmulas para funciones lineales.
53
P r ecu rso res  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
En nuestro trabajo se estudian las actuaciones de los alum nos en relación 
con la proporcionalidad en dos tareas de un cuestionario de lápiz y papel 
denominadas "tablas de cambio" (ver capítulo 3). En ambas se le presenta al 
alumno los datos en dos columnas (francos belgas, pesetas), la relación de 
cambio (razón externa) está implícita en el enunciado y los datos que le 
permiten encontrar la relación de cambio se proporcionan consecutivos en 
un caso (versión para alum nos de segundo ciclo) y no consecutivos en el 
otro (versión para alumnos de tercer ciclo).
1.3.6. NORMALIZACIÓN O TIPIFICACIÓN
Puede ocurrir que algunas m agnitudes o medidas que nos gustaría comparar 
estén fuera de nuestra imaginación. Freudenthal (1983) denom ina 
"norm alizar" a un complejo de técnicas que perm ite a las personas 
visualizar o percibir razones que, en principio, les resultan difíciles de 
imaginar.
"Si la normalización es útil para facilitar la percepción de ciertas razones, es 
casi imprescindible cuando se trata de comparar razones" (Rouche, 1992, p. 
258).
Para normalizar razones podemos preceder de dos maneras: una en la que se 
cambian los referentes m ediante escalas de manera que las m agnitudes o 
tamaños que se quieren comparar resulten normales o familiares y otra en la 
que se unifican los antecedentes o los consecuentes de las razones para 
favorecer la comparación.
Veamos algunos ejemplos del prim er tipo de normalización: el cambio de 
referentes m ediante el uso de escalas. La reducción o ampliación de los 
objetos tiene como fin la visualización de las razones entre las cosas que se 
quieren comparar y la elección de la escala se hace de forma que los tam años 
que resulten sean normales o habituales.
Para visualizar la comparación de los tamaños de la Tierra y de la Luna, 
si representam os la Lima m ediante un círculo de un  centímetro de 
diámetro, entonces la Tierra debe representarse como un  círculo de casi 
cuatro centímetros de diámetro.
En Biología y en Química para la comparación de células o m oléculas 
éstas se representan m ediante círculos que son ampliaciones a gran 
escala de las mismas.
Para comparar las distancias entre varias ciudades de un país, recorrerlo 
es un método poco apropiado, sin embargo la utilización de un m apa 
del país a una escala reducida favorece la comparación de las distancias.
Veamos algunos casos del otro tipo de norm alización que conlleva la 
unificación de los antecedentes o de los consecuentes para la comparación.
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En prim er término las normalizaciones ligadas a la unidad, bien sea sim ple 
o múltiple, que pueden representarse o visualizarse m ediante esquemas 
parte-todo o parte-parte, sin hacer referencia al todo, pues es m uy grande o se 
desconoce.
Las razones normalizadas del tipo parte-todo pueden expresarse en la forma: 
"uno de cada../', "dos de cada...", "en cada..." etc.
En la Universidad Politécnica "uno de cada cuatro" estudiantes que 
cursan ingeniería es chica.
En Valencia "uno de cada tres" coches que circulan es de la marca Ford.
"Dos de cada cinco" ciudadanos europeos pertenecen a la C om unidad 
Económica.
"En cada litro de agua de mar hay tal cantidad de sa l ,...
Hay razones norm alizadas que pueden visualizarse con representaciones del 
tipo parte-parte que admiten expresiones del tipo "por cada...", por ejemplo:
Para hacer el refresco de naranja "por cada" dos vasos de agua pones 
tres de jarabe de naranja.
La aleación del cable conductor es la siguiente: tres gramos de cobre 
"por cada" cinco de hierro.
En otros ejemplos las razones se plantean entre elementos de conjuntos 
distintos -razones externas- y no pueden representarse m ediante esquemas 
parte-todo-parte, sin embargo su normalización admite expresiones verbales 
como las anteriores.
En Valencia se produce tal cantidad de basura "por cada" habitante.
"Por cada" cuatro personas las cantidades de una receta de cocina son...
En segundo térm ino la normalización de razones ligada al sistema de 
num eración decimal. En este el consecuente de la razón es una potencia de 
diez y las expresiones verbales que se utilizan son: "el tanto por diez", "el 
tanto por cien", "el tanto por mil"..., siendo la segunda de éstas la que tiene 
un uso más generalizado.
Si se toma el 100 como referente, se normaliza el todo a 100 y la relación que 
se establece se representa -u sua lm en te- m ediante el esquema parte todo, 
diagramas de sectores, o mediante barras. En este caso la relación se establece 
entre un número y cien, por lo que con la expresión simbólica "%" se evita, 
dentro de lo posible, tener que usar fracciones decimales. Por ejemplo los 
intereses bancarios.
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El uso más frecuente de la normalización con el tanto por cien es en 
"composiciones". Esto hace que distintas composiciones sean fácilmente 
comparables y que la comparación pueda estar apoyada en la visualización 
como ya vimos al tratarlas anteriormente.
Si se trata de comparar dos exposiciones, por ejemplo la densidad de 
población de dos países, la comparación se realiza fácilmente cuando se 
normaliza uno de los componentes por uniformización. Si se norm aliza el 
área (los consecuentes), la densidad se expresa por núm ero de habitantes por 
unidad de área, y para hacer la comparación de exposiciones basta com parar 
directamente las cantidades de personas. Si se norm aliza la cantidad de 
habitantes (los antecedentes), la relación se expresa por la cantidad de 
superficie que dispone cada habitante, y para comparar las exposiciones basta 
comparar las cantidades de superficie y decidir m ediante un razonam iento  
de tipo inverso.
Freudenthal estima que las composiciones y los constructos pueden hacerse 
más comprensibles norm alizando uno de los componentes de la razón. En 
el caso de las composiciones dando el todo como 100 y los elementos en 
tantos por cien. En el caso de los constructos (por ejemplo mapas), si se tom a 
el original como 1000 explicitando el factor de escala en la reproducción en 
tanto por mil.
A veces se cometen algunos errores ligados a la normalización, por ejemplo:
a) Tomar los datos normalizados como absolutos y m anipularlos como si 
estuvieran dados así en origen, esto provoca a veces efectos sorprendentes. 
Hay quienes hallan la media de dos porcentajes sin tener en cuenta el 
referente. En esta investigación, algunos alum nos al resolver la tarea 
"mermeladas" del cuestionario de tercer ciclo (ver capítulo tercero) tom an 
un tanto por cien como un dato absoluto y actúan con él como si fuera una  
cantidad extensiva para resolver una cuarta proporcional.
b) Olvidar los cambios en el referente cuando se hacen dos norm alizaciones 
sucesivas puede dar efectos paradójicos. Por ejemplo, en las elecciones por 
circunscripciones un partido político incrementa su núm ero de votos 
respecto de la elección anterior y sin embargo dism inuye el núm ero de 
diputados. Veamos el ejemplo con números. En la circunscripción el 
núm ero de electores pasa de 20.000 a 30.000. El núm ero de votos obtenidos 
pasa de 10.000 a 12.000. Sin embargo el núm ero de diputados que obtiene 
disminuye pues pasa del 50% al 40%.
c) Hacer normalizaciones o pedir que se hagan en casos donde no im porta 
hacerlas o donde hacerlas produce trastornos que no favorecen la 
comparación. Por ejemplo si volvemos al caso de la comparación de los 
tamaños o de las distancias entre astros puede darse el caso de no poder 
representar de una forma "norm al" la situación. Si el diám etro de la luna  
tiene 1 mm, entonces el diámetro de la tierra tiene 3'67 mm, el diám etro del
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sol 400 mm, la distancia tierra-luna 110 mm y la distancia tierra-sol 
43.037mm. Dados los datos que se dan en esta situación, N. Rouche (1992) 
cita la comparación que hay en el m anual de Geografía de J. Brunhes (1933) 
en el hay una viñeta en la que se representa parcialmente esta situación con 
una leyenda "El Sol es tan grande... que no podría pasar entre la tierra y la 
Luna" (Le soleil est si GRAND... qu'il ne pourrait passer entre la Terre et la 
Lune).
En nuestra investigación se han diseñado unas series de tareas para las 
entrevistas con enseñanza (ver capítulo cuarto) en las que hay problem as 
que tienen explícitamente el término "por cada..." en el enunciado y 
problemas que tienen el mismo enunciado sin dicho término. Todo ello con 
el fin de estudiar si el uso de la normalización utilizando la expresión "por 
cada..." favorece la formación de buenos objetos mentales en relación con la 
razón.
1.3.7. RELATIVAMENTE
Frecuentemente los contextos de la razón no son visuales, pero son 
accesibles a la visualización o a la verbalización. En relación con la 
verbalización hay una serie de aplicaciones que preservan la razón sin tener 
que verbalizar todo lo que puede ser visto o construido como razón, por 
ejemplo la fotografía. Sin embargo en otros contextos se requiere una  
verbalización (no en términos de razón) de ideas como: relativam ente, 
com parativam ente, en relación con..., con respecto a . .  En tanto que objeto 
mental, esta verbalización puede suponerse que ocurre al final de la 
educación primaria, alumnos de 10-12 años.
Algunos ejemplos del uso del término "relativamente pueden ser:
Este refresco está más dulce porque "relativam ente" contiene m ás 
azúcar.
Este estadio de fútbol está "relativamente" tan lleno como aquél.
En M adrid hay "relativam ente" menos motocicletas que en 
Valencia.
A las expresiones "relativam ente más", "relativam ente tanto" y 
"relativam ente menos" les falta un término de relación (pues subyace una  
comparación de razones) para que la verbalización pueda ser entendida en  
términos de razón. Este término puede ser añadido de forma explícita o estar 
implícto en el texto de forma evidente.
"En relación con" el aforo este estadio de fútbol está tan lleno como 
aquél.
"Con respecto al" núm ero de habitantes en M adrid hay m enos 
motocicletas que en Valencia.
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"Si se compara con" el núm ero total de plazas el aparcam iento A está 
más lleno que el B.
Hay un cierto núm ero de estadios en la formación de "relativam ente" o de 
la otra forma verbale " como objeto mental que va desde el cualitativo 
(relativam ente mayor, menor, más, menos) hasta el cuantitativo (en 
relación con el número). Finalmente, según la situación, es una razón 
interna (el ejemplo del refresco o del aparcamiento) o una externa (por 
ejemplo, la relación núm ero motocicletas /núm ero  habitantes).
En nuestra investigación se han diseñado unas series de tareas para las 
entrevistas con enseñanza (ver capítulo cuarto) en las que hay problem as 
que tienen el término "relativam ente" en el enunciado y problemas que 
tienen el m ismo enunciado sin dicho término. Todo ello con el fin de 
estudiar si el uso del térm ino "relativamente" favorece la formación de 
buenos objetos mentales en relación con la razón.
1.3.8. PRECURSORES
Llamaremos precursores de un concepto a los objetos mentales que 
organizan determinados fenómenos y que favorecen la constitución de 
buenos objetos mentales del concepto en cuestión.
"Una fenomenología didáctica muestra, por otra parte, que en el cam ino 
hacia la constitución del objeto mental razón y proporción desem peñan u n  
papel importante objetos mentales precursores del objeto m ental de razón y 
proporción" (Puig, 1997).
En los protocolos de las entrevistas que se proponen en el capítulo 4, que 
pueden ser considerados como unidades de enseñanza de cada uno de los 
subtemas que se abordan en este trabajo: Escalas, Densidad, Comparación de 
razones y tanto por cien y Valor perdido y proporcionalidad, se puede 
observar que se toma partido por una enseñanza en la que se tiene por 
objetivo presentar al alum no una gran variedad de fenóm enos que se 
organizan con los conceptos que se quieren enseñar.
Los protocololos de entrevista propuestos, considerados como unidades de 
enseñanza, también tienen por objetivo que se constituyan buenos objetos 
mentales (precursores) que perm itan interpretar adecuadam ente una gran 
cantidad de situaciones en las que están implicados los conceptos de razón, 
proporción y proporcionalidad y que favorezcan la adquisición posterior de 
buenos (mejores) objetos mentales. Para ello, tendrem os en cuenta en este 
trabajo el objeto m ental inicial y los que se van constituyendo a partir de la 
experiencia del estudiante con los nuevos fenómenos y contextos con los 
que experimenta.
Freudenthal (1983) señala que con los objetos m entales se puede trabajar 
aunque no se llegue nunca al concepto. Cabe matizar que en algunos casos la 
distancia entre los objetos mentales iniciales de los estudiantes y el concepto,
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en este caso razón y proporción, es demasiado grande para in tentar 
conectarlos en los niveles de la enseñanza primaria que consideramos en 
esta investigación.
1.4 EL MARCO DE REFERENCIA. LA REVISION DE LA LITERATURA
Para finalizar este capítulo ampliaremos lo dicho sobre el modelo de 
cognición y comunicación del primer Modelo Teórico Local con el que se ha 
realizado el análisis de la problemática ampliada.
Los primeros textos que conocemos en los que se estudia el acceso o el 
acercamiento de los estudiantes de la escuela elemental a los conceptos de 
razón y proporción son los de Winch (1913,1914a y 1914b). Él se formuló la 
siguiente cuestión: ¿es posible o útil enseñar proporción aritmética a n iños 
pequeños? Centrando su trabajo en el estudio de las habilidades de los n iños 
(edad media del grupo con el que trabaja siete años dos meses) para resolver 
problemas de razón y proporción correctamente. En dichos trabajos escribió 
sobre las estrategias de resolución que los alumnos m ostraban en sus 
respuestas a una serie de problemas de razón y proporción. El experim ento 
lo desarrolló en varias etapas, en las primeras los alum nos debían razonar y 
responder cualitativamente (más o menos) y en las otras cuantitativam ente. 
En particular, estudió el uso por los niños del "método de unidad" para dar 
sus respuestas. Ya sea a la unidad (o hacia la unidad), o de la unidad (o a 
partir de la unidad) o usando el valor de la unidad como paso interm edio, 
tanto en los problemas con solución no cuantificada como en los de solución 
numérica. Los resultados obtenidos justificaron su propuesta teórica de 
iniciar a los niños en la resolución de problemas de proporción aritmética 
por medio de tareas de corte cualitativo.
El tema razón y proporción ha sido ampliamente investigado en los ú ltim os 
cuarenta años, pues algunos lo consideran como la consolidación del 
conocimiento aritmético en la escuela elemental y la cimentación de lo 
siguiente en la secundaria (Lesh, Post y Behr, 1988). La im portancia 
curricular del tema se puede constatar en el artículo de Gómez (1998) quien 
la justifica diciendo, entre otras cosas, que es uno de los trece estándars que el 
NCTM (1989) considera para el currículum  de matemáticas en la escuela -  
grados 5o a 8o-  : los núm eros y las relaciones entre núm eros. En particular 
explicita una parte de estas relaciones en la forma: "com prender y utilizar 
razones, proporciones y porcentajes en una variedad amplia de situaciones; 
investigar relaciones entre fracciones, decimales y porcentajes y representar 
relaciones numéricas en diagramas de una o dos dimensiones".
Este apartado no pretende ser un estudio exhaustivo de toda la investigación 
llevada a cabo hasta ahora sobre razón, proporción, proporcionalidad y 
razonam iento proporcional, sino que en él se expondrán aquellos trabajos 
que consideramos relevantes en relación con las características y objetivos de 
nuestra investigación.
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Organizaremos la revisión de los trabajos atendiendo a tres aspectos: los 
problemas, las actuaciones de los alumnos y las variables que afectan a las 
actuaciones de los alumnos.
1.4.1. LOS PROBLEMAS
I) Tourniaire y Pulos (1985) hacen una clasificación de las diferentes tareas y 
problemas que se han propuesto a los estudiantes en las distintas 
investigaciones llevadas a cabo hasta principios de los años ochenta. Ellos las 
agrupan en cuatro categorías: Tareas de Física, Problemas de tasa (Rate), 
Problemas de mezclas y Tareas de probabilidad, aunque esta última no la 
desarrollan en su trabajo.
a) Tareas de Física son aquellas en las que se requiere el conocimiento o 
comprensión de algunos principios físicos además del conocimiento y 
compresión de la razón y la proporción. Muchas de ellas se han desarrollado 
a partir de tareas piagetianas como "La balanza" y "Proyección de sombras" 
(Inhelder y Piaget, 1958). El uso de este tipo de problemas para la 
investigación en razón y proporción ha sido criticado por varios 
investigadores (ver por ejemplo Karplus, Pulos & Stage, 1983a, 1983b) por el 
hecho de requerir para su resolución conocimientos de Física, además de los 
ligados a la razón y a la proporción,.
b) Consideran problemas de tasa (rate) a aquellos problemas verbales en los 
que se comparan razones entre objetos distintos. De entre los que se citan en 
su trabajo, los problemas más conocidos son: el de Sr. Bajo y Sr. Alto -  
referido en inglés como M r Short and Mr. T a l l -  (Karplus et al., 1974), 
variaciones de éste han sido utilizadas posteriormente (por ejemplo Hart, 
1981, 1984), y el del consumo de gasolina por coche (Vergnaud, 1983). En la 
figura 1.3 podemos ver la versión del problema de Karplus que utiliza Hart 
(1984, pág. 49)en sus trabajos.
c) Denominan problemas de mezclas a aquellos problemas verbales en los 
que se presenta una mezcla, tanto si son de comparación de razones como de 
valor perdido. Entre ellos los más conocidos son: "El rompecabezas de la 
limonada" (Lemonade Puzzle) de Karplus et al. (1983) y la serie de problemas 
de Noelting (1980a) denominada "Rompecabezas del jugo de naranja" 
(Orange Juice Puzzle).
En el trabajo de Cramer y Post (1987, pág. 405) aparece una ilustración de uno 
de los problemas de la serie de Noelting que podemos verla en la figura 1. 4.
/ \A
Q Thcrc a r r  lwo b lenda. Mr Tall and Mi Shorl Mr Shorl a hcighi e  4 m aidiaticka 
Mr Tall a hcighl u  6  m aicha iidu  
l io »  m am  papcrclips are needed  íor 
Mr Tall a h c ig h r
(Y on can te r  how many papcrd ip»  th crc  are 
Ior Mr Shorr'a hcighl.)
Figura 1.3
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Figura 1.4
Esta clasificación ha sido criticada por Fiol y Fortuny (1990) en el sentido de 
haberse olvidado de los problemas geométricos que se han utilizado en 
distintas investigaciones como las de Freudenthal (1983), Streefland (1984) y 
Hart (1984). Estos autores incluirían otra categoría que denominarían 
Problemas geométricos.
II) Otra clasificación de los problemas (Cramer & Post, 1993; Post et al., 1988; 
Vergnaud, 1988) utilizados para la evaluación de los estudiantes en 
razonamiento proporcional los agrupa en tres tipos: Problemas de 
comparación numérica; Problemas de valor perdido; y Problemas de 
comparación y predicción.
a) Problemas de valor perdido: Tres datos de una cuarta proporcional o de 
una proporción están dados y el otro es desconocido. El problema que 
consideran paradigmático de este tipo es el ya citado de Mr. Short y  Mr. Tall 
(Karplus, Karplus y Wollman 1974).
La información que se da en este tipo de problemas, dos razones -una  
completa y otra incompleta-, puede representarse mediante un esquema de 
Vergnaud (1983) o como hacen Dupuis y Pluvinage (1981) mediante una 
matriz 2x2.
Por ejemplo, el problema Mr. Short y  Mr. Tall (versión de Hart, 1984) puede 
estar representado por:
Altura (cerillas) Altura (clips)
Mr. Tall 6 8
Mr. Short 4 X
b) Problemas de comparación numérica: En este caso la información 
numérica de las dos razones está dada de forma completa, bien sea de forma 
implícita o explícita, sin embargo no es necesario el dar una respuesta 
numérica. Un ejemplo de este tipo de problemas es una tarea cualquiera de
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la serie Rompecabezas del jugo de naranja de Noelting (1980a): en ella los 
estudiantes, mediante una ilustración de dos jarras y dos conjuntos de vasos 
(unos sombreados y otros no), han de decidir qué refresco sabe más a naranja 
entre dos mezclas de agua y jugo de naranja. Una ilustración de este 
problema la hemos visto en la figura 2.2.
En la serie de tareas, Noelting varía los núm eros de m anera que las 
relaciones que hay entre los datos resulten enteras y no enteras 'en ' y 'entre ' 
espacios de medida. Considera más difíciles los problemas en los que las 
relaciones son no enteras (por ejemplo, en la jarra A, tres vasos de agua y 
siete de jugo de naranja, y en la B, cuatro de agua y nueve de jugo de 
naranja).
c) Problemas de comparación y predicción cualitativa: Este tipo de 
problemas de comparación cualitativa están construidos de m anera que la 
comparación que han de hacer los estudiantes para resolver el problema n o 
dependa de específicos valores numéricos ni de la información gráfica que se 
les proporciona. Un ejemplo podemos encontrarlo en el artículo de Cramer 
y Post (1993, pág. 405) . Se trata de un problema de comparación de 
densidades: "Bill y Greg, dos herm anos, clavetean en dos tablas de madera. 
Bill clava más clavos que Greg pero su tabla es más grande. ¿En qué tabla 
estarán más apretados los clavos? a) En la de Bill, b) En la de Greg. c) Los 
clavos están igual de espaciados, d) No tienes bastante información para 
responder".
En contraste con los dos tipos anteriores (valor perdido y com paración 
numérica), en los que algunas habilidades memorísticas o m ecanizadas 
pueden ser usadas para su resolución, este tipo de problemas requiere de los 
estudiantes la comprensión del significado de las proporciones. Dada la 
importancia de este tipo de pensam iento, y de acuerdo con Cramer & Post 
(1993), pensamos que los problemas de comparación y predicción cualitativa 
deberían tener un lugar en el curriculum  de matemáticas de la enseñanza 
primaria.
IB) Otra forma de clasificar los problemas de razón y proporción es la que 
hacen Singer y Resnick (1992) haciendo uso de las relaciones y esquem as 
"parte-todo" y "parte-parte". En ella, atendiendo a las situaciones en las que 
se presentan, agrupan los problemas en dos tipos denominados: "por cada" 
(for every) y "de cada" (out of).
a) En el tipo de problemas "por cada" se ponen en relación una con la otra 
dos cantidades homogéneas definidas sobre el mismo espacio de m edida 
(partes de un m ismo conjunto). Estas situaciones pueden resolverse 
mediante un razonamiento parte-parte o m ediante un esquema parte-parte. 
Por ejemplo la relación entre chicos y chicas en un aula.
b) En los problemas del tipo "de cada", el razonam iento y la representación 
se lleva a cabo siempre haciendo uso del esquema parte-todo. En este caso las
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relaciones entre las cantidades están siempre definidas en el mismo espacio 
de medida, es decir que son internas, y las cantidades que se relacionan 
siempre son homogéneas.
En relación con los problemas de tasa (rate), Singer y Resnick consideran que 
éstos se presentan en situaciones similares a los problemas "por cada". Sin 
embargo, no pueden ser representados ni razonados con esquemas parte- 
parte y parte-todo, pues las cantidades que se relacionan no son hom ogéneas 
y además están definidas en diferentes espacios de medida. Por ejemplo en  
las situaciones en las que se considera la razón (tasa) kilómetros "por cada" 
hora no es posible utilizar ninguno de los esquemas anteriores.
Singer y Resnick piensan que otros problemas clásicos de la literatura del 
razonam iento proporcional sí que pueden incluirse en alguno de los dos 
tipos anteriores. Por ejemplo:
Los problemas de mezclas (Noelting, 1980a y 1980b; Karplus et. al., 1983) en 
las situaciones "por cada" (for every). Estos problemas invitan a usar u n  
razonam iento parte-parte en la forma: Una mezcla es del tipo '2 vasos de 
concentrado "por cada" 4 de agua' y la otra '3 vasos de concentrado "por 
cada" 6 de agua'.
Los planteados en un contexto de capacidad de recipientes, denom inados 
problemas de llenado "fullness problems" (Bruner and Kenny, 1966; Siegler 
and Vago, 1978). Los consideran como problemas del tipo "de cada" (out of) 
que pueden ser razonados m ediante un esquema parte-todo. En estos 
problemas se presentan dos recipientes parcialmente llenos y los estudiantes 
deben responder a la pregunta: ¿Cuál está más lleno?
Los planteados en un contexto de probabilidad. En él pueden presentarse los 
típicos problemas de canicas y urnas como situaciones "por cada" (for every): 
En una urna hay 3 bolas rojas "por cada" 5 negras, y por tanto razonarse 
mediante esquemas parte-parte. Aunque también, los mismos problemas, 
puedan considerarse como problemas "de cada" (out of): En una urna "de 
cada" 8 bolas 3 son rojas y 5 son negras, y razonarse m ediante esquemas 
parte-todo.
IV) Atendiendo a las características semánticas de los enunciados de los 
problemas Lamon (1993a, 1993b) hace una clasificación en la que caracteriza 
cuatro tipos de problemas:
a) Problemas bien compactados (VJell-chunked measures);
b) Parte-parte-todo;
c) Conjuntos asociados; y
d) Ampliadores y reductores.
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Desde nuestro punto de vista pudiera pensarse que esta clasificación está 
relacionada con la que hace Freudenthal (1983) en el siguiente sentido: las 
exposiciones están divididas en dos tipos de problemas, el prim ero y el 
tercero, las composiciones como problemas 'parte-parte-todo' y los 
constructos como problemas de ampliaciones o reducciones.
a) Problemas bien compactados (Well-chunked measures): en este tipo de 
problemas se implica la comparación de dos cantidades extensivas, 
produciendo una cantidad intensiva o tasa (rate) que es bien conocida. Por 
ejemplo, kilómetros por hora (velocidad), pesetas por kilo (precio). La 
denominación 'well chunked" la toma de Kaput (1985), y se refiere de hecho 
a la tercera cantidad, pues los problemas de tasa (exposiciones) en los que la 
cantidad intensiva no está bien determinada los ha separado y caracterizado 
de forma distinta.
b) En los problemas "Parte-parte-todo" una cantidad extensiva (la 
cardinalidad) de un subconjunto o parte de un todo es dada (relacionada) en 
términos de cardinalidad con la de dos o más subconjuntos o partes de u n  
mismo todo. Algunos ejemplos pueden ser: la razón en un aula de X chicos 
con Y chicas y la razón entre P respuestas correctas y Q respuestas incorrectas 
en un test.
c) En el tipo de problemas que denomina "Conjuntos asociados" la relación 
entre dos elementos de dos conjuntos produce una cantidad intensiva que 
no es conocida o no está clara, al menos que esté bien definida en la 
situación del problema. Algunos ejemplos de los que usa Lamon pueden ser:
¿Quién tendrá más pizza? Si en un caso siete chicas disponen de tres 
pizzas y en otro una pizza se reparte entre tres chicos.
En un restaurante ponen para cada comensal 7 piezas de cubertería y 3 
de vajilla, ¿cuántas piezas de vajilla pondrán si han puesto 35 
cubiertos?
En estos ejemplos las nuevas cantidades intensivas: cantidad de
pizza/persona y número de cubiertos/núm ero de platos no son conocidas n i 
están bien compactadas o estructuradas.
d) Las tareas incluidas en el cuarto tipo "am pliadores y reductores" son 
problemas de escalas, tales como la comparación de la razón de crecim iento 
de dos árboles pasado un período de tiempo, la determ inación del factor de 
escala entre dos figuras semejantes etc...
V) Lesh, Post y Behr (1988) encuentran siete m odalidades de problemas que 
surgen en las áreas temáticas donde se plantean situaciones de razón y 
proporción: Problemas de valor desconocido; problemas de comparación; 
problemas de transformación; problemas de valor medio; proporciones que 
implican conversión de razones a razones de cambio o fracciones; 
proporciones que implican tanto etiquetas unitarias como numéricas; y
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problemas de traslación 'between-mode' de un sistema a otro. Y en relación 
con los problemas utilizados en las investigaciones de razonam iento  
proporcional, dicen que las cinco últimas modalidades han sido olvidadas, 
tanto por la instrucción (libros de texto) como por la investigación.
VI) Finalmente, pocos investigadores han utilizado problemas de 
proporcionalidad en la escuela elemental. El trabajo que consideramos m ás 
relevante en este sentido es el de Ricco (1978, 1982) quien investiga el 
acercamiento de los alum nos (7 a 12 años) a la noción de función lineal 
m ediante tablas de proporcionalidad (matrices de proporcionalidad 14x2). 
Dos tipos de problemas utiliza para ello. En el prim ero proporciona al 
alumno todos los datos de la primera columna de la tabla y dos consecutivos 
de la segunda y en el segundo proporciona todos los datos de la prim era 
columna y dos no consecutivos de la segunda. Los datos se le facilitan al 
alum no de la siguiente manera: en la primera columna está el núm ero de 
lápices que ha comprado una determinada persona y en la segunda el precio 
que ha pagado por ellos.
Una adaptación de estos dos tipos de problemas ha sido utilizada en esta 
investigación para elaborar el bloque de tareas "Valor perdido y 
proporcionalidad" del cuestionario de lápiz y papel (ver el capítulo tercero).
1.4.2. LAS ACTUACIONES DE LOS ALUMNOS
Las actuaciones de los alum nos al abordar tareas de razón y proporción h an  
sido estudiadas por distintos investigadores atendiendo a tres aspectos: las 
estrategias correctas o que se consideran satisfactorias; las estrategias 
incorrectas o no satisfactorias y la categorización de actuaciones de acuerdo 
con un mayor o menor uso del razonamiento proporcional.
1.4.2.1. Estrategias correctas
I) Tourniaire y Pulos (1985) consideran que las más resaltadas en la literatura 
son las multiplicativas y las de construcción progresiva (building up).
a) En las m ultiplicativas, los alumnos relacionan los datos m ultip licativa­
mente de dos formas: una en la que la relación la establecen entre el 
antecedente y el consecuente de una razón y la extienden a la otra, y otra en  
la que la relación la establecen entre los productos cruzados.
Esta segunda, denom inada el algoritmo de los productos cruzados, es 
considerada por Cramer y Post (1993) como una de las tres estrategias que los 
alumnos utilizan para resolver problemas de valor perdido. Sin embargo, 
aunque es el método que usualm ente se enseña en la escuela, no ha sido 
tenido en cuenta por los investigadores como una estrategia relevante, pues 
al usarlo los estudiantes de forma mecánica no está ligado a u n  
comportamiento o actuación que se pueda caracterizar como una estrategia 
de razonamiento proporcional.
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En este sentido Lesh, Post y Behr (1988) dicen: "Toda persona que resuelve 
un problema, que involucra proporciones, no necesariamente usa el 
razonam iento proporcional" y sobre el método de los productos cruzados 
ponen de manifiesto:
(1) Que es pobremente entendido por los estudiantes (Lesh, Post y Behr, 
1988);
(2) Que rara vez es un método de solución que se genera de forma 
natural (Hart, 1984); y
(3) Que es frecuentemente utilizado por los estudiantes para evitar el 
razonam iento proporcional.
Finalmente consideran que su uso no implica el razonamiento proporcional 
por sí mismo y que prefieren considerarlo como un método para resolver 
problemas de proporciones y no como una estrategia para resolver u n  
problema en el que esté involucrado un razonamiento proporcional.
b) La estrategia de construcción progresiva (building up) se caracteriza por 
que en ella los alumnos establecen una relación en una razón y la extienden 
aditivam ente a la otra (Hart, 1981). Para ilustrarla podemos utilizar el 
problema de los caramelos de esa investigadora: Si en la tienda de dulces dos 
caramelos cuestan ocho peniques, ¿cuánto cuestan seis caramelos? La 
actuación del niño puede ser: 8 peniques para 2 caramelos, 8 más para otros 
2 caramelos, son 16 peniques para 4 caramelos, y 8 más para otros 2 
caramelos, son 24 peniques para 6 caramelos. O bien construir una tabla de 
proporcionadad como la siguiente:
Caramelos 2 4 6
Coste 8 16 24
Streefland (1985) cree que el uso de este tipo de tablas para organizar los datos
del problema capacita a los alumnos para comprender más fácilmente la
preservación de las razones internas que hay entre los datos de una serie y la 
constancia de las relaciones externas que hay entre los datos de las series. Sin 
embargo, si las relaciones entre los datos del problema no son enteras m uy 
pocos estudiantes utilizan este tipo de estrategia con éxito (Hart, 1981), pues 
difícilmente podrán construir aditivamente las dos series de datos.
II) Otra forma de caracterizar estrategias multiplicativas es la que se ha hecho 
atendiendo a la naturaleza de las cantidades que relacionan los alumnos o a 
cómo relacionan los datos del problema.
Por ejemplo, si los problemas que han de resolver los alum nos son de tasa 
(rate), tanto si se trata de comparación de razones como de valor perdido, 
algunos autores (por ejemplo, Vergnaud, 1983, 1988; Karplus et. al., 1983b; 
Hart, 1988) identifican dos tipos de estrategia para su resolución:
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Que los alum nos relacionen m ultiplicativam ente cantidades 
hom ogéneas en un sistema o espacio de medida (utilizan razones 
internas), entonces el método lo denominan "escalar" o "en".
Que las relaciones las establecezcan entre cantidades de distinta 
naturaleza o de distintos sistemas (utilizan razones externas), entonces 
el m étodo lo denom inan 'funcional' o 'entre'.
En la resolución de la serie de problemas de mezclas Rompecabezas del jugo 
de naranja (problemas de comparación), Noelting (1980b) encuentra dos 
tipos de estrategia que usan los estudiantes para resolver la tarea:
Si los estudiantes primero comparan las cantidades de naranja que hay 
en las dos jarras, luego las de agua y después comparan estas dos 
relaciones la denomina "estrategia entre".
Si los alum nos comparan primero las cantidades de los elementos que 
forman una mezcla en una jarra, luego los de la otra y finalm ente 
comparan estas relaciones la denomina "estrategia en".
El uso simultáneo de las denominaciones anteriores puede crear confusión, 
pues en los problemas de mezclas (composiciones) la relación funcional 
(externa) relaciona cantidades de la misma naturaleza, por ejemplo litros de 
jugo de naranja con litros de jugo de naranja, y en la relación interna las 
cantidades que se consideran, aunque son del mismo tipo litros con litros, 
puede entenderse que no son de la misma naturaleza, litros de jugo de 
naranja con litros de agua.
Para evitar dicha confusión nosotros utilizaremos en la identificación de las 
estrategias de los alum nos las denominaciones que usa Freudenthal (1983) 
para distinguir razones en una m agnitud (o sistema) y entre m agnitudes 
(sistemas). A las primeras las llama razones internas y a las segundas 
razones externas. Entonces, si para resolver el problema los a lum nos 
relacionan los datos en un espacio de medida o sistema, diremos que hacen 
uso de una estrategia escalar, y si los relacionan entre espacios de medida o 
sistemas diremos que hacen uso de una estrategia funcional.
III) Ya hemos visto que básicamente las tareas que se han utilizado en los 
estudios de razón y proporción son problemas de comparación num érica o 
de valor perdido. En la resolución de este tipo de problemas Cramer y Post 
(1993) identifican tres estrategias:
a) La prim era estrategia la denom inan "de la razón unitaria" (unit-rate), 
también conocida como "¿cuánto por uno?" En ella está implicita la 
búsqueda del factor constante asociado a la relación funcional, es decir que 
los alumnos relacionan cantidades entre espacios de medida. En el trabajo de 
Cramer y Post se ejemplifica el uso de esta estrategia m ediante el siguiente 
problema: Si Mark tarda 20 m inutos para recorrer 4 millas, ¿cuánto tiem po 
tardará para recorrer 12 millas? Para su resolución los alumnos se preguntan  
primero ¿cuánto tiempo tardará para una milla? y encuentran la razón
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unidad 5 m in u to s/1 milla. Después resuelven: entonces para 12 millas será 
[5 m inutos/1 milla] x 12 millas = 60 minutos.
Consideran un caso particular de esta estrategia cuando los alumnos tom an 
las razones como fracciones y usan las ideas de equivalencia de fracciones 
entonces la denominan "estrategia de la fracción" (fraction strategy). Veamos 
cómo lo harían, cambiando ahora la pregunta en el problema anterior 
¿cuánto recorrerá en 60 minutos? Primero el alum no hallaría una fracción 
unitaria equivalente a la razón externa 4 m illas/20 m inutos y obtendría la 
razón 1 m illa/5  minutos, después aplicaría la fracción a un todo num érico 
(60 minutos) y realizaría la operación (1/5) x (60) = 12, finalmente resolvería 
el problema nom inando la cantidad 12 millas.
b) Una segunda estrategia que denom inan "del factor de cambio" o "tantas 
veces como" (factor of change method or times as many). En ella el a lum no  
reconoce el factor multiplicativo asociado a la relación interna entre los 
datos en cada espacio de medida. Ahora toman como ejemplo una variación 
del problema anterior: Si Mark tarda 20 m inutos para recorrer 4 millas, 
¿cuánto tiempo tardará para recorrer 8 millas? En este caso los alum nos 
pueden resolverlo utilizando las relaciones en cada espacio de medida y 
razonar "si 8 millas es el doble de 4 millas entonces tardará el doble de 
tiempo, 40 m inutos". Esta estrategia es fácil de usar cuando el factor es 
entero. Sin embargo, aunque con el ejemplo parezca que sólo se hace 
referencia a la relación escalar, este factor de cambio puede referirse tanto a la 
relación externa como a la interna.
c) La tercera es el algoritmo de los productos cruzados, pero ya nos hem os 
referido a ella anteriormente como una de las estrategias multiplicativas.
IV) En el caso de la resolución de problemas de valor perdido Lamon (1993b) 
identifica tres estrategias correctas. Para ello estudia las actuaciones de u n  
grupo de estudiantes al resolver el siguiente problema: Si tres globos cuestan 
dos dólares, ¿cuánto cuestan 24 globos? Las estrategias que identifica son las 
siguientes:
La de "construcción progresiva" (building-up);
La "estrategia de la unidad simple" (single unit strategy); y
La "estrategia de la unidad compuesta" (composite unit strategy).
De la primera ya hemos hablado anteriormente. En la segunda los a lum nos 
hallan el valor de un globo (2:3 = 0'66) y el resultado lo obtienen m ediante la 
operación 24 x 0'66 = 15'84. Y en la tercera los alum nos consideran que 24 
globos es 8 veces la unidad compuesta (tres globos) y calculan el coste como 
ocho veces el coste de la unidad (2 dólares).
La diferencia entre el conjunto de estrategias identificadas por Lamon (1993b) 
y el conjunto de estrategias identificadas por Post et. al (1993) es m ín im a, 
pues por una parte las denominadas "razón unitaria" y "estrategia de la
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unidad simple" son prácticamente idénticas y por otra las reconocidas como 
"del factor de cambio" y "de la unidad compuesta" también. Las otras dos 
estrategias ("construcción progresiva" y "multiplicaciones cruzadas") son 
m ultiplicativas, pero distintas, y este hecho puede deberse a la estructura 
numérica de los problemas que usan en sus experiencias.
El uso de una unidad -ya sea simple o m últiple- en la resolución de 
problemas de razón y proporción se completa con la utilización de la razón 
como unidad. Lamon (1993b) llama "unitización" a la capacidad de construir 
una unidad de referencia y entonces reinterpretar la situación en esos 
térm inos de unidad. Freudenthal (1983) utiliza el térm ino norm alización 
para describir este proceso de reconceptualización. En este marco Lam on 
(1993b) describe otra estrategia que es el uso de la razón como unidad (ratio 
as a unit). Para ello utiliza el siguiente problema de comparación: Si siete 
chicas disponen de tres pizzas y tres chicos de una, ¿quién tendrá más pizza, 
los chicos o las chicas? En la resolución del problema se toma la razón 3 
chicos/I pizza como unidad y se reinterpreta la otra razón (7 :1) en térm inos 
de esta unidad ¿cuántas veces cabe la unidad 3:1 en la razón 7:3? Los 
alumnos utilizan esta estrategia mediante técnicas de apaream iento de la 
siguiente forma: prim ero aparean 3 chicas con una pizza (una razón 
unidad), después aparean tres chicas con otra pizza (otra razón unidad) y 
finalmente comparan la razón 1 chica/1 pizza con 3 chicos/1 pizza. 
Concluyen que las chicas tienen más trozo de pizza.
Otra forma de abordar el problema anterior, en el marco de la 
normalización, sería mediante el uso de la razón (tasa) equivalente (Karplus, 
Pulos y Stage, 1983b). Ahora la razón (tasa) 1 pizza/3 chicos es equivalente a 
la razón 3 p izzas/9 chicos y la unidad compuesta de referencia -3  pizzas- es 
la misma. Por tanto, para resolver el problema los alum nos han de 
comparar únicam ente los consecuentes de las razones 3 : 9 y 3 : 7 y decidir 
mediante un razonam iento de tipo inverso.
En esta investigación hemos diseñado un instrum ento para analizar y 
clasificar las actuaciones de los alum nos al resolver problemas de razón y 
proporción (ver capítulo 2). En él se han definido cuatro categorías que 
agrupan patrones comunes de comportamiento desde un  enfoque relacional 
y dan cuenta de la percepción que tienen los estudiantes de las relaciones en 
juego, de los datos que utilizan y de los aspectos en los que centran su 
atención. A su vez estas categorías se subdividen en subcategorías, y éstas en  
clases. En relación con las estrategias correctas o satisfactorias no hem os 
distinguido los distintos tipos de ellas que utilizan los alumnos con nombres 
y códigos diferentes, sino que hemos agrupado todas ellas en una m ism a 
clase que hemos codificado 1.1.1.
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I.4.2.2. Estrategias incorrectas
Ahora describiremos aquellas estrategias que se consideran erróneas o no  
satisfactorias. Parece que la utilización de las mismas es consecuencia del 
mal uso de estrategias correctas o del uso de estrategias inadecuadas.
Una estrategia errónea frecuente en la resolución de problemas de razón y 
proporción es "ignorar parte de los datos del problema". En este caso los 
alumnos intentan resolver el problema con la otra parte de los datos. Siendo 
una estrategia de uso de los escolares m uy jóvenes también la usan los 
adoloscentes (Hart, 1981 y Karplus et al., 1983a y 1983b).
Por ejemplo, si el problema es de comparación de razones entonces in ten tan  
resolverlo comparando únicamente los antecedentes (o los consecuentes) de 
las dos razones y tom an la decisión mediante un razonam iento de tipo 
directo (o inverso). Este tipo de actuación lo hemos detectado en esta 
investigación y lo denom inam os 'Comparación de cantidades de la m ism a 
especie' y se ha codificado como 2.2.3 (ver el capítulo 2).
En otros casos, por ejemplo si el problema es de valor perdido, el a lum no 
ante la necesidad de obtener una solución numérica opera con parte datos y 
obtiene una respuesta numérica. Esta actuación de los alum nos la hem os 
ubicado en esta investigación dentro de la subcategoría 'Predom ino de la 
operatividad' y denom inado 'Operación con parte de los datos' (ver el 
capítulo 2). Lamon (1993b) denomina esta estrategia como 'operaciones al 
azar' (random operations).
Otra estrategia errónea ampliam ente documentada es la denom inada 
"estrategia aditiva o de la diferencia constante". En este caso los a lum nos 
relacionan los térm inos de una razón aditivamente, la cuantifican por 
sustracción entre los términos y esta diferencia la aplican a la segunda razón 
(Inhelder y Piaget, 1958; Karplus y Karplus, 1972; Hart, 1981, 1988). Esto 
ocurre tanto si los alum nos se centran en la relación escalar como en la 
funcional. Esta estrategia puede ser el resultado de otra de retroceso a la hora 
de resolver problemas en los que las relaciones (razones) no son enteras. Por 
ejemplo si un niño usa la estrategia de construcción progresiva en  
problemas con relaciones enteras y luego usa la estrategia de diferencia 
constante cuando las relaciones son no enteras (Hart, 1981, Karplus et. al. 
1983). El tamaño de los núm eros puede favorecer el uso de esta estrategia 
errónea, en este sentido Kaput y West (1994) afirman que la existencia de 
pequeñas diferencias entre las cantidades que determ inan las relaciones 
subyacentes en los problemas invita a los estudiantes a usar este tipo de 
estrategia aditiva. También esta actuación la hemos detectado en esta 
investigación y la denominamos 'Empleo de una estrategia de tipo aditivo al 
comparar razones o al encontrar un valor desconocido' (ver el capítulo 2).
Dos ejemplos de una mala aplicación de una estrategia correcta son descritos 
por Ricco (1982) como un mal uso del método de reducción a la unidad. En
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un caso usar un valor arbitrario como unidad (a ojo) para resolver el 
problema y en el otro usar, también como valor unitario, el prim er dato 
(número de objetos) que aparece en el problema. Por ejemplo, sacando de las 
tablas de proporcionalidad que usa Ricco (1977 y 1982) un  problema del tipo 
"Si 3 lápices cuestan 12 francos, ¿cuánto cuestan 5 lápices?, el alum no tom a 
como valor unitario 3 (tres francos es el valor de un lápiz) y resuelve el 
problema con la operación 3x5 = 15.
1.4.2.3. Categorización de actuaciones
En este párrafo hablaremos de algunos estudios en los que se expone una  
categorización de las estrategias o actuaciones de los estudiantes en relación 
con un menor o mayor uso del razonamiento proporcional. Los trabajos que 
estimamos más relevantes son los de Karplus (1970, 1972, 1983) y Lam on 
(1993b).
El término "razonam iento proporcional" lo utilizamos en el sentido que le 
dan Lesh, Post y Behr (1988, p.93). Es decir como un tipo de razonam iento  
matemático que involucra sentido de covariación y de m últip les 
comparaciones, además de la capacidad de almacenar m entalm ente y 
procesar varios fragmentos de información y cuya principal característica es 
el reconocimiento de la sim ilitud estructural e invarianza en un sistema 
matemático simple. Se refieren a la covariación como el cambio sim ultáneo 
entre dos variables que se produce por la existencia de una relación entre 
ellas (ésta es la relación que Freudenthal (1983) denomina relación externa o 
funcional entre magnitudes) y a la invarianza como la igualdad entre la 
razón de dos valores de una variable en una m agnitud y la razón de los 
valores correspondientes de la otra variable en otra m agnitud (en térm inos 
de Freudenthal la preservación de la razón o la igualdad de la razones 
internas).
Karplus establece inicialmente una secuencia de siete categorías de 
actuaciones de alumnos que las reforma posteriormente (citado en Hart, 
1984 y 1988). Las secuencias son el resultado del análisis de las diferentes 
estrategias utilizadas por el mismo grupo de alumnos en 1970 y 1972 al 
resolver un problema de valor perdido, la tarea ya descrita "Sr. Bajo y Sr. 
Alto". Posteriormente Karplus, Pulos y Stage (1983a) agrupan las actuaciones 
de ciento veinte alum nos (aproximadamente 40 subcategorías) al resolver 
dos problemas de comparación de razones basados en la tarea 
"Rompecabezas de la lim onada" (uno en el que las razones son iguales y 
otro en el que son desiguales) en cuatro amplias categorías:
Categoría I (incompleta, ilógica) que incluye las actuaciones de los 
alumnos que adivinan la respuesta por intuición y no dan 
explicaciones o que utilizan los datos de una manera ilógica o que 
utilizan operaciones cuantitativas no apropiadas.
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Categoría Q (cualitativa) que contiene las actuaciones de los alum nos 
que justifican su respuesta usando los cuatro térm inos dados y 
comparándolos m ediante expresiones de tipo cualitativo como: 'm ás', 
'menos' o equivalentes.
Categoría A (aditiva) en la que se ubican las actuaciones de alum nos 
que usando todos los datos obtienen la respuesta m ediante la estrategia 
aditiva de la diferencia constante.
Categoría P (proporcional) en la que están las de los alum nos que usan  
las relaciones proporcionales entre todos los datos para obtener la 
respuesta, aunque hayan errores aritméticos. Esta categoría la d ividen
en tres subcategorías: Pi, (between) si usan la relación externa o 
funcional; Pw (withiri) si usan la relación interna o escalar; y Pu 
(unclassificable) si usan otro tipo de comparación.
Otra categorización es la que hace Lamon (1993b), quien ordena en seis 
niveles, en relación con un menor o mayor razonam iento proporcional, las 
diferentes estrategias o actuaciones que usan los alum nos al resolver una  
serie de problemas en la que están los cuatro tipos de problem as que ella ha 
caracterizado atendiendo a su contenido semántico (ver epígrafe 1.4.1.). Los 
seis niveles se describen de la siguiente forma:
En el prim er nivel (avoiding) sitúa las actuaciones de los estudiantes 
que no tienen una interacción con el problema o que no responden;
En el segundo (visual or aditive) los alum nos dan respuestas sin 
justificar o usan sin éxito el método de ensayo o error o estrategias 
aditivas incorrectas;
En el tercero (pattern building) construyen patrones num éricos sin  
comprensión de las relaciones numéricas que utilizan;
En el cuarto nivel (preproportional reasoning) incluye las actuaciones 
de los estudiantes que m uestran tener capacidad para resolver los 
problemas usando materiales m anipulativos, técnicas de conteo o de 
apareamiento, estrategias de construcción progresivas, el 
reconocimiento de patrones para la construcción de tablas de 
proporcionalidad pero no dem uestran la com prensión de las 
propiedades estructurales de una proporción;
En el quinto (qualitative proportional reasoning) los estudiantes dan  
pruebas de un razonam iento proporcional de tipo cualitativo, usan  
correctamente el lenguaje cualitativo implícito en una comparación de 
razones y para ello utilizan las relaciones entre los cuatro datos del 
problema; y
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En el sexto (quantitative proportional reasoning) los estudiantes usan 
correctamente el lenguaje algebraico para representar proporciones y 
m uestran su comprensión de las relaciones num éricas entre los datos, 
tanto las escalares (internas) como las funcionales (externas).
1.4.3. VARIABLES QUE AFECTAN A LAS ACTUACIONES
Hay variables en las tareas de razón y proporción que afectan a las 
actuaciones de los estudiantes al resolverlas. Estas variables están focalizadas 
en la estructura de la tarea o en el contexto del problema.
La estructura num érica de los problemas de razón y proporción influye en  
las actuaciones de los alumnos, pues toda tarea de razonam iento  
proporcional simple implica dos razones y por tanto relaciones entre cuatro 
datos numéricos.
Algunos investigadores consideran que las razones o las relaciones entre los 
datos de la tarea sean enteras, que los datos num éricos sean de tam año 
reducido o que el factor m ultiplicativo asociado a la relación sea fam iliar 
favorece la solución de los problemas, tanto si son de valor perdido como de 
comparación de razones (por ejemplo Hart, 1981; Karplus et al., 1983; Kaput 
and West, 1994).
Si las relaciones que hay entre los datos de un problema no son enteras, 
entonces los alumnos tienen mayor dificultad para resolverlo y favorecen el 
uso de estrategias incorrectas. Puede ocurrir que al resolver este tipo de 
problemas los estudiantes quieran utilizar una estrategia de razonam iento  
proporcional correcta -p o r ejemplo el método "factor de cam bio"- y que 
dada su dificultad (no quieren usar fracciones) recurran a estrategias aditivas 
incorrectas. El hecho de que algunos alumnos quieran evitar las fracciones 
(avoidance of fractions) es causa de este tipo de error (Karplus, Pulos & Stage, 
1983, p. 83).
La estructura numérica de un problema puede ser utilizada para jerarquizar 
una serie de tareas atendiendo a su dificultad en relación con el 
razonamiento proporcional. Noelting (1980a, 1980b) ordena, atendiendo a la 
dificultad, 25 problemas basados en la tarea ya descrita de comparación de 
dos mezclas (naranja y agua) en los que varía el tamaño de los núm eros o el 
tipo de relación entre ellos (por ejemplo, si las relaciones son enteras o no, si 
las razones son iguales o no). Un estudio parecido es el que hacen Karplus et 
al. (1983a) sobre una serie de problemas basada en la tarea 'Rompecabezas de 
la limonada'. En él afirman que los problemas de comparación con razones 
desiguales son más difíciles que los tienen razones iguales. Aunque n o  
exactamente en el mismo sentido, Dupuis y Pluvinage (1981) u tilizan  
variables estructurales para elaborar una serie de problemas de razón y 
proporción de distinta dificultad. Dichas variables son: la influencia de los 
hechos numéricos en juego y el contenido matemático (por ejemplo que los 
números sean de N, Z, Q, D).
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Una variable que favorece la resolución de un problema de razón y 
proporción, y por tanto resultan más sencillos, es la presencia de una unidad 
entre los datos del enunciado. Entre los problemas en los que las relaciones 
entre los datos no son enteras la presencia de una unidad en el enunciado 
hace que alguna relación pueda representarse mediante una fracción 
unitaria. En ese caso son más sencillos, y dentro de éstos, si la fracción es 1/2 
más sencillo que si es 1/3  (por ejemplo, Hart, 1981; Noelting 1980).
Otra variable estructural que hay que considerar es el orden en que se 
presentan los datos en problemas de valor perdido [Dupuis y Pluvinage 
(1981) y Bezuk (1986) (citado en Lesh, Post, and Behr, 1988)]. Es decir el lugar 
que ocupa el dato desconocido, la incógnita X, con respecto a los otros tres. 
Atendiendo a esta variable hay cuatro tipos de problema de valor perdido:
[X : B :: C : D]; [A : X :: C : D]; [A : B :: X : D]; [A : B :: C : X].
De éstos cuatro se considera que tiene menos dificultad el cuarto.
El otro foco que concentra variables que afectan a las actuaciones de los 
alumnos es el contexto en el que se desarrolla la situación de la tarea.
En el trabajo de Tourniaire y Pulos (1985) se considera que hay cuatro 
variables de contexto que tienen influencia en las actuaciones de los 
alumnos. Tres son intrínsecas al problema: la presencia de una mezcla, la 
familiaridad con el contexto y la presencia de cantidades continuas. La otra 
está ligada a la presentación del problema: el uso de m ateriales 
m anipulativos.
Ellos afirman que la principal variable de contexto que hay entre los 
problemas de razón y proporción usados en la investigación es la presencia 
de una mezcla. Además dicen que los problemas de mezclas són m ás 
difíciles que los otros -los de tasa-, pues en ellos se constituyen nuevos 
objetos, la mezcla de los colores rojo y amarillo da el naranja, o se m odifican 
los objetos, la mezcla de zumo de naranja con agua produce un cambio en el 
sabor a naranja.
Esta última afirmación la cuestionan Harel et al., (1991) pues no encuentran  
claras las explicaciones que dan Tourniaire y Pulos, ya que consideran que en 
los problemas de tasa (rate) también se generan nuevos objetos, por ejem plo 
la cantidad intensiva velocidad como cociente de dos cantidades extensivas, 
espacio y tiempo, y que por tanto ambos tipos de problemas tienen una  
dificultad similar. Sin embargo el análisis funcional que hemos hecho de las 
exposiciones (problemas de tasa) y de las composiciones (problemas de 
mezclas) nos permite suponer que la afirmación de Tourniaire y Pulos es 
plausible. Algunos autores también han considerado que los problemas de 
mezclas son más difíciles que otros problemas de proporciones (por ejem plo, 
Gold, 1978; Van der Brink, 1978; Quintero y Schwartz, 1982) (citados en  
Tourniaire y Pulos, 1985).
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La familiaridad en los contextos en los que se desarrolla la situación de 
proporcionalidad puede determinar la facilidad o dificultad de los problem as 
Un estudio que examinaba directamente la familiaridad (Tourniaire, 1984) 
encontró que esta variable resulta beneficiosa en la resolución de problem as 
de razón y proporción, sólo si el sujeto está familiarizado con el uso de 
razones en ese contexto.
La otra variable de contexto intrínseca al problema, que las m agnitudes de 
referencia que están presentes en una situación de razonam iento  
proporcional sean discretas o continuas, afecta las realizaciones de los 
alum nos de dos maneras. Una que tiene que ver con la visualización y la 
resolución con técnicas sencillas y otra que se refiere a las cantidades que se 
generan en la resolución de los problemas.
Respecto a la prim era, la presencia de cantidades discretas perm ite una  
visualización sencilla del problema (Horowitz, 1981) (citado en Tourniare y 
Pulos, 1985) y favorece la solución del problema m ediante técnicas de 
agrupación (unidades múltiples) o apareamiento (Lamon, 1994).
En relación con la segunda, si se trata de resolver problemas de tasa (rate) y 
las cantidades extensivas son discretas entonces las cantidades intensivas que 
se generan son de un tipo y si las cantidades extensivas son continuas son de 
otro (Kaput y West, 1994 y Lamon, 1994).
Si las cantidades son discretas entonces las cantidades intensivas no son 
conocidas, son descriptivas y no están bien estructuradas. Tomemos uno de 
los problemas de Kaput y West (1994), por ejemplo, el problema de la vajilla 
del restaurante (Placemat problem 1): "Un restaurante tiene siete mesas y 
para cada comensal ponen siete piezas de cubertería y cuatro piezas de 
vajilla. ¿Si la última noche se usaron 35 piezas de cubertería, cuántas piezas 
de vajilla se usaron? En él la cantidad intensiva 'piezas de cubertería/piezas 
de vajilla' es descriptiva de una situación particular.
Si las cantidades son continuas generan otro tipo de cantidades in tensivas 
conocidas y bien estructuradas. Por ejemplo en el problema del m ov im ien to  
uniforme aparece una nueva cantidad intensiva, la velocidad como la razón 
espacio/tiem po.
Finalmente, la variable 'uso de materiales m anipulativos' en la presentación 
o resolución de problemas, no parece que tenga efectos im portantes en gran 
parte de la población, sólo en un 25% (Tourniaire, 1984). Sin embargo otros 
autores han señalado la importancia del uso de representaciones visuales o 
de representaciones simbólicas para la formulación de los problemas y para 
la resolución de los sujetos. Por ejemplo el uso de esquemas funcionales por 
Vergnaud (1983) y el uso de matrices 2x2 por Dupuis y Pluvinage (1981).
Para terminar, conviene tener en cuenta otras variables de contexto, no  
citadas por Tourniaire y Pulos (1985), tales como: la presencia de
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determinadas expresiones verbales en el enunciado y el contenido del 
m ism o.
En relación con la primera, Kaput (1994) considera que entre las 
características semánticas de la estructura del problema que facilitan su 
resolución está la presencia explícita en el texto de expresiones del tipo "por 
cada" o "de cada" (for every/each). Para observar cómo influyen estas 
expresiones en las actuaciones de los estudiantes, hemos diseñado en  
nuestro trabajo unas series de problemas para los protocolos de entrevista 
clínica con enseñanza (ver capítulo 4o) en las que hay problemas en los que 
las expresiones verbales "por cada" o "de cada" sí están en el enunciado y 
otros en los que no están.
En relación con la segunda, algunos autores (por ejemplo, Dupuis y 
Pluvinage (1981); Golden y McClintock (1984) (citado por Kaput (1994)...) h an  
estudiado la influencia del contenido del enunciado como variable que hay 
que tener en cuenta en la resolución de problemas de razón y proporción. En 
concreto los primeros estudian la influencia de los enunciados de Física y de 
Geografía en los resultados obtenidos por distintos grupos de estudiantes al 
resolver problemas de razón y proporción, dentro de un plan que 
denom inan "éxito-fracaso" (réussite-échec). Una forma de tener en cuenta el 
contenido como una variable de contexto también la han puesto de 
manifiesto Tourniaire y Pulos (1985) al clasificar los problemas, pues una de 
las clases la denominan "problemas de Física".
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2
Del esquema de análisis 
y clasificación de actuaciones.
2.1 INTRODUCCIÓN
En este capítulo presentamos el esquema de análisis y clasificación con el que 
examinamos las actuaciones de los alumnos al resolver las tareas de u n  
cuestionario de lápiz y papel en las que están involucradas la razón, la 
proporción o la proporcionalidad.
Este esquema de análisis y clasificación de actuaciones de alum nos al 
resolver tareas relacionadas con tópicos matemáticos como: la variación, la 
razón, la proporción o la proporcionalidad es el resultado de ensamblar los 
siguientes trabajos:
a) Un prim er m odelo de interpretación de comportamientos construido en 
los estudios mexicanos -ver los trabajos de de Gómez (1996), Jiménez (1996) 
y Muñoz (1996)-;
b) Las amplicaciones y modificaciones que del modelo anterior se realizaron 
en la investigación que se llevó a cabo en Valencia, 1996-97 -ver el trabajo de 
Fernándea et al. (1998)-; y
c) Las ampliaciones y modificaciones que ha sido necesario incorporar en la 
investigación que se describe en esta memoria para poder clasificar las 
actuaciones que algunos alumnos han tenido al resolver tareas que no  
forman parte de las dos investigaciones citadas.
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El esquema que se presenta es el instrum ento de análisis y clasificación de 
observaciones necesario para la elaboración del Modelo de Cognición que 
forma parte del nuevo Modelo Teórico Local con el cual se examinará de 
nuevo la problemática inicial que se planteó en el capítulo anterior.
Este modelo de análisis y categorización de actuaciones se diferencia de los 
utilizados por Karplus & Karplus (1972), Karplus et al. (1983) y Lam on 
(1993b), que se han explicitado en el capítulo anterior, fundam entalmente en  
dos aspectos. Primero, las categorías que se construyen no se han hecho en 
relación con un m enor o mayor uso del razonam iento proporcional por 
parte de los alumnos. Segundo, el espectro de actuaciones que se categorizan 
es más amplio.
En el caso de las secuencias de Karplus, las actuaciones de los alum nos están 
ligadas únicam ente a la resolución de problemas de valor perdido o de 
comparación de razones. Las seis categorías de Lamon están asociadas a la 
resolución de una serie de tareas en la que están incluidos los cuatro tipos de 
su clasificación de problemas razón y proporción (ver en el capítulo prim ero 
1.4.1.IV). En nuestro caso las actuaciones que se clasifican están ligadas a la 
reesolución de varias series de problemas que incluyen todos los anteriores y 
además problemas de variación y de proporcionalidad.
A través del análisis de las actuaciones de alumnos en relación con las tareas 
de un cuestionario de lápiz y papel se busca explorar aquellas ideas que dan 
cuenta de la percepción que tienen los estudiantes de las relaciones en juego 
al resolver los distintos problemas en los que subyace la razón, la proporción 
o la proporcionalidad.
El esquema que hemos construido a partir del análisis de las actuaciones de 
estudiantes mexicanos y españoles para caracterizar tipos de actuación, 
permite clasificar los datos en cuatro amplias categorías. Estas categorías 
obedecen a los siguientes aspectos:
a) Los alumnos utilizan toda la información contenida en el enunciado del 
problema en las relaciones que usan para resolverlo, independientem ente  
de que su solución sea correcta o incorrecta.
b) Las relaciones que usan los alumnos en su resolución del problema están 
basadas en parte de la información del enunciado.
c) Las actuaciones responden a una demanda que no está en la tarea y sus 
respuestas son pertinentes en relación con aquella.
d) Los alumnos no responden o si lo hacen no se entiende o no es pertinente 
con la demanda que están atendiendo.
Las categorías agrupan patrones comunes de conducta desde un  enfoque 
relacional y dan cuenta de la percepción que tienen los estudiantes de las 
relaciones en juego entre los elementos de la información gráfica, verbal o
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pictórica de la tarea propuesta, y de los aspectos en los que centran su 
atención para resolverla.
Las denominaciones de las cuatro categorías, que se han tomado como punto 
de partida para clasificar las actuaciones de los estudiantes, son:
1. PERCEPCION RELACIONAL DE LOS ELEMENTOS DE LA 
INFORMACIÓN
2. PERCEPCION AISLADA DE ELEMENTOS DE LA INFORMACIÓN
3. DIFICULTADES EN LA DESCODIFICACIÓN
4. RESPUESTAS SINGULARES
Las distintas actuaciones de los estudiantes incluidas en cada categoría se 
agrupan según se aprecien similitudes o diferencias en las interpretaciones 
plausibles de cada una de ellas, tanto de las expresiones escritas por los 
estudiantes, como de los procedimientos llevados a cabo por ellos. Estas 
agrupaciones nos perm iten dividir las categorías en "subcategorías".
La variedad de comportam ientos incluidos en cada subcategoría responde a 
distintas modalidades que explican la manera particular que los a lum nos 
tienen al resolver la tarea. A cada una de estas m odalidades la hem os 
denom inado "clase". Todas las subcategorías de la primera y segunda 
categorías están subdivididas en clases, no así las de la tercera y cuarta 
categorías.
Para la codificación de las actuaciones se utilizan tres números:
- el primero identifica la categoría,
- el segundo la subcategoría dentro de una categoría,
- y el tercero determina la clase dentro de una subcategoría.
Esta codificación que se utiliza para organizar los datos no supone u na  
jerarquización de los mismos. Se trata de un modelo dinámico en el que 
algunas clases se incorporan, según van surgiendo nuevas m odalidades de 
comportamiento, y otras se modifican para hacerlas más amplias, con el fin  
de no tener que hacer una lista interminable que no sería operativa.
En el proceso de análisis de las actuaciones de los alum nos valencianos, 
tanto en la investigación de 1996-97 como en ésta, se han identificado 
comportamientos diferentes a los de los alumnos mexicanos al resolver las 
mismas tareas. También han surgido otras interpretaciones y 
manifestaciones de conductas comunes en la resolución de otros problemas. 
Todo ello ha requerido efectuar ampliaciones y modificaciones dell p rim er 
modelo de interpretación.
El resultado final que se describe ampliamente en este capítulo se recoge de 
forma resumida en el siguiente esquema:
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1. PERCEPCION RELACIONAL DE LOS ELEMENTOS DE LA INFORMACIÓN
1.1 Identificación de las relaciones apropiadas entre los elementos en juego
1.1.1 Respuesta acertada
1.1.2 Dificultades de naturaleza diferente
1.1.3 Asociación de la expresión "mitad" con un todo distinto
1.2 Identificación de la relación de cambio y uso parcial de la misma
1.2.1 Repetición del patrón
1.2.2 Empleo del patrón como punto de partida
1.2.3 Empleo del patrón sólo en una parte, no se generaliza
1.2.4 Uso de una relación intermedia construida con uno o más datos
1.2.5 Uso lineal de una relación bidimensional
1.3 Identificación de un patrón o unidad diferente
1.3.1 Uso de un patrón diferente
1.3.2 Visualización de parte de una tabla de multiplicar
1.3.3 Predominio de un dato
1.4 Identificación de un cambio.
1.4.1 Predominio de los números naturales al trabajar con fracciones
1.4.2 Asociación de las expresiones multiplicativas, tales como "doble" o "triple" con un 
aumento aditivo
1.4.3 Empleo de una estrategia de tipo aditivo
1.4.4 Interpretación de las expresiones "doble", "triple" y "2 a l"  como aumentar y 
"mitad", "la cuarta parte de" y "dos tercios de" como disminuir
1.4.5 Empleo de una estrategia de compensación cualitativa al comparar razones
2. PERCEPCION AISLADA DE ELEMENTOS DE LA INFORMACIÓN
2.1 Predominio del conteo
2.1.1 Centramiento en un dato implícito o explícito
2.1.2 Reconocimiento de un conteo descendente
2.1.3 Completamiento de las partes de una serie
2.1.4 Atención a la posición ordenada
2.2 Predominio de una parte del enunciado verbal o gráfico
2.2.1 Repetición de uno o varios datos contenidos en el enunciado
2.2.2 Asociación de las expresiones "doble"o "2 a 1" con dos unidades y "triple" con tres 
unidades
2.2.3 Comparación de cantidades de la misma especie
2.2.4 Centramiento sobre los extremos en lugar de intervalos
2.2.5 Centramiento en información verbal o gráfica: vocablos, singular, plural, 
pictogramas, ...
2.2.6 Centramiento sobre la simetría axial
2.2.7 Centramiento en la numerosidad
2.2.8 Centramiento en partes de la información con comportamientos distintos
2.3 Predomino de la operatividad
2.3.1 Identificación de una relación multiplicativa
2.3.2 Búsqueda de un significado a un término técnico del enunciado
2.3.3 Operación con parte de los datos
2.3.4 Operación con el tanto por cien como con una cantidad extensiva
3. DESCODIFICACIÓN PARTICULAR DEL ENUNCIADO
3.1 Interpretación del enunciado diferente a la esperada 
32 Medición con instrumentos
4. RESPUESTAS SINGULARES
4.1 Identificada, aunque no pertinente
4.2 No identificada
4.3 Sin respuesta
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2.2. DESCRIPCIÓN DE LAS CATEGORÍAS, SUBCATEGORÍAS Y CLASES.
Dado que el instrum ento de análisis de los estudios mexicanos se ha 
modificado y ampliado, se ha considerado conveniente presentar en este 
capítulo el esquema completo que se ha utilizado como instrum ento de 
análisis en esta investigación. En las memorias de Gómez (1996), Jim énez 
(1996) y M uñoz (1996) hay una descripción amplia de las categorías, 
subcategorías y clases del prim er modelo de interpretación, que incluye 
ejemplos de las actuaciones de alumnos mexicanos. Hay que señalar que 
aquellas clases que no han sido modificadas ni ampliadas están tomadas, en  
todo o en parte, de las citadas memorias.
Para la ilustración de las distintas clases de actuación se optará, prim ero con 
ejemplos de los alum nos que se han elegido para esta investigación, 
segundo con ejemplos de actuaciones de alumnos de la investigación 
desarrollada en Valencia, 1996-97, y finalmente, si no existiera ejemplo de 
alguna clase en las investigaciones desarrolladas en Valencia, con ejem plos 
de actuaciones de alumnos referenciadas en los citados estudios mexicanos.
Para distinguir las actuaciones escribiremos a continuación del nom bre del 
alumno el curso y el año en el que contestó el cuestionario. Por ejemplo: 
Juan (tercer curso, 1994), si se trata de un ejemplo tomado de los estudios 
mexicanos, José (quinto curso, 1996), si se trata de un ejemplo del trabajo 
anterior en Valencia y José (cuarto curso) si se trata de un ejemplo de esta 
investigación. Si utilizamos expresiones de los alum nos (respuestas o 
justificaciones) para interpretar sus actuaciones, las transcribiremos tal cual 
las escribieron y las entrecomillaremos.
2.2.1. C a t e g o r í a  1: P e r c e p c ió n  r e l a c i o n a l  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  l a  i n f o r m a c i ó n
Las actuaciones de los estudiantes que se agrupan en esta categoría contienen 
evidencias sobre el reconocimiento por parte de los alumnos de:
a) algún atributo que permite vincular los datos entre sí, tales como 
forma y /o  tamaño;
b) el reconocimiento de reglas de asociación entre los elementos de 
conjuntos que varían correlativamente;
c) relaciones parte-todo; o bien
d) relaciones numéricas entre cuatro cantidades.
Esta categoría se subdivide en cuatro subcategorías y a la vez cada una de 
ellas en varias clases, sus descripciones o definiciones o características 
aparecen en los párrafos siguientes.
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2.2.1.1. Subcategoría 1.1: Identificación de las relaciones apropiadas entre los 
elementos en juego.
Esta subcategoría incluye las actuaciones de los alumnos en las que han 
identificado relaciones apropiadas entre los datos del problema, de acuerdo 
con el propósito del mismo, y realizan las acciones necesarias para 
resolverlo. Los estudiantes que tienen este comportamiento diremos que 
tienen una actuación satisfactoria.
Tres clases se han definido en la subcategoría:
1.1.1 Respuesta acertada
1.1.2 Dificultades de naturaleza diferente
1.1.3 Asociación de la expresión "mitad" con un todo distinto
A continuación describiremos estas clases con detalle y pondremos algunos 
ejemplos de los distintos comportamientos incluidos en ellas.
CLASE 1.1.1 
Respuesta acertada.
G loría es tá  h ac ien d o  m uñecos de alam bre, 
l 'sa  b o lo n es  p ara  sab e r d e  q u é  tam año  son.
II p rim ero , q u e  m ide  cuatro  bo lones d e  altu ra , lo ha d ib u jad o . 
[I s e g u n d o  m ide  la m itad  del prim ero . D ibújalo .
G lo ría  e s l i  h ac ien d o  m u ñ ec o s d e  a la m b re .
U sa b o to n es  para s a b e r  d e  q u é  ta m a ñ o  so n .
El prim ero , q u e  m id e  doce  bo lo n es  de  a ltu ra , lo h a  d ib u jad o . 
El se g u n d o  m ide  la  cu a rta  parte  de l p rim ero . D ib ú ja lo .
E ibuja o tro  q u e  tenga el trip le de  altu ra  del qu e  d ib u jó  G loria H ax o tro  q u e  ten g a d o .  tercios d e  la  a ltu ra  del q u e  has  d ib u ja d o .lé l lt
Figura 2.1. Figura 2.2.
Las actuaciones ubicadas en esta clase son de dos tipos. Uno incluye las de los 
alumnos que dan las respuestas esperadas, de acuerdo con el propósito de la 
tarea o el diseño de la misma, es decir las que el docente o investigador
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considera correctas. El otro incluye actuaciones de alumnos que dan 
respuestas equivalentes a la que se esperaba y por tanto se consideran 
pertinentes y satisfactorias.
Aparecen en las figuras 2.1 y 2.2 dos ejemplos de actuaciones agrupadas en 
esta clase. En el primer ejemplo María (tercer curso) no atiende a la demanda 
que se le hace en el segundo apartado de la tarea y responde dibujando u n 
muñeco que tiene el triple de altura del que ha dibujado como respuesta al 
primer apartado. En el segundo Guillermo (quinto curso) ha dibujado un  
muñeco que tiene 2 /3  de la altura del dado y no del que se le pide.
Uno puede pensar que la relación que ha establecido María es: 9 = 3x3 (la 
altura es el triple del dibujado por María) y que la que establece Guillermo es: 
8 = 2/3 x 12. Parece que ambos alumnos tienen problemas en la 
interpretación o descodificación del enunciado verbal de la segunda parte de 
la tarea, sin embargo los dos han interpretado correctamente la escala.
CLASE 1.1.2
Enfrentamiento con dificultades de naturaleza diferente.
En esta clase se incluyen las actuaciones de los estudiantes en las cuales se 
manifiesta la percepción y uso de las relaciones determinadas en el 
enunciado del problema, sin embargo el alumno enfrenta alguna dificultad 
de naturaleza diferente a la pregunta (o tópico matemático) del problema. 
Esta dificultad puede estar relacionada con aspectos vinculados al dominio 
de otros conocimientos matemáticos o con las formas de representación, 
tales como las ligadas a la codificación y descodificación de un lenguaje 
gráfico incluido en el enunciado del problema.
3) En la cuadricu la d ib u jam o s un  rectángulo .
A ba jo  h em os com enzado  a traz a r o tro  rectángu lo . 
C o m p lé ta lo .
T u d ib u jo  d eb e  tener la m ism a form a q u e  el nuestro
3) En la cuadricu la d ib u jam o s u n  rectángulo .
A ba jo  hem os com enzado  a traz ar otro  rec tángu lo . 
C o m p lé ta lo .
T u  d ib u jo  debe te n e rla  m ism a form a qu e el nuestro
1 1 |í ■ ,
¡
i
L - -
~ ”
- - -
- i
-
| | !i
-
L
-
[
Figura 2.3 Figura 2.4
En tareas que requieren reconocer el tamaño de un segmento algunos 
investigadores (Piaget, 1960, Hart, 1980, ...) han encontrado que algunos
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niños tienen dificultades en su estimación. Por ejemplo, cuentan extremos 
(marcas) en lugar de intervalos (unidades de medida) o no consideran un  
cuadro de una esquina como parte del ancho y el largo de un rectángulo 
retículado o cuentan algo dos veces. Al resolver la tarea Rectángulo, Sandra 
(tercer curso) quiere dibujar un segmento de 18 unidades de longitud, pero 
cuenta extremos en lugar de intervalos (ver la figura 2.3) y por eso da como 
respuesta un rectángulo de dimensiones 12x17. En la resolución de la misma 
tarea Jessica (quinto curso), también quiere dibujar un segmento de 18 
unidades de longitud, pero tiene un problema de doble conteo (ver la figura 
2.4) y responde con un rectángulo 12x19. En ambos casos el conteo en la 
cuadrícula, contar líneas o cuadritos, es una dificultad de naturaleza distinta 
a la pregunta planteada en el problema, sin embargo se considera que las dos 
soluciones son satisfactorias pues ambas alumnas han relacionado 
correctamente los datos del enunciado y la respuesta que quieren dar es la 
correcta.
En otros casos se debe a la interpretación o uso de los numerales, en 
particular de los decimales. Un ejemplo de este comportamiento se muestra 
en la figura 2.5, donde se recoge la respuesta de Manolo (quinto curso) quien 
para resolver el segundo apartado de la tarea Mermeladas toma el resultado 
del cociente de la división euclídea de 450 entre 100 (quiere hallar un valor 
unitario, ver su justificación: "Porque he mirado cada % vale"), no tiene en 
cuenta el resto y lo multiplica por 60.
¿C u ín lu s  gram o» de fru ta  
contiene este  frasco?
COft. J M O  'j/tim áX .--------------
Explica cóm o obtiene» la respuesta:
«.,•,1* U irj/o .jg—líldu.
«o %
ilí.trtt li M i
¿fe*.
• rL  ¿y el
Figura 2.5
Otro tipo de comportamiento incluido en esta clase es lo que hemos 
considerado o interpretado como posibles descuidos o falta de atención. Un  
ejemplo de este tipo de actuación se muestra en la figura 2.6 donde se recoge 
la respuesta de Alejandro (cuarto curso) al resolver la tarea "Tabla-1". Como 
puede observarse él identifica correctamente la relación multiplicativa 
asociada a la relación funcional, sin embargo repite el resultado encontrado 
para la primera casilla en la segunda. Una interpretación de su actuación es 
que hubo un descuido por su parte. El hecho no afecta su percepción global 
de la relación funcional en esa tabla de proporcionalidad y por tanto la 
actuación de Alejandro se considera satisfactoria.
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17) T o m ás llegó con tu s  pad res  a la d u d a d  belga de  Bruselas. 
T ara en te n d er m ejor io s precios, es conveniente q u e  T om ás 
convierta  los precios en  francos belgas a precios en pesetas 
espafto las.
T om ás com ienza a p re p ara rse  u n a  tab la  para  llevarla  en  el 
bolsillo.
C o m p lé ta la .
FRANCOS
BELGAS
PESETAS
1 ¿f  p t <
2 j .X -
3 12 pts
4 16 pts
5 - ,  i
6
8 v S j .
10 -v : . y  .
15 . r 1
16 ( , ‘ { 1 3 ;
18 1  ¡ ' i V
71 ’ : . i , r .
72 ‘s r r y . t .
75
Si tienes que hacer oper■ación»**.
1 O 'I U *yu j v £' V•
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Figura 2.6
CLASE 1.1.3
Asociación de la expresión "mitad" con un todo distinto
Aquí se ubican las actuaciones de los alumnos en las que interpretan 
correctamente la relación interna o externa asociada a la variación, pero 
cambian el referente y dan una respuesta distinta de la esperada.
Figura 2.7
Esta actuación no la tuvo ningún estudiante en las dos investigaciones 
llevadas a cabo en Valencia, por lo que un ejemplo de este comportamiento 
será el que aparece en Gómez (1996, pág. 54) y corresponde a la actuación (ver 
la figura 2.8) de Eduardo (tercer grado, 1994) quien al resolver la tarea 
Muñecos del cuestionario mexicano interpreta correctamente la relación
8 5
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mitad, sin embargo no obtiene el resultado con el referente del enunciado 
sino con un todo distinto, un botón. Es interesante observar que el todo que 
toma como referente es precisamente la unidad de medida.
2.2.1.2. Subcategoría 1.2: Identificación de la relación de cambio y  uso parcial 
de la m isma
En esta subcategoría se ubican las actuaciones de los alumnos que perciben 
variaciones o cambios entre distintos elementos que conforman la tarea y 
esta percepción les permite identificar la relación de cambio apropiada, pero 
tienen dificultades para generalizar dicha relación a todos los elementos que 
forman parte de la misma.
Esta subcategoría se ha dividido en cinco clases, a saber:
1.2.1 Repetición del patrón
1.2.2 Empleo del patrón como punto de partida
1.2.3 Empleo del patrón sólo en una parte, no se generaliza
1.2.4 Uso de una relación intermedia construida con uno o más datos
1.2.5 Uso lineal de una relación bidimensional
A continuación describiremos ampliamente cada una de ellas.
CLASE 1.2.1 
Repetición del patrón
•)  Ro m  haca  callare» da distinto» tamafios.
Ella u m  cuantas da distinto» coloras, blancas y negras 
O bserva las cuentas que puso en cada hilo.
Dibuja las cuantas que deba ensartar en los hilos que e s tin  vacíos
Figura 2.8
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Se incluyen en esta clase las actuaciones de los alumnos en las que asocian 
los términos que faltan de una sucesión, numérica o no, con el patrón de 
cambio de la misma. Es decir, que si es una serie numérica la completan con 
el mismo número, por ejemplo con la diferencia entre dos términos de la 
serie, y si no es numérica completan los espacios libres de la serie con el 
mismo código gráfico.
Un ejemplo de este último comportamiento lo podemos observar en la 
figura 2.8, donde Vicente (primer curso, 96) al resolver la tarea Collares 
completa todo el espacio de los dos hilos libres repitiendo el código gráfico 
"tres blancas-tres negras".
CLASE 1.2.2
Empleo del patrón como punto de partida
Las actuaciones de los alumnos que se ubican en esta clase muestran que 
identifican el patrón de una serie incompleta pero tienen dificultades para 
hallar los términos que faltan en ella.
Un ejemplo de este comportamiento, ver figura 2.9, es el de Héctor (tercer 
curso, 96) quien al resolver la segunda parte de la tarea Sucesiones identifica 
el patrón de cambio, la razón tres, y la toma en cuenta para escribir el 
primero de los tres términos que calcula.
Otro ejemplo del mismo comportamiento se puede ver en la figura 2.10, en 
ella se puede observar la actuación de Mar (tercer curso, 96) al resolver la 
misma tarea. Ella inicia la serie con el patrón de cambio, sin embargo escribe 
como tercer elemento no el que le sigue al seis sino el anterior al quince, 
aunque en un principio había escrito 9 en la tercera casilla. Parece que separa 
la sucesión en dos partes, pues considera que en la serie que ha identificado 
el anterior al término 15 no es 9 sino 12. Las dos partes tienen la misma 
regularidad numérica asociada al patrón de cambio que ha identificado.
En la uguianie señe también (altan algunos números. En la siguiente sen e  también tallan algunos núm eros
El £0 11. 11. 2J 18., 2J.
b) ¿Qué número va en el cuadro marrón? b) ¿Q ué número va en  el cuadro marrón? ^ ~)
c) ¿Q ué número va en el cuadro azul? c) ¿Q ué número va en  el cuadro azul?
Figura 2.9 Figura 2.10
Las actuaciones de los alumnos codificadas como 1.2.1 y 1.2.2 sólo han 
surgido al resolver problemas en los que hay que completar los primeros 
términos de una progresión aritmética, tanto en la investigación
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desarrollada en México (1993-96) como en la desarrollada en Valencia (1996- 
97).
Estas tareas asociadas a sucesiones numéricas descendentes son difíciles para 
los alumnos de primaria ya que deben realizar un conteo regresivo una vez 
identificado el patrón de cambio. Puig y Cerdán (1988) dicen que una de las 
maneras que utilizan los niños para resolver problemas aditivos es el uso de 
secuencias de recuento. Fuson (1984) citando los trabajos de Baroody (1984) y 
de Carpenter y Moser (1982 y 1984) mantiene que el conteo regresivo desde 
un número dado (counting  d o w n )  es la estrategia más difícil de las que 
utilizan los niños para resolver problemas de restar. Por tanto no es de 
extrañar que algunos niños no generalicen el uso del patrón en la resolución 
de problemas de sucesiones numéricas descendentes.
CLASE 1.2.3
Empleo del patrón sólo en una parte, no se generaliza
Aquí ubicamos las actuaciones de los alumnos que identifican la relación de 
variación que hay entre los datos, y por tanto el patrón de cambio, pero no lo 
generalizan y lo usan parcialmente.
Los estudios mexicanos citados explicitan que han encontrado este tipo de 
comportamiento al resolver tres tipos de problemas: los relacionados con 
sucesiones numéricas, los relacionados con una comparación cualitativa de
3) Algunas casas de esla calle no llenen número. 1) O b serv a  los d ibu jos  q u e  hay en el sobre.
P ega el q u e  es  un a  fotografía del s ig u ie n te  d ib u jo
a) ¿Qué número va en la casa verde?
b) ¿ Qué número va en la casa rosa?
También algunas ca sas  de esta  calle
c) ¿Q ué número va en la casa marrón?
d) c Qué número va en la casa azul?
¿En q u é  le h a s  fijad o  p ara escoger la  fo lografí; 
S tí A  íaxftr s - f t l A é
Figura 2.11 Figura 2.12
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figuras y aquellos en los que está implicada una proporción. En las 
investigaciones desarrolladas en Valencia se ha detectado solamente al 
resolver problemas del primer y segundo tipo.
Un ejemplo de actuación ubicada en esta clase (ver la figura 2.11) es la que 
tiene Amparo (primer curso, 96) al resolver un problema del primer tipo -la  
tarea Casas del cuestionario reformado en 1996- tanto en la sucesión 
ascendente como en la descendente identifica la razón de cambio, dos 
unidades, pero no la aplica a todos los elementos del enunciado. Además en 
la segunda parte de la tarea transforma el conteo descendente en otro 
ascendente no generalizado.
En relación con un problema del segundo tipo -la comparación cualitativa 
de figuras- podemos observar en la figura 2.12 la actuación de Esther (cuarto 
curso) al resolver la tarea Fotografía. Ella elige el dibujo en el que el libro es 
más pequeño, considera que una foto es algo más pequeño y se fija 
solamente en uno de los elementos, los libros. Parece que no tiene en cuenta 
la variación ni la deformación de los demás elementos, es decir que no  
generaliza el cambio.
CLASE 1.2.4
Uso de una relación intermedia construida con uno o más datos
En el trabajo de Gómez (1996, pág. 63) se describe esta clase como aquella en 
la que se ubican las actuaciones en las cuales se observa que el alumno 
construye una relación intermedia, a partir de algún dato del problema, con 
el fin de compararla con alguna de las relaciones incluidas en el enunciado 
de la tarea.
Este tipo de actuación no ha sido detectada en ninguna de las investigaciones 
realizadas en Valencia. Para ilustrar este comportamiento utilizaremos el 
ejemplo que hay en Gómez (1996, pág. 63). En él (ver figura 2.13) se puede 
observar la actuación de Alejandra (quinto grado, 94) en la resolución de la 
tarea del cuestionario mexicano Mecanógrafas. Ella parte de la relación que 
hay en el enunciado ’9 letras por 3 segundos' y construye una relación 
intermedia "supongamos que Rosa escribe 9 letras en dos segundos".
Fig. 2.13
Para comparar las dos razones ha construido una razón intermedia 
disminuyendo el antecedente y el consecuente de una de ellas de manera 
que tenga el mismo antecedente (9 letras) de la otra. Finalmente parece que
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toma la decisión con un razonamiento de tipo inverso: quien menos tarda 
en escribir 9 letras escribe más rápido.
CLASE 1.2.5
Uso lineal de una relación bidimensional
En esta clase, que no aparece en los estudios mexicanos, se han agrupado 
aquellas actuaciones en las que al resolver un problema donde hay que 
aplicar una relación bidimensional se observa una tendencia a la aplicación 
de un aumento constante en una de las dos direcciones, o en la vertical o en 
la horizontal.
Las manifestaciones de este comportamiento surgen en la tarea Perro en la 
que se requiere hacer la reproducción, "al doble" o "a escala 2 a 1", de la 
figura de un perro dibujado sobre una cuadrícula. El estudiante pese a que 
toma en cuenta el factor de proporcionalidad centra su atención solamente 
sobre una de las componentes ortogonales, aplica de manera consistente la 
ampliación de los tamaños de las líneas en una dirección y varía su 
comportamiento en la otra.
Un ejemplo de este tipo de actuación se muestra en la figura 2.14. En ella se 
recoge la actuación de Mar (tercer curso, 96) en la resolución de la tarea 
Perro, quien evidencia un patrón dominante en sentido vertical, aumentos 
de una unidad, sin embargo los aumentos horizontales que hace no 
responden a ningún patrón.
7) Encontramos una galleta mágica que hace que les cosas crezcan al 
doble de su tamaho
El perro que está  dibujado se va a comer la galleta mágica. 
c Cómo quedará et perro después de comerse esa  galleta7
Dibújalo
Figura 2.14
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2.2.1.3. Subcategoría 1.3: Identificación de un patrón o unidad diferente
En esta subcategoría se agrupan las actuaciones de los alumnos que se 
caracterizan por la selección de una parte de los datos de la tarea y por la 
adopción de un patrón de cambio que resulta pertinente para relacionar 
algunos de ios datos seleccionados. Aunque el estudiante advierte un patrón 
o una unidad de cambio, la relación asociada a este patrón o a esta unidad es 
distinta de la que se propone en la tarea.
Esta subcategoría se ha dividido en tres clases:
1.3.1 Uso de un patrón diferente
1.3.2 Visualización de parte de una tabla de multiplicar
1.3.3 Predominio de un dato
A continuación describiremos las clases y daremos algunos ejemplos de 
actuaciones ubicadas en ellas. Hay que tener en cuenta que, tal vez por las 
tareas que conforman los cuestionarios, en ningún caso se han identificado 
actuaciones en esta investigación que pudieran incluirse en esta 
subcategoría.
CLASE 1.3.1
Uso de un patrón diferente
Las actuaciones incluidas en esta clase se caracterizan porque los alumnos 
identifican un patrón de cambio entre los términos dados en el enunciado o 
entre parte de ellos que no es el apropiado para la resolución del problema. 
En la figura 2.15 se muestra la actuación de Mar (tercer curso, 96) quien 
resuelve la tarea Sucesiones mediante incrementos aditivos irregulares que 
obedecen a un patrón aditivo centrado en la cifra de las unidades. Al parecer 
completa los huecos realizando las siguientes sumas: 18 = 16 + 2; 32 = 24 + 8 y 
36 = 32 + 4.
En la siguienle saris faltan algunos números
1) En la siguiente serie (altan algunos númaros.
S_, 12., 16., A2_, 2A, 11, 18., 2 i ,  JL1_, 13., _1L, ^
a)¿Q ué número va an al cuadro verde? a) ¿Q ué número va en  el cuadro verde ?  fe 1 ___
Figura 2. 15 Figura 2. 16
Otro tipo de comportamiento incluido en esta clase (ver figura 2.16) es el que 
tiene Vicente (quinto curso, 96) quien al resolver la tarea Sucesiones 
identifica un patrón de cambio no adecuado, tal vez por un error en el 
cálculo mental, que lo lleva hasta el final sin tener en cuenta la relación 
entre el tercer y el cuarto término.
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CLASE 1.3.2
Visualización de parte de una tabla de multiplicar
En esta clase se incluyen las actuaciones de los alumnos que al resolver un  
problema en el que hay que completar una sucesión no tienen en cuenta 
algunos términos de ella y completan una parte de una tabla de multiplicar. 
Para ello identifican un patrón de cambio distinto del que se propone 
implícitamente en el enunciado.
Para ilustrar este comportamiento, dado que no se ha encontrado en los 
trabajos realizados en Valencia, utilizaremos el ejemplo incluido en 
Jiménez (1996, pág. 63). En él, ver la figura 2.17, se muestra la actuación de 
Jacqueline (cuarto grado, 94) quien al resolver la tarea Sucesiones parece 
evocar la tabla de multiplicar del ocho. Completa los huecos con los 
números: 32, 40 y 48 y no tiene en cuenta ni el segundo término de la 
sucesión (12) ni la razón aritmética de la misma (4).
1 _
8. 12, lfi, ü. 24, lÜB 
" ~»t S Í—
Figura 2. 17
CLASE 1.3.3 
Predominio de un dato
Esta clase incluye las actuaciones de los alumnos que para resolver la tarea 
identifican una relación multiplicativa entre los datos centrando la atención 
en un dato. Éste puede ser un dato explícito o implícito del problema o algún 
dato de la tarea (acción) que acaban de realizar y éste predomina sobre los que 
se proponen en la parte actual del problema. También se incluyen los 
comportamientos de alumnos que centrándose en un dato usan un valor 
unitario distinto al que lleva implícito la tarea.
Un ejemplo de actuación incluido en esta clase se muestra en la figura 2.18, 
donde se recoge la actuación de Ana (quinto curso, 96) al resolver la tarea 
Receta del cuestionario reformado. Ana, para completar la tercera columna 
de datos (cantidades para seis personas), parece que repite el proceso que 
acaba de realizar anteriormente (completar la columna de cantidades para 
dos personas) y vuelve a hallar la mitad, una relación distinta de la implícita 
en la tarea que puede ser "triple" o "tres medios", según sea la columna que 
toma como referente, aunque encuentra dificultades con la mitad de 2 y de 3.
92
DEL ESQUEMA DE CLASIFICACION
3) Aquí apuntó la abuela 
la re c e la  <i.ic u sa  cuantía 
hace un I an paia cualro 
potsonas
£n la síguem e labia, a ru la mas algunas cantidades de la recela 
para cuatro personas.
Ahora, escribe en las columnas de la derecha qué cantidades de 
ca d a  ingrediente necesitamos, si querem os hacer el lian de  la 
abuela pata dos y para seis peisonas
NUMERO o s REI SONAS
4 2 6
I LATAS OC LCCIIE CONDENSAHA 2
H
C
A
HUEVOS M 6 ?
t
D C'JOIAHAHITAS D t VAINILLA 6 ' ir
1
C TAZAS DE AUUA -5 L
T GKAMOS DE NUEZ 100 50 ,  A
S
UNAMOS Or. AZUCAR ¿ o c j o o s o
Figura 2.18
Un ejemplo de actuación en la que se hace uso de un valor unitario distinto 
se muestra en la figura 2.19, donde Carmen (quinto curso, 96) en la tarea 
Monedas del cuestionario reformado, identifica una relación multiplicativa 
centrándose en el valor 9, correspondiente a tres francos, que lo toma como 
valor unitario.
10) Tom ás llegó de la crudad belga de  Bruselas .
El tendrá que cambiar sus francos belgas a pesetas.
Por 3 francos belgas le dieron 9 pesetas.
Si cam bia 72 francos belgas, ¿Cuántas p ese ta s  le darán?
vrr
Figura 2.19
2.2.1.4. Subcategoría 1.4: Identificación de un cambio
En esta subcategoría se ubican aquellas actuaciones de los alumnos que 
tienen en cuenta todos los datos que se dan en el enunciado del problema, 
establecen relaciones con ellos, tanto cualitativas como cuantitativas, y sólo 
se dan cuenta de que hay un cambio, tratando que éste responda a lo 
demandado en la tarea. Es de suponer que al tener los alumnos una 
percepción muy elemental sobre los conceptos implicados en la tarea 
recurren a saberes escolares más sencillos con el fin de alcanzar una 
respuesta.
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Se identifican cinco modalidades que dan lugar alas siguientes clases:
1.4.1 Predominio de los números naturales al trabajar con fracciones
1.4.2 Asociación de las expresiones multiplicativas, tales como "doble" 
o "triple" con un aumento aditivo
1.4.3 Empleo de una estrategia de tipo aditivo
1.4.4 Interpretación de las expresiones "doble", "triple" y "2 a 1" como 
aum entar y "m itad", "la cuarta parte de" y "dos tercios de" como 
d ism inu ir
1.4.5 Empleo de una estrategia de compensación cualitativa al com parar 
razones
En los párrafos siguientes se describen y ejemplifican las clases anteriores. 
CLASE 1.4.1
Predominio de los núm eros naturales al trabajar con fracciones
En esta clase se ubican las respuestas de los alumnos en las que se ponen de 
manifiesto dificultades con el concepto de fracción y una tendencia a utilizar 
los naturales. En sus comportam ientos se puede observar un  centram iento 
en el denominador o en el num erador, o bien hacen una partición del todo 
para después realizar una operación aditiva con el todo y el resultado de la 
partición, o bien tienen en cuenta los dos términos de la fracción y  realizan 
una operación aditiva o multiplicativa entre ellos.
De las categorías causales de errores de los alumnos vinculados al concepto 
de fracción que se establecen en el trabajo de Figueras (1988), las que se h an  
encontrado en esta investigación, al igual que en el estudio mexicano, son: 
"el predominio de la cardinalidad del denominador" y "el predominio de la 
cardinalidad de la parte". Dichas categorías vienen caracterizadas en el citado 
trabajo de Figueras en la forma siguiente: la primera por "todas aquellas 
situaciones en las que se observa una disociación de los elementos que 
forman el num eral que expresa la relación parte-todo y una tendencia a 
otorgarle al denom inador un lugar relevante. Puesta su atención sobre éste 
último, el educando excluye o relega la relación que éste tiene con el 
num erador" y la segunda por "todas aquellas situaciones en las que se 
advierte una disociación de los elementos constitutivos del num eral o de la 
relación parte-todo y una tendencia a asignarle al num erador o la parte una  
posición de privilegio. Bajo estas circunstancias, el educando posterga, 
substituye u omite la relación que ése tiene con el denom inador o que ésa 
tiene con la parte. En térm inos generales, dichas situaciones se pueden 
describir como un 'fenómeno de centram iento' sobre el num erador de la 
fracción o sobre la parte".
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G lo riz  e s tá  h ac ien d o  m uñecos de  a lam b re .
U sa b o lo n es  p ara s a b e r  d e  q u é  tam añ o  so n .
El p rim ero , q u e  m id e  doce bolones de  a ltu ra , lo ha  d ib u jad o . 
El s e g u n d o  m id e  la cuarta  parte  de l p rim ero . D ibú ja lo .
H az o tro  q u e  tenga dos tercios de la a ltu ra  del q u e  has  d ib u jad o .
Figura 2. 20 Figura 2. 21
Las actuaciones de Sara (quinto curso), al resolver la primera parte de la tarea 
Muñecos, y de Lorenzo (sexto curso), al resolver la segunda parte de la 
misma tarea, ponen de manifiesto un centramiento en el denominador con 
comportamientos distintos. Sara, como respuesta a la primera parte del 
problema, dibuja un muñeco de cuatro unidades de altura (ver figura 2. 20), 
por lo que su comportamiento parece que está asociado al denominador de 
la fracción expresada verbalmente en el enunciado del problema por "la 
cuarta parte". Lorenzo, al resolver la segunda parte de la misma tarea, dibuja 
un muñeco de nueve unidades de altura (ver figura 2. 21). En este caso opera 
con el denominador, resta tres unidades, pues había dibujado un muñeco de 
doce unidades de altura como respuesta a la primera demanda de la tarea 
(actuación ubicada en la clase 2.2.1).
Lz ca lidad  d e  una m erm elada depende de la cantidad  de fru ta qu e  
»e u tiliz a  en  su elaboración.
C u a n to  m is  can tid ad  de  fruta se utilice, m ejo r seré la ca lidad .
C o m p ara  las ca lidades de  las m erm eladas q u e  con tienen  los lies 
frascos y d i c u il  es la m ejor.
k J ___________________________
Explica cóm o o b tien es  la respuesta:
Pie'ia- y   t a J f l ü — r* ik*—  1 at.-Ln r>Á-------
Figura 2. 22
La tarea Mermeladas del cuestionario de segundo ciclo está confeccionada de 
manera que los alumnos para resolverla han de comparar unos tantos por 
cien. Si consideramos que un tanto por cien puede estar representado por 
una fracción en la que el denominador es cien, los comportamientos de
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aquellos alumnos que explícitamente en su actuación han prescindido del 
símbolo % en su comparación también se han incluido en esta clase, pues se 
estima que éstos alumnos han tenido un centramiento en los numeradores. 
Un ejemplo de este comportamiento lo podemos observar en al figura 2.22, 
donde Tania (tercer curso) al argumentar su respuesta la justifica 
únicamente con el número 55.
CLASE 1.4.2
Asociación de las expresiones multiplicativas, tales como "doble", "triple" o 
"2 a l"  con un aumento aditivo
En esta clase ubicamos las actuaciones de los alumnos en las que asocian u n 
cambio de tipo aditivo a las expresiones multiplicativas como "doble", 
"triple" o "2 a 1".
Comportamientos de los alumnos observados en esta investigación han 
sido: darle al triple el significado de aumentar tres unidades en la tarea 
Muñecos del cuestionario de segundo ciclo y darle al doble o a "2 a 1" en la 
tarea Perro el significado de aumentar sistemáticamente una unidad o dos 
unidades o de añadir el doble. Como ejemplo de este último 
comportamiento está la actuación de María José (cuarto curso). La figura que 
dibuja aparenta ser el triple de tamaño del dibujo dado, sin embargo la 
expresión "El doble de alto" y los incrementos que hace indican que su 
comportamiento es de tipo aditivo.
Un ejemplo de la interpretación aditiva del triple se puede observar en la 
figura 2. 23. En ella se muestra la actuación de Zeus (cuarto curso) al resolver 
la segunda parte de la tarea Muñecos, quien añade tres unidades a la altura 
(cuatro unidades) del muñeco que dibujó Gloria.
D ib u ja  ot ue tenga el Uiple de  a ltu ra  del que d ib u jó  G lo ria
/  \
i k  ..
±
i —m
Figura 2. 23 Figura 2. 24
En la figura 2.24 se observa que María Luz (tercer curso) al resolver la tarea 
Perro interpreta el doble como un incremento aditivo de dos unidades, pues 
los únicos aumentos que hace son: añadir dos unidades a la altura de las 
patas, dos unidades a cada una de las dimensiones de la cabeza y dos 
unidades a la longitud del cuerpo.
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CLASE 1.4.3
Empleo de una estrategia de tipo aditivo.
En esta clase ubicamos las actuaciones de los alum nos en las que se 
desarrollan estrategias incorrectas de tipo aditivo para resolver la tarea. Este 
tipo de comportamiento se ha encontrado tanto al resolver un  problema de 
comparación de razones como al resolver problemas en los que esté 
involucrada una proporción o cuarta proporcional y han de hallar el valor 
de un dato desconocido.
En el prim er caso los alumnos comparan la diferencia entre los antecedentes 
con la diferencia entre los consecuentes o bien la diferencia entre el 
antecedente y el consecuente de una de las razones con la diferencia entre el 
antecedente y el consecuente de la otra y con ello deciden la igualdad o 
desigualdad de las razones que comparan.
En el segundo los alumnos al resolver el problema pretenden m antener 
constante la diferencia entre los datos que determ inan la relación externa o 
funcional y de esa forma hallar el valor desconocido o pretenden m antener 
constante la diferencia entre los datos que determ inan la relación interna o 
escalar para hallar la respuesta.
La descripción de esta clase coincide en gran parte con la denom inada 
"estrategia aditiva o de la diferencia constante" identificada por varios 
investigadores (Piaget, Karplus, Hart, ...), de la cual dimos referencia en el 
capítulo anterior.
En la figura 2.25 se puede observar la actuación de Lorenzo (sexto curso) al 
resolver el problema Rectángulo, que puede considerarse como un problema 
de valor perdido . Él dibuja un rectángulo de dim ensiones 12 x 14, es decir 
que para hallar el término desconocido (la longitud de un lado) m antiene 
constante la diferencia entre los elementos que determ inan la razón interna, 
6 -4  = 14 -12.
Otro ejemplo de actuación ubicada en esta clase, en este caso para resolver 
un problema de comparación de razones, se puede observar en la figura 2.27. 
En ella se ve que Salvador (sexto curso) para comparar dos razones de 
densidad asocia una unidad de superficie a cada niño y compara las 
diferencias entre el consecuente (unidades de superficie) y el antecedente 
(número de niños) de cada una de ellas. Como dichas diferencias son iguales 
Salvador concluye que las razones de densidad también los son.
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3) P.n la cuadrícu la  d ib u jam o s un  rectángulo .
A b a jo  h em o s co m en zad o  a (razar o tro  rec tángu lo . 
C o m p lé ta lo .
T u  d ib u jo  debe  tener la m ism a form a q u e  el nuestro
8) En el colegio es la h o ra  del recreo. Los n iñ o s d e  la clase de 
M arta y  d e  la clase d e  M iguel v an  a sa lir  a ju g a r  al pa tio . 
C ad a clase tien e  u n  cam po  p ara  ju g a r  a la p e lo ta .
CAMPO DE (UECO 
DE LA CLASE DE MARTA
i
T. . . . .
CAMIO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
: V
s- s__
% i
NEviOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿Kn q u é  cam po  ju g ara n  m ás ap re tad o s los n iñ o s , en  el d e  la d a s e  
d e M arta o  en  el de la d a s e  d e  M iguel?
b )¿Q ué le ha hecho d ec id ir q u e  los n iñ o s  ju g ara n  m ás ap re tados?  
 Eeujuás J>J-y Lrwv~V«f k  :__________________
Figura 2. 25 Figura 2. 26
1 4 )  M a ría  q u ie re  h a c e r  un a rro z  caldoso  
con la ayuda  de su abuela
Por caita laza de arroz 
q ue  eches en la cazuela
pon irea 
lazas de caldo
3 uz*s de caldo
Lu ubuvlu lia p rep a ra d o  6 tazas de caldo. 
¿ C u á n ta s  tazas  de a rro z  n ecesita  M a ría ?  
D ib ú ja la s
lazas  de arroz 6 lazas de  caldo
1 4 )  M u ría  q u ie re  h a c e r  u n  a r r o z  a l h o rn o  
co n  la  a y u d a  d e  su  a b u e la
Por cada tres lazas de arroz 
que eches en la cazuela
pon cinco 
lazas de caldo
3 lazas de arroz 5 tazas de caldo
L a  a b u e la  lia p r e p a r a d o  10 ta z a s  d e  c a ld o . 
¿ C u á n ta s  la z a s  d e  a r r o z  n e c e s i ta  M a r ía ?  
D i b ú j n la s
de  a rro z 10 tazas de caldo
Figura 2. 27 Figura 2. 28
En la tarea Tazas, donde hay que resolver un problema de cuarta 
proporcional en el que los datos están dados en forma matricial, también
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aparece este comportamiento, tanto en los estudiantes del segundo ciclo 
como en los de tercero, aunque los problemas propuestos para cada ciclo 
sean distintos.
María Luz (tercer curso) para resolver la tarea (ver la figura 2.28) dibuja 
cuatro tazas, es decir que mantiene constante la diferencia entre los datos que 
determinan la relación funcional, 3 - 1 = 6 - 4. Un comportamiento análogo 
(ver figura 2. 29) tiene Pascual (quinto curso) al resolver el problema 'Tazas" 
del cuestionario de tercer ciclo. Él dibuja ocho tazas, es decir que mantiene 
constante la diferencia entre los datos que determinan la relación funcional, 
5 -3  = 10-8.
CLASE 1.4.4
Interpretación de las expresiones "doble", "triple", "2 a l"  como aumentar, y 
"mitad", "la cuarta parte de", "dos tercios de", ... como disminuir
Se ubican en esta clase aquellas actuaciones en las que los estudiantes 
establecen relaciones entre los datos contenidos en la información gráfica, 
verbal o pictórica, manifestando dificultades al asignar significados a las 
expresiones o términos multiplicativos tales como: "doble", "escala 2 a 1", 
"triple", "mitad", "la cuarta parte de" y "dos tercios de". Estas expresiones o 
vocablos son interpretados como acciones de aumento o disminución 
arbitrarias.
T T
i i
T Í
E n c o n tra m o s  u n a  g a lle ta  m ág ica  q u e  h ace  q u e  to d as  los 
co sas  c rezcan  al d o b le  en  to d as  su s  d im e n s io n e s .
Ll p e rro  q u e  e s tá  d ib u ja d o  se  va a  co m er la g a lle ta  m ág ica . 
¿C ó m o  q u e d a rá  e l p e rro  d e s p u é s  d e  c o m erse  esa  g a lle ta ?
D ib ú ja lo
4) D ib u ja  al p e rro  en  u n a  rep ro d u c c ió n  a e sca la  d e  2 a  1
L JJ
i
Figura 2. 29 Figura 2. 30
Dos ejemplos de este tipo de comportamiento se muestran en las figuras 2.30 
y 2.31. En la primera se recoge la actuación de Israel (cuarto curso) y en la
9 9
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segunda la de Javier (sexto curso) quienes al resolver la tarea Perro hacen un  
dibujo que ha perdido la proporción, no se observa un patrón constante en 
los aumentos, aunque casi todos son bidimensionales. Al parecer estos 
estudiantes no identifican la relación de cambio, "el doble en todas sus 
dimensiones" en un caso y "2 a 1" en el otro, pero tienen idea de que esas 
expresiones se asocian a un perro más grande que el original.
Un comportamiento asociado a la interpretación de "la mitad de" o "la 
cuarta parte de" o "dos tercios de" como decremento arbitrario (ver figura 
2.31) está en la actuación de María (tercer curso) al resolver el primer 
apartado de la tarea Muñecos. Parece que ella interpreta la mitad como la 
disminución de la altura en una unidad.
Un ejemplo de incremento arbitrario asociado al vocablo "triple" se puede 
ver en la figura 2.32. En ella se recoge la actuación de Cristina (cuarto curso) 
quien al resolver el segundo apartado de la tarea "Muñecos" dibuja un 
muñeco de diez unidades de altura. Se considera que interpreta el triple 
como un aumento arbitrario, pues incrementa la altura del muñeco que 
dibujó Gloria en seis unidades.
G lo r ia  e s tá  h a c ie n d o  m u ñ ec o s  d e  a la m b re .
U sa  b o to n e s  p a ra  s a b e r  d e  q u é  tam a ñ o  so n .
El p r im e ro , q u e  m id e  cu a tro  b o lo n es  d e  a ltu ra , lo  h a  d ib u ja d o . 
El s e g u n d o  m id e  la m itad  d e l p rim ero . D ib ú ja lo .
D ib u ja  o tro  q u e  ten g a  el tr ip le  d e  a ltu ra  d e l q u e  d ib u jó  G lo ria
] —
) —
^  u  /  —
A  i
— JL—L------i 1
(•J -M
) r\
> i 't •■) ✓Qr \( • ') i/ * \
u■)(y
(:\0
____________ ( D .U X -------------------------------
Figura 2.31 Figura 2.32
CLASE 1.4.5
Empleo de una estrategia de compensación cualitativa al comparar razones.
Aquí se ubican las actuaciones de los alumnos que al resolver un problema 
en el que hay una comparación de razones usan una estrategia de 
compensación cualitativa para realizar dicha comparación.
Si al comparar cualitativamente los antecedentes de las dos razones, por un  
lado, y los consecuentes, por otro, estiman que una diferencia se compensa 
con la otra concluyen con la igualdad de razones, y si estiman que una 
diferencia no se compensa con la otra entonces concluyen con la desigualdad 
de razones.
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Esta clase supone una ampliación del esquema inicial y de la modificación 
posterior. Su concepción y descripción está inspirada en la del quinto nivel 
(qualita tive proportional reason ing) de la serie de seis que hace Lamon 
(1993b) (ver el capítulo anterior).
En el colegio es la hora del recreo. Los niños de la d a se  de M aría y 
de la clase de Juan van a salir a jugar al palio. Cada clase tiene un 
cam po p ara  jugar a la pelóla.
CAMPO DU JUEGO 
DE LA CI.ASE DE MARIA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA rELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DF. LA CLASE DE JUAN
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿Ln que cam po jugarán más apretados los niños, en  el de la clase 
de M aría o en el de la d a se  de Juan?
JuLb.
l>)¿Qué le ha hecho decidir que los niños jugarán más apretados?
d- .
En el colegio es la hora del recreo. Los niños de la d ase  de M aría y 
de  la clase de Juan van a salir a jugar al patio. Cada clase tiene un 
cam po para jugar a la pelota.
CAMTO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARIA
NIÑOS QUE rUECAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE JUAN
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué cam po jugarán más apretados los n iños, en el de la clase 
de M aría o en el de la clase de Juan?
----------------------------------
b)¿Qué te h j  hecho decidir que los niños jugarán más apretados?
a Í A i ___LU’.iJL-. .1Í ,  i  -----■ .a .i . ________________________
Figura 2. 33 Figura 2. 34
Un ejemplo de actuación en la que el alumno concluye que las razones que 
compara son distintas lo podemos observar en la figura 2.33, donde Alvaro, 
(sexto curso) al resolver una tarea en la que ha de comparar dos razones de 
densidad estima que la diferencia en la numerosidad (cantidades de 
alumnos) no se compensa con la diferencia entre las superficies, pues lo 
justifica escribiendo: "el campo de ella es mucho mas grande".
Una actuación en la que el estudiante concluye con la igualdad de razones se 
puede observar en la figura 2.34, donde Hugo (cuarto curso) al resolver la 
misma tarea que en el ejemplo anterior estima que las dos diferencias se 
compensan. Así lo manifiesta en la justificación pues escribe: "aunque el 
campo sea mas grande hay mas niños".
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
2.2.2 C a t e g o r ía  2: P e r c e p c ió n  a is l a d a  d e  e l e m e n t o s  d e  l a  in f o r m a c ió n
En esta categoría se incluyen las actuaciones en las cuales se pone de 
manifiesto que los estudiantes centran su atención sólo en una parte del 
enunciado de la tarea que han de resolver. Este centramiento puede ser en 
parte de la información gráfica, numérica, o verbal; o bien, en combi­
naciones de estos tipos de elementos. También se han incluido en ella las 
actuaciones de los alumnos que al resolver una tarea ponen de m anifiesto 
su conocimiento de saberes escolares anteriores y centran su atención en la 
aplicación de los mismos. Su actuación está directamente relacionada con 
esos saberes y se centran en el uso del conteo o en el uso de operaciones 
elementales o reglas aprendidas.
Esta categoría se ha subdividido en tres subcategorías y cada una de ellas en  
varias clases.
2.2.2.I. Subcategoría 2.1: Predominio del conteo
Aquí agrupamos todas aquellas actuaciones en las que los estudiantes 
centran su atención en el orden numérico de los datos del enunciado o bien 
asocian un orden numérico a la posición que ocupan los datos en la 
información verbal o gráfica. En estas actuaciones se observa que los 
alumnos usan el objeto mental que han adquirido en relación con el 
concepto de núm ero natural, bien en el contexto ordinal o en el de 
secuencia. Al centrarse los estudiantes en un dato, en la posición de los datos 
o en la distribución de los datos numéricos, su com portam iento para 
encontrar una solución al problema los lleva a no utilizar todos los 
elementos de la información ni las relaciones entre ellos.
Esta subcategoría se ha subdividido en cuatro clases que son:
2.1.1 Centramiento en un dato implícito o explícito
2.1.2 Reconocimiento de un conteo descendente
2.1.3 Completamiento de las partes de una serie
2.1.4 Atención a la posición ordenada
A continuación las describiremos y daremos algunos ejemplos de cada u n a  
de ellas.
CLASE 2.1.1
Centramiento en un dato implícito o explícito
En esta clase se incluyen las actuaciones de alumnos que se centran en u n a  
parte de la información, la parte numérica. El alum no visualiza esta parte 
como una serie num érica y a partir de un dato, implícito o explícito en el 
enunciado, inicia un  conteo, simple o múltiple, coherente con la serie 
numérica que el alumno ha identificado.
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Este comportamiento únicamente se ha identificado en esta investigación en 
las actuaciones que han tenido los alumnos al resolver la tarea Tabla de 
cambio, tanto en la propuesta para los alumnos de segundo ciclo como para 
los de tercero. Un ejemplo de dicho comportamiento se puede observar en 
las figuras 2. 35 y 2.36 donde se recogen las actuaciones de Miguel (tercer 
curso) al resolver la tarea Tabia-1 y la de José Luis (quinto curso) ai resolver 
la tarea Tabla-2. En ambos casos los alumnos centran su actuación en un  
dato implícito, el valor unitario 4 pesetas, y realizan un conteo de cuatro en 
cuatro unidades.
17) T o m ás llegó con su s  p ad res  a la ciudad  belga de  B ruselas. 
Para e n te n d e r m ejo r los precios, es conven ien te q u e  T om ás 
convierta  los p recios en  francos belgas a precios en  pese tas 
esp a ñ o la s .
T om ás com ienza  a p re p ara rse  un a  tab la  para llevarla  en  el 
bolsillo.
Com plétala.
FRANCOS
BELGAS
'  ' PLSETAS
1 i-l
2 .V
3 12 pu
4 16 pts
3 7  O
6 M
8 7  .f.'
10 7 7
15
16 u. a
18 wW
71 4Í>
72
75 '(>
7) T o m ás llegó  con sus p ad re . .  1» ciudad  b elg a  d e  B ruselas. 
Para en te n d e r  m ejo r los precios, es co n v e n .en te  q u e  T om ás 
c o n v ie r ta  to s  precios en francos b elg a s  a prec ios en  p e se ta .
T o m á s  co m ien z a  a p re p ara rse  u n a  ta b la  para  lle v a r la  e n  el 
bolsillo.
C o m p lé ta la .
(¡RAhitOi
BELGAS
PESETAS
1 H¡ Xfili
2 S r k
3 12 pU
4 «,
5 20 pl»
6
8
■J
10 u
15 3i»
16 *K>
18 -m
71
72 s i
75 %
Si tienes que hacer operaciones, eacrfbcUs: Si tienes que hacer operaciones, escríbelas: ^  l¿ _
Figura 2. 35
CLASE 2.1.2
Reconocimiento de un conteo descendente
Figura 2. 36
En esta se ubican las actuaciones en las que se pone de manifiesto que los 
alumnos reconocen un conteo descendente a partir de los datos de la tarea, 
sin embargo el conteo regresivo que realizan no corresponde a aquél con el 
que se puede resolver el problema.
Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura 
2.37, donde Manolo (tercer curso, 1996) al resolver el apartado b) de la tarea 
Sucesiones, parece que usa un conteo descendente a partir del primer 
número dado, es decir, nombra el 15, asigna al hueco el 13, y escribe el 13 en 
la pleca, y después usa el patrón de decremento 4 (tal vez influenciado por el 
patrón de la primera parte), para hallar los otros términos de un conteo 
descendente.
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3) En la tigulanla sene tallan algunos números.
S-. 12., l i ,  2A, M j, H
a)¿O u* numere va en el cuadro verde’  3 M
En la siguiente s en e  lambien laltan algunos núm eros
E  ^ . ü i ,  15., ü ,  2J.
b) ¿Q ué número va en el cuadro marrón? i  a
c) t Qué número va en el cuadro azul’  _ f j _____
Figura 2.37
CLASE 2.1.3
Completamiento de las partes de una serie
En esta clase se incluyen las actuaciones de alumnos que escriben numerales 
que mantienen una relación aditiva constante con algún dato numérico del 
enunciado, ya sea explícito o implícito. Esta relación aditiva puede no ser 
única y una observación detallada de los numerales que escriben permite 
identificar las relaciones aditivas que los alumnos están usando.
17) Tom ás llegó  con su s  padres a la d u d a d  belga de  Bruselas.
Para e n te n d e r  m ejo r los p  re d  os, es conven ien te q u e  T om ás 
co n v ie rta  lo s prec ios en  francos belgas a precios en  pese tas 
e sp a ñ o la s .
T o m ás com ienza  a p repararse una tab la para llev a rla  en  el 
bolsillo.
C o m p lé ta la .
FRANCOS
BELGAS
PESETAS
1 Í O  f i a '
2
3 12 pts
4 16 pt»
5 *1 - r i l  ,
S
' i
2 0
S d f l ’
10 ' :  .
15 r , 0  r J i v t
16 '  C*1 7V¿V"
18 r - s  .
71 Si A -A. ¿V I
72 V Ó i
75 :! • -*  r K  .
Si tienes que hacer operaciones, escríbelas:
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Este comportamiento únicamente se ha detectado en la investigación que se 
describe en esta memoria en la resolución de la tarea Tabla de cambio. En la 
figura 2.38 que recoge la actuación de Adrián (cuarto curso) se observa una 
combinación de comportamientos asociados al conteo. Él inicia un conteo de 
uno en uno para completar una parte de la serie natural hasta el tercer dato, 
después continúa otro conteo de dos en dos a partir del cuarto dato hasta 
llegar a un número redondo, 20, y finaliza con un conteo de diez en diez. En 
los tres casos va completando partes de una serie aritmética.
CLASE 2.1.4
Atención a la posición ordenada
En esta clase se incluyen las actuaciones de los alumnos que manifiestan en 
su comportamiento un predominio del conteo asociando la posición que 
tienen los elementos de la información gráfica con el orden de los números 
en la secuencia natural.
En esta investigación, tal vez por la naturaleza de las tareas, no se ha 
detectado este comportamiento, y en la realizada en Valencia (1996-97) 
únicamente se detectaron en la resolución de las tareas Zapatos y Tesoro.
Uno de dichos comportamientos lo podemos observar en la fig. 2. 39, donde 
se recoge la actuación de José ( cuarto curso, 1996) quien al resolver la tarea 
Zapatos asocia a cada elemento de la columna de la izquierda un elemento 
de la columna de la derecha atendiendo únicamente al orden en el que se 
presentan y obviando laa variaciones de tamaño. En este caso la actuación de 
José pone de manifiesto un centramiento en el conteo, en concreto en la 
secuencia ordinal.
1) Ayuda a loa traa mltoa
Haz un camino qua «ava a cada uno a encontrar au t zapatoa
Figura. 2. 39
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2.2.2.2. Subcategoría 2. 2: Predominio de una parte del enunciado verbal o 
gráfico
En esta subcategoría se incluyen las actuaciones de alum nos que ponen de 
manifiesto un centramiento en una parte del enunciado o en el enunciado 
por partes sin relacionarlas entre sí.
Esta ha sido la subcategoría más ampliada en relación con el esquema inicial 
debido a las distintas clases que se han incorporado, pues se ha pasado de 
cuatro a ocho clases. Éstas son:
2.2.1 Repetición de uno o varios datos contenidos en el enunciado
2.2.2 Asociación de las expresiones "doble"o "2 a l "  con dos unidades y 
"triple" con tres unidades
2.2.3 Comparación de cantidades de la misma especie
2.2.4 Centramiento sobre los extremos en lugar de intervalos
2.2.5 Centramiento en información verbal o gráfica: vocablos, singular, 
plural, p ictogram as,...
2.2.6 Centramiento sobre la simetría
2.2.7 Centramiento en la num erosidad
2.2.8 Centramiento en partes de la información con comportamientos 
distintos
A continuación describiremos todas ellas ilustrando las descripciones con 
algunos ejemplos.
CLASE 2.2.1
Repetición de algún dato
En esta clase se ubican aquellas actuaciones en las que se pone de m anifiesto 
que los alumnos toman alguno de los elementos que componen la tarea y lo 
reproducen de m anera idéntica en el lugar proporcionado para escribir el 
resultado de su razonamiento. Es decir, que repiten una parte del texto 
verbal o copian un  pictograma, o bien, algún núm ero de los que form an 
parte de los datos del problema o algún elemento que aparece en la página 
que contiene la tarea que ha resolver el alumno.
Si el alumno en su actuación tiene una combinación de comportamientos (o 
puede interpretarse de varias maneras), se opta por considerar más relevante 
uno de ellos (o una de ellas) a los efectos de este trabajo.
En la actuación de Tania (tercer curso), al resolver la tarea Tabla de cambio-1, 
podemos observar que repite todos los datos de la prim era columna aunque 
en distinto orden (ver la figura 2.40).
Un ejemplo de comportamiento en el que se considera que se repite un sólo 
dato (ver figura 2. 41) se puede observar en la actuación de Pablo (sexto 
curso) quien al resolver la tarea Rectángulo pinta una figura que tiene u n  
lado (cinco unidades de longitud) casi igual a alguno de los lados del
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rectángulo dado. Aquí hay un comportamiento que puede tener dos 
interpretaciones. Una es que repitió un dato, el lado menor (cuatro 
unidades), con una percepción de doble conteo, y la otra es que repitió un  
dato, el lado mayor (seis unidades), con un conteo de líneas, en ambos casos 
se considera que el alumno quiere repetir un dato gráfico del enunciado.
17) Tomás llegó con sus padres i  la ciudad belga de Bruselas. 3) En la cuadrícula dibujamos un rectángulo.
Para entender m ejor los precios, es conveniente que Tomás Abajo hemos comenrado a trazar otro rectángulo.
convierta los precios en francos belgas a precios en pesetas Complétalo.
españolas. Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro
Tom ás comienza a prepararse una tabla para llevarla en el
bolsillo .
Com plétala.
Si tienes q ue  hacer operaciones, escríbelas:
Figura 2.40
CLASE 2.2.2
Asociación de las expresiones "doble" o "2 a l"  con dos unidades o de 
"triple" con tres unidades.
Las actuaciones que se ubican en esta clase se caracterizan por un  
centramiento en parte de la información verbal, las expresiones "doble", "2 a 
1" y "triple". Parece que los alumnos dan la interpretación a estas 
expresiones de reproducir dos o tres dibujos, según sea el caso. Los alumnos 
no tienen en cuenta el significado multiplicativo de las expresiones sino que 
le asocian un significado cardinal.
En esta investigación sólo se ha manifestado este comportamiento en la 
resolución de la tarea Perro en la modalidad para tercer ciclo. Por ejemplo 
Pablo (sexto curso) ha hecho una reproducción de dos objetos (dibujos) como 
el dado (ver fig. 2.42). Parece que asocia la expresión "escala 2 a 1" con dos 
unidades, en este caso con dibujar dos bocetos.
FRANCOS
BELGAS
PESETA*
1
c
2 - 1 0
3 12 pt*
4 16 pt*
5 15
6 '4  '
8 t  l
10 i .
15 '? r
16 H
18 ¿
71 3
72 c
75 2
1 0 7
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4) Dibuja al perro en una reproducción a escala de 2 a 1 .
X I ÍJ
Figura 2. 42
Clase 2.2.3
Comparación de cantidades de la misma especie.
Se ubican en esta clase las actuaciones de los alumnos en las que ante 
situaciones que requieren el comparar razones hacen una comparación 
simple o doble de cantidades de la misma especie. En el primer caso se 
centran en una parte de la información, es decir sólo atienden a dos de los 
cuatro datos que se les dan y toman la decisión en función de su 
comparación. En el segundo atienden a los cuatro datos de la información 
pero los comparan por partes, de dos en dos, es decir que hacen una doble 
comparación de cantidades de la misma especie y toman la decisión en 
función de las cantidades mayores.
Sobre el primer comportamiento Lesh, Post y Behr (1988) dicen lo siguiente: 
"en sus respuestas más primitivas los estudiantes tienden a ignorar parte de 
los datos, quizás por ejemplo, comparando solamente los numeradores de la 
ecuación A/B = C/D". Sin embargo se ha observado en este trabajo y en el 
anterior desarrollado en Valencia la existencia de una dualidad de 
acercamientos de los alumnos al resolver tareas en las que hay que hacer 
una comparación de razones obviando parte de los datos. Unos resuelven la 
tarea comparando los antecedentes y otros la resuelven comparando los 
consecuentes. En un caso entra en juego un razonamiento de tipo directo y 
en el otro uno de tipo inverso.
Un ejemplo del primer acercamiento (sólo comparar antecedentes) al 
resolver una tarea en la que hay que comparar dos razones de densidad es el 
que se recoge en la figura 2.43, donde Aida (sexto curso), en la tarea Patios, 
manifiesta que se centra únicamente en las cantidades de niños. Su
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respuesta: "En la de Miguel" y su justificación: "Por que son más" son 
coherentes con un razonamiento de tipo directo: si hay más niños estarán 
más apretados.
r  8) En el colegio es la hora del recreo. Loa niños de la dase de 
María y de la dase  de M iguel van a salir a jugar al palio. 
Cada clase tiene un campo para jugar a la pelota.
en ei colegio es la hora del recreo. Loe niños de la clase de 
Marta y de la clase de Miguel van a salir a jugar al patio. 
Cada clase tiene un campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DL JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
NIÑOS QUE JUECAN 
A LA TELOTA
. 8 m
a)¿En qué campo jugaran m is apretados loe niños, en el de la dase 
de M aría o en el de la clase de Miguel?
U.I. -JL JL
b )¿Q u c te ha hecho decidir que loe niños jugaran m is apretados?
-----------------------------V-W . y . . .  v . . .  m  r. i__________________
a)¿En qué campo jugaran m is apretados los niños, en el de la dase 
de Marta o en el de la clase de M iguel?
-■É-n f) r)i t f ' a / J k  •_____________________________
b)¿Qué le ha hecho decidir que los niños jugaran m is apretados? 
— A i a . i ^
— >_____________________
Figura 2. 43 Figura 2. 44
En relación con el segundo acercamiento (sólo comparar consecuentes) se 
puede observar la actuación que se recoge en la figura 2. 44, donde Sandra 
(sexto curso) al resolver la misma tarea centró su atención sólo en las 
cantidades de superficie. Su respuesta "En el de Marta." y su justificación 
"porque el campo de marta es mas pequeño." ponen de manifiesto que 
Sandra usó un razonamiento de tipo inverso: si el campo es más pequeño 
(hay menos superficie) jugarán más apretados.
En las tareas de mezclas también aparece esta dualidad de comportamientos.
Por ejemplo al resolver la tarea Refrescos de limón Pascual (quinto curso) 
centra su atención sólo en las cantidades de jarabe, pues argumenta: "Maria 2 
litros y el de juan 1 litro" , y por tanto usa un razonamiento de tipo directo 
para tomar la decisión (ver figura 2. 45).
El otro comportamiento se puede observar en la actuación de Elena (quinto 
curso), quien centra su atención en las cantidades de agua (ver figura 2.46), 
pues argumenta: "Porque Maria le habia puesto 8 1. de agua el sabor se nota 
menos" y concluye mediante un razonamiento de tipo inverso.
Un ejemplo de actuación en la que hay una doble comparación es el que 
tiene Tamara (quinto curso) al resolver la tarea anterior. Ella justifica su 
respuesta: "El de María" mediante la expresión: "Qué si tiene 2 litros y 8 1. de
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agua hay más 1. de limón y más de agua", es decir que toma la decisión con 
un razonamiento de tipo directo relacionado con las cantidades mayores.
M aría prepara un refresco de limón.
A 2 litros de jarabe de limón le añade 
8 litros de agua.
Juan tam bién prepara un refresco de limón, 
pero a 1 litro de jarabe de limón 
le añade 6 litros de agua.
¿ Q iii  de los dos refrescos tiene m is  sabor a limón?
cAAjl 1^ 4*^------------------------------
^¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene m is sabor a limón?
vIaa
María prepara un refresco de limón.
A 2 litros de jarabe de limón le añade 
6 litros de agua.
Juan tam bién prepara un refresco de timón, 
pero a 1 litro de jarabe de limón 
le añade 6 litros de agua.
¿Cuil de los dos refrescos tiene m is  sabor a limón?
~r : , 1 ,  __________________________________
¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene m is  sabor a limón?
lf 4. ¿ i ¿tqat»
f i '- c a s c » -  '.L ---------------------------------------
Figura 2.45 Figura 2.46
CLASE 2.2.4
Centramiento sobre los extremos en lugar de intervalos
En esta clase se agrupan las actuaciones de los alumnos que están asociadas 
al comportamiento de centrarse en las marcas presentes en la información 
gráfica (puntos, guiones u otros códigos por el estilo). Así, en lugar de 
considerar los intervalos o las marcas como un referente a una medida 
realizan un conteo centrado en los extremos de los intervalos o las usan para 
construir o dibujar algo sobre ellas.
r
4) Este a s  un cuadrado.
□
Aquí to n a s  uno de los lados de un ouedfsdo m is grande. 
Dibuja los lados qua la faltan.
Figura 2.47
Un ejemplo del segundo tipo de comportamiento es el que se observa en la 
figura 2.47, donde se muestra la actuación de Luz (segundo curso, 96) al
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resolver la tarea Cuadrado. Ella, en lugar de ampliar el cuadrado utilizando 
el segmento de tres unidades de longitud, pinta cuatro figuras rectangulares 
ubicando un vértice de cada una de ellas sobre las marcas de los intervalos.
CLASE 2.2.5
Centramiento en información verbal o gráfica: vocablos, singular, plural, 
pictogramas,...
Esta clase recoge un tipo de actuaciones relacionadas con aspectos de la 
información que actúan como distractores o que no son los relevantes para 
hallar la respuesta a la cuestión que se plantea en la tarea propuesta, pero 
que el estudiante usa para resolver el problema.
Un ejemplo de este tipo de actuación es la que se muestra en la figura 2.48, 
donde Mario (sexto curso, 96) resuelve la tarea Carretera del cuestionario 
reformado. Parece que él cuenta los intervalos (tres es el número de 
intervalos que contiene el tramo Valencia-Saler), que asocia a cada uno de 
ellos la distancia un kilómetro y que olvida parte del enunciado. Es decir que 
se pone de manifiesto un centramiento en la información gráfica; en la 
representación del trayecto Valencia-Saler.
t) En el dibu.o es lán  las carralBiaa que van de Paterna a Valencia.
El Puig y El Salor.
Do P a le :r .a  a  El Puifl hay 2* Kilómetro* de distancia.
E L  P U IG
PATERNA
EL SALER
a) ¿C uántos Kilómetros hay do Valencia a El Salor 7 i
Figura 2.48
Otro ejemplo de este mismo comportamiento es el que se muestra en las 
figuras 2.49 y 2.5o. En la primera se recoge la actuación de Pascual (tercer 
curso, 96) al resolver el apartado a) de la tarea Piso del cuestionario de 1996 y 
en la segunda la actuación de José (quinto curso, 96) al resolver el apartado b) 
de la misma tarea. En ellas no hay pruebas de que los estudiantes consideren 
la relación entre el área y el número de niños, pues la palabra "juntos" que 
hay escrita en sus argumentaciones sugiere que para tomar la decisión
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centraron su atención en parte de la información gráfica: los niños de 
referencia dibujados a la derecha del recuadro y en su mayor o menor 
proximidad.
' 8 )  En la c la ta  de Ana y en la clase de Rosa van a representar un
cuento Las m aestras marcan, con una cru2 en el suelo, el lugar que 
ocupará cada niño.
SUELO DE LA CLASE CE ANA
X X
X X
X X
NIÑOS QUE PARTICIPAN
En la clase de Luis y en la clase de Pablo también van a 
■epresenlar un cuenlo Las m aostras marcan, con una cruz en el 
suelo, el lugar que ocupará cada niño.
SUELO DE LA CLASE DE LUIS
X
X X
X
NIÑOS QUE PARTICIPAN
SUELO DE LA CLASE DE ROSA NIÑOS QUE PARTICIPAN
SUELO DE LA CLASE DE PABLO NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
a) ¿En qué clase están más apretados los niños, en  la de Ana o en la 
de R osa’  j,
c En qué te lijaste para decidir que niños están m as ap retados’
X X
X X
X X
b) ¿E n  qué clase están más apretados los niños, en la de  Luis o en la 
de Pablo ? . --------------------------
¿ En qué le lijaste para decidir que niños están  m ás aprelados’
Figura 2.49 Figura 2.50
En la figura 2.52 se recoge la actuación de Beatriz (sexto curso, 96) quien en la 
resolución de la tarea Fotografía del cuestionario de 1996 elige el dibujo 
adecuado, pero manifiesta en su argumentación que centra su atención en la 
sombra de la figura. Parece que Beatriz busca analogías y diferencias entre los 
distintos dibujos (tres) y que deja de lado lo verdaderamente relevante: las 
variaciones de tamaño.
Otro comportamiento ubicado en esta clase es el que tiene José (segundo 
curso, 96) en la resolución de la tarea Collares. La figura 2.52 muestra su 
actuación y en ella se observa que él identifica el código de la regularidad, 3 
blancas-3 negras, pero no manifiesta una percepción de la variación de los 
elementos de la secuencia o patrón de decremento; se limita a hacer collares 
de diferente tamaño, como puede verse en la figura, tal vez influido por una 
parte del enunciado verbal -la cuarta oración-, llenando el espacio 
disponible.
112
DEL ESQUEMA DE CLASIFICACION
Observa los tí Su.os que hay en el sobre.
Pega el que es  una to'.ogialia del siguiente dibujo.
¿E n qué te (jaste pata escoger la lolograíia? Mrn  ^ rtic.
w. t r   f ,  u w l . _______ n ^ '-ic Ca._____ u tn m L lfa i— d i
r l í  Witf til. fon P .f;  ULE.— ¿S.'J. i v rb fi--------
Figura 2.51
e) R osa hace collares de distintos temarios.
E l la  u sa  cuentas de distintos colores, blancas y neg ras 
O bserva las cuentas que puso en cada hito.
Dibuja las cuentas que debe ensartar en los hilos que están  vacíos.
^eee^gggeeea^
^ e e e ^ e ^ - ^ -
f
jl .
Figura 2.52
Al resolver el primer apartado de la tarea Mermeladas, del cuestionario para 
el segundo ciclo, Vanesa (tercer curso) tiene un comportamiento asociado a 
esta misma clase. En la figura 2.53 se muestra su actuación y en ella puede 
observarse que toma la decisión en función de la información gráfica del 
enunciado: el número de fresas que hay dibujadas en las etiquetas de los 
frascos de mermelada.
La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruta que
se utiliza en su elaboración.
Cuanto m is  cantidad de (rula se utilice, mejor seri la calidad.
La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruía que 
se utiliza en su elaboración.
Cuanto m is cantidad de fruta se utilice, mejor se ri la calidad.
j— •lÜ!Ü'ij¿¡¡]
Compara las calidades de las mermeladas que contienen los tres 
frascos y di cuíl es la mejor.
Explica cóm o o b tien es  la respuesta:
y  r )  v '  '.i i,U i. i t a ;  f .  •. el
j^ula
Figura 2.53
Compara las calidades de las mermeladas que contienen los tres 
frascos y di cuil es la mejor.
A*. ¿n .nr-VT^we?_____________
Explica cómo obtienes la respuesta: 
q o j j  Lli f r . "
Figura 2.54
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Otro comportamiento similar es el que tiene Pablo (tercer curso) al resolver 
la misma tarea (ver la figura 2.54), sin embargo el alumno se centra en otra 
parte de la información gráfica, el tamaño de los recipientes, y elige el mayor.
Clase 2.2.6
Centramiento sobre el uso de la simetría
Esta clase recoge las actuaciones de los alumnos en las que se pone de 
manifiesto que los alumnos han centrado su atención sobre los elementos 
gráficos, asociando a una de las líneas rectas, que aparece como dato o que 
forma parte de la trama, la función de un eje de simetría o de un espejo. Este 
significado los conduce a dibujar una figura simétrica a la dada. También se 
incluyen en esta clase las actuaciones de alumnos que le dan al término 
doble el significado de otro igual, pero hacen uso de la simetria especular.
Es de suponer que, desde los primeros cursos, en el trabajo escolar 
relacionado con el curriculum de Matemáticas de enseñanza primaria los 
alumnos llevan a cabo actividades relacionadas con la simetría axial. En 
consecuencia este tipo de comportamientos pareciera estar asociado a unas 
tareas que se repiten en el trabajo cotidiano dentro del aula y por tanto se 
convierten en un referente plausible.
3) En U cuadrícu la d ibu jam os un rectángulo.
A ba jo  hem os com enzado  a traz ar o lro  rectángulo . 
Complétalo.
T u  d ib u jo  d eb e  tener la m ism a form a que el nu estro
*) Encontramos una galleta mágica que hace que todas las 
cosas crezcan al doble en todas sus dimensiones.
El perro que está dibujado se va a comer la galleta mágica. 
¿Cómo quedará el perro después de comerse esa galleta?
Dibújalo
Figura 2. 55 Figura 2. 56
Un ejemplo de comportamiento incluido en esta clase es el que se puede 
observar en la figura 2. 55 donde Rubén (tercer curso), al resolver la tarea 
Rectángulo, toma como eje de simetría la línea que incluye al segmento 
dado y dibuja un rectángulo a mano alzada idéntico y simétrico al dado.
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Un ejemplo del segundo comportamiento incluido en esta clase se recoge en 
la figura 2.56. En ella se muestra que Alberto (cuarto curso) dibuja un perro 
de las mismas dimensiones y que la posición del dibujo es simétrica respecto 
del dado respecto de un eje (o espejo) que no dibuja ni está dibujado. Parece 
que el alumno interpreta el doble como otro igual, y en este sentido, como 
un espejo dibuja otra figura con las mismas características, el resultado de su 
actuación se puede vincular con una simetría especular. No parece que el 
alumno repita un dato gráfico del enunciado (clase 2.2.1) ni que tome el 
doble como dos unidades (clase 2.2.2).
En la figura 2.57 se puede observar la actuación de José (segundo curso, 96) al 
resolver la tarea Cuadrado, quien dibuja a cada lado de la recta dada cuatro 
cuadrados, ubicándolos en las marcas de los intervalos que determinan la 
escala. Al parecer toma como eje de una simetría axial el segmento dado, 
pero también pudiera considerarse en su actuación un centramiento sobre 
los extremos de los intervalos (clase 2.2.4).
CLASE 2.2.7
Centramiento en la numerosidad
En esta clase se incorporan aquellas actuaciones en las que los alumnos al 
resolver una tarea de sucesiones con código gráfico y numérico, manifiestan 
que perciben la regularidad del código gráfico pero no la variación de los 
elementos de la secuencia numérica. Es decir que se centran en el primer 
modelo gráfico de la sucesión y lo repiten manteniendo constante el 
número de elementos.
Aquí t»enes uno de los lados de un cuadrado més grande 
Dibuja los ladcs que le tallan
Figura 2. 57
115
P r e c u r s o r e s  d e l  r a z o n a m i e n t o  p r o p o r c io n a l
a) R osa haca  oollaras da distintos tim ad o s.
Ella usa cuentas da distintos coloras, blancas y negras 
Observa las cuentas que puso an cada hilo.
Dibuja las cuantas que deba ensartar an los hilos que están  vacíos.
/ • - e e e # « # © © e * # # 0 9 S k x
, ^ © © • * * 0 0 g * * *
Figura 2. 58
Un ejemplo de este tipo de comportamiento (ver figura 2.58) se puede 
observar en la actuación de Daniel (segundo curso, 96) al resolver la tarea 
Collares, quien identifica el código de la regularidad (tres blancas-tres 
negras), pero mantiene constante la cantidad de agrupamientos de la 
primera hilera en todas la demás. También podría interpretarse su actuación 
como repetición de algún dato y se codificaría de forma distinta (clase 2.2.1) 
dentro de la misma subcategoría.
Clase 2.2.8
Centramiento en partes de la información con comportamientos distintos
En esta clase ubicaremos las actuaciones de los alumnos que se centran en la 
información por partes y tienen comportamientos distintos según sea la 
parte en la cual han fijado su atención. Este tipo de actuación se ha 
observado en la resolución de tareas con muchos datos, por ejemplo tablas, 
los cuales se toman por grupos y los alumnos asocian un comportamiento 
distinto a cada uno de ellos.
Esta clase se incorpora al esquema de clasificación en esta investigación y 
surge del análisis de actuaciones de alumnos al resolver las tareas Tabla de 
cambio-1 y Tabla de cambio-2, por tanto ha supuesto una ampliación de los 
esquemas anteriores.
Por ejemplo (ver figura 2. 69), Agustín (quinto curso) al resolver la tarea 
Tabla de cambio-2 tiene una actuación que se incluye en esta clase. En un
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principio parece identificar un patrón de cambio aditivo (+4) para hallar los 
once primeros valores, es decir se pone de manifiesto un predominio del 
conteo centrado en un dato implícito (cuatro). Después, tal vez porque hay 
un salto muy grande en la primera columna de datos, modifica su 
comportamiento aditivo y para hallar los valores correspondientes a los tres 
últimos identifica un patrón de cambio multiplicativo (x4). Manifiesta dos 
tipos de comportamientos, uno aditivo relacionado con el conteo, 
independientemente de los datos, y otro multiplicativo.
^1 7 ) Tom ís llegó con *us padre* a la ciudad belga de Bruselas, 
rara  entender mejor los precios, es conveniente que Tom ís 
convierta los precios en francos belgas a precios en pesetas 
españolas. . . .  .
T om ís comienza a prepararse una tabla para llevarla en el 
bolsillo.
Com plétala.
tRANCOS
BLLGAS
PESETAS
1
2
3 12 pu
4
5 20 pt»
6
8 l i V v -
10
15
18 1 .0
18
TI í  p ío »
72 2. S 3 ■
75
Si tienes que hacer operaciones, escríbelas:
Figura 2.59
2.2.2.3. Subcategoría 2.3: Predominio de la operatividad
En esta subcategoría se incluyen las actuaciones en las que los alumnos 
tienen en cuenta la totalidad o parte de la información numérica, pero ante 
la dificultad que tienen para establecer la relaciones apropiadas entre los 
datos para resolver el problema, realizan operaciones aritméticas no 
pertinentes con el fin de proporcionar una respuesta numérica.
Esta subcategoría la conforman cuatro clases, a saber:
2.3.1 Identificación de una relación multiplicativa
2.3.2 Búsqueda de un significado a un término técnico del enunciado
2.3.3 Operación con parte de los datos
2.3.4 Operación con el tanto por cien como con una cantidad extensiva
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En los párrafos siguientes daremos algunos ejemplos de cada una de ellas así 
como su descripción.
CLASE 2.3.1
Identificación de una relación multiplicativa
En esta clase se agrupan las actuaciones de alumnos que resuelven la tarea 
que se les propone estableciendo relaciones con todos o parte de los datos de 
forma multiplicativa. Esta estrategia se diferencia de la correcta en que, a 
pesar de intentar poner en relación los datos numéricos y efectuar 
operaciones de tipo multiplicativo no tienen claro qué hacer con los 
resultados que obtienen. En estas actuaciones se manifiesta, algunas veces, 
un comportamiento asociado al uso de una regla mal aprendida.
Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura
2.60, donde María (quinto curso, 96) en la resolución del problema Monedas, 
toma en consideración todos los datos numéricos que aparecen en el 
enunciado, pero sus operaciones hacen pensar que no usa correctamente los 
resultados que va generando, parece que intenta usar una regla -la regla de 
tres- mal aprendida.
1 0) Tomás llegó de la ciudad belga de Bruselas .
El tendrá que cambiar su s  trancos belgas a pese tas.
Por 3 trancos belgas le dieron 9 pesetas
SI cambia 72 trancos belgas, ¿Cuántas pesetas le darán'*
Figura 2.60
Otro comportamiento ubicado en esta clase se puede observar en la figura
2.61. en la que se recoge la actuación de María (sexto curso) al resolver la 
tarea Tabla de cambio-2. En ella se pone de manifiesto un predominio de la 
operatividad para obtener una solución, pues relaciona todos los datos 
multiplicativamente para darla. Parece que María identifica la siguiente 
relación: "multiplicar un dato por el anterior o por el siguiente", excepto en 
el caso del valor correspondiente al dato 71 francos que lo halla 
multiplicando 18 por 18. Tal vez el salto de 18 a 71 le hace modificar su 
pauta.
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17) Tom i» llegó con t u l  pidre* a la dudad belga de Bruselas. 
Para entender mejor loe predos, e» conveniente que Tomás 
convierta los predos en francos belgas a predos en pesetas 
españolas.
Tom ís comienza a prepárame una tabla para llevarla en el 
bolsillo.
Com plétala.
FRANCO^
BELGAS
PÉSETAS'
1 X
2
3 12 p ts
4 l l p + >
S 20 p u
6
8
10
15
16
18 l<\0Sí*s
71
72 s i
Si tienes que hacer operaciones, escríbelas
>s ■- 
v
y \  S
1t-*r0
’ in “i—-
_ _  ^ 06 V
Figura 2. 61
CLASE 2.3.2
Búsqueda de un significado a un término técnico del enunciado
Se incluyen en esta clase las actuaciones de alumnos que para resolver un  
problema en el que hay un término técnico en el enunciado, le dan a éste u n 
significado numérico y operan con él para obtener una solución. Al parecer 
este comportamiento está vinculado a la enseñanza en el aula de primaria 
donde ciertas reglas inducen a ello.
Figura 2.62
Para ilustrar este comportamiento usaremos el ejemplo que está en Gómez 
(1996, pág. 125) donde se muestra la actuación de Rodrigo (sexto grado, 94) al 
resolver la tarea Supermercado (ver en la figura 2.62). En él podemos 
observar que Rodrigo asocia el término relativo "3%" con la expresión
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numérica decimal ".3" y que ésta la multiplica por otro dato num érico del 
enunciado (10000) para obtener el resultado.
CLASE 2.3.3
Operación con parte de los datos
En las actuaciones que han sido agrupadas en esta clase se puede observar 
una tendencia de los estudiantes a operar con los datos que se les dan para 
obtener una respuesta. En ellas no se pone de manifiesto una intención de 
relacionar los datos, sino que solamente intentan dar un  resultado y la 
operación que realizan carece de significado con respecto a la dem anda 
planteada.
Los comportam ientos asociados a esta clase responden a distintas 
modalidades, pero esencialmente es el mismo tipo de com portam iento, así 
se observa que los alumnos resuelven tareas por medio de una operación 
aditiva o de una multiplicativa o mediante una combinación de ambas.
En la categoría 1, "Percepción relacional de los elementos de la 
información", aparece la clase 1.4.3 denominada "Empleo de una estrategia 
aditiva", podría pensarse que ésta y la modalidad de esta clase en la que el 
alum no busca la solución en el campo aditivo tienen características 
análogas; por tal motivo es importante señalar las diferencias entre ellas. 
Mientras que la primera agrupa aquellas actuaciones de los alum nos en las 
cuales se muestra que ellos establecen una relación de tipo "externa" o 
"interna" (en el sentido de Freudenthal, 1983) en forma aditiva poniendo en  
juego todos los datos, en la segunda se observa un com portam iento aditivo 
de "operar por operar". Es decir, en este caso no hay pruebas de la búsqueda 
de relaciones entre los datos, sino que solamente intentan proporcionar una 
solución y el resultado de la operación aditiva que realizan no responde a la 
demanda planteada.
También la clase 2.3.1 "Identificación de una relación multiplicativa", de esta 
subcategoría, se diferencia con la m odadidad de esta clase en la que los 
alumnos resuelven el problema mediante una operación m ultiplicativa, en  
el sentido de que, en este caso, los alumnos no buscan relacionar los datos 
m ultiplicativam ente sino el obtener un resultado m ediante una  
multiplicación o una división con parte de los datos.
Un ejemplo de este tipo de comportamiento, en su m odalidad aditiva, es el 
que se muestra en la figura 2. 63, donde Elena (quinto curso) para hallar una  
solución a la tarea Tazas parece que responde con el resultado de la resta de 
las cantidades que determinan la relación funcional. También puede 
interpretarse que responde con la diferencia 10 - (3+5). En ambos casos opera 
aditivamente con parte de los datos.
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^ 1 4 )  M a ría  q u ie re  h a c e r  un a rro z  al h o rn o  
con la ayuda  d e  su abuela
Por c a d a  tres lazas d e  w to z  pon cinco
que eches en ia cazuela m a s  de caldo
3 tazas de arroz 5 lazas de caldo
Lu ab u ela  ha p re p a ra d o  10 lazas de caldo. 
¿ C u á n ta s  lazas  de a rro z  n ecesita  M a ría ?  
D ib ú ja la s
10 u z a s  de caldo
Figura 2. 63
Otro ejemplo de este comportamiento aditivo es el que se muestra en la 
figura 2.64, donde Blanca (sexto curso) responde a la tarea Rectángulo 
dibujando un rectángulo de dimensiones 16 x 12. Es decir que la longitud del 
lado horizontal del rectángulo que dibuja, 16 unidades, es el resultado de 
operar con dos datos del enunciado, las longitudes de los lados verticales 
dados, 4 y 12.
3) En la cuadrícula dibujamos un rectángulo.
Abajo hemos comenzado a trazar otro rectángulo.
Complétalo.
Tu dibujo debe tenerla misma forma que el nuestro
J.
_i.
Figura 2. 64
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Un ejemplo de comportamiento ubicado en el campo multiplicativo lo 
podemos observar (ver figura 2.65) en la actuación de Fulgencio (quinto 
curso) al resolver la segunda parte de la tarea "Mermeladas". Él responde 
con el resultado del cociente de la división euclídea entre dos datos del 
enunciado.
¿C uintus gramos de fruta 
contiene este frasco?
Explica cómo obtienes la respuesta:
f '- l 'f .U .U id C .------a .v i l
«o •/
mitiiii ii luii
Figura 2.65
CLASE 2.3.4
Operación con el tanto por cien como con una cantidad extensiva
En esta clase ubicaremos las actuaciones de los alumnos en las que al 
resolver un problema en el que hay una expresión relativa, en este caso u n 
tanto por cien, la toman como una cantidad extensiva y operan con ella.
Un ejemplo de esta actuación lo podemos observar en la figura 2.66 donde 
Guillermo (quinto curso) al resolver la primera parte de la tarea Mermeladas 
toma el tanto por ciento como el tercer dato de una cuarta proporcional y 
halla el dato desconocido aplicando la relación multiplicativa asociada a una 
relación interna.
La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruta que 
se utiliza en su elaboración.
Cuanto m is  cantidad de fruta se utilice, m ejor se ri la calidad.
iferw rfads
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La m erm elada de una marca se vende en frascos grandes y 
pequeños.
La m erm elada de los dos frascos de arriba es de la misma calidad. 
En la etiqueta del frasco pequeño se ha borrado el tanto por ciento 
de fruta. Escríbelo tú en el dibujo.
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
el p a j t t H J  pe^a fc T 1.?aJ , L il pnermifa ptu-
Figura 2.66
2.2.3. C a t e g o r í a  3: D e s c o d i f i c a c i ó n  p a r t i c u l a r  d e l  e n u n c i a d o
En esta categoría agrupamos aquellas actuaciones en las que se observa que 
los alumnos al resolver un problema hacen una interpretación de las 
relaciones que se enuncian en el mismo que no corresponden a aquellas que 
intentó comunicar el autor y que se acercan a lo que la mayoría asocia. Estos
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comportamientos guardan relación con los procesos de descodificación y las 
estrategias que usan los estudiantes y las soluciones que dan son coherentes 
con su particular lectura de las expresiones o térm inos contenidos en el 
enunciado.
En el estudio desarrollado en Valencia (1996-97) se cambió el nom bre de esta 
categoría, debido a que la forma anterior "Respuesta pertinente pero 
inducida por la ambigüedad del enunciado" no se consideró idónea como 
descriptor de los comportamientos y actuaciones que agrupa.
Esta categoría se dividió en dos subcategorías, las cuales se describen en los 
párrafos siguientes. No fue necesario subdividirlas en clases.
2.2.3.1. Subcategoría 3.1: Interpretación del enunciado diferente a la esperada
Las actuaciones ubicadas en esta subcategoría se caracterizan por los 
significados particulares que los alumnos les han otorgado a frases o 
vocablos contenidos en los enunciados. Dichos significados les perm ite 
identificar relaciones entre los datos del problema y obtener una solución 
que es pertinente, pero que no se corresponde con la demanda de la tarea.
TAREA Vocablo o frases Interpretación o significado asociado
Trenes ... trenes del mismo largo ... Copiar los dibujos de los trenes tal y 
como aparecen en el enunciado.
Perro ... el doble de su tamaño... El doble de la altura del dibujo del 
perro sobre una cuadrícula.
Perro . . . 2 a l ...
a) Pasar de dos a uno. Es decir, dibujar 
un perro que aparenta la mitad.
b)Dibujar dos figuras: una al doble y 
otra igual.
Rectángulo
... tu dibujo debe tener la misma 
forma que el nuestro...
a)Dibujar un rectángulo sin atender a 
las longitudes de sus lados. Es decir, 
sólo se conserva la forma.
b)Tener la misma área
c)Tenerlo todo igual
Cuadrado ... aquí tienes un lado de un cuadrado 
más grande...
Hacer el lado dado más largo y a partir 
de éste completar el cuadrado.
Muñecos 2/3 ... dos tercios d e ...
a) Aumentar dos unidades tres veces o 
tres unidades dos veces. Es decir 
multiplicar los naturales 2 y 3.
b) Dividir tres entre dos y reducir el 
tamaño de la figura.
Tabla 2.1
La tabla 2.1 contiene un resumen de las tareas en las que frases o vocablos de 
sus enunciados (ver segunda columna) fueron interpretadas con otros 
significados de aquellos esperados por los diferentes investigadores que 
diseñaron los problemas de los diversos estudios realizados en México y
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Valencia sobre esta temática. Las formas de descodificar esas expresiones por 
parte de los alumnos aparece en la tercera columna.
Cabe señalar que con estos significados asociados a esas frase o vocablos la 
actuación de los estudiantes es coherente y en la mayor parte de los casos 
satisfactoria. También es importante mencionar que la edad de los alumnos 
no es un factor asociado a la signación de significados diferentes a los 
esperados. Como puede verse en las interpretaciones asociadas a la tarea 
Muñecos-2/3 algunos estudiantes interpretan la expresión "dos tercios de" 
como una multiplicación de números naturales que entran en juego: 2 y 3. 
Significado que se puede asociar con las dificultades de lectura de los 
números fraccionarios.
En la figura 2.67 se recoge la actuación de Raúl (segundo curso, 96) en la tarea 
Cuadrado. Él dibuja un cuadrado de dimensiones cuatro por cuatro 
unidades. Al parecer interpretó la tarea como hacer un cuadrado de lado 
más grande que el dado como dato para la respuesta, amplió primero este 
lado dado, y a partir de él completó el cuadrado usando la regla.
La actuación de Sonia (quinto curso) en la tarea Muñecos-2/3 se recoge en la 
figura 2.68. Ella interpreta la expresión "dos tercios de" como un cociente 
entre tres y dos, es decir que invierte la fracción. Por ello dibuja un muñeco 
de una unidad y media de altura; escribe a la izquierda de la hoja la división  
en caja.
Aquí lianas uno de tos lados de un cuadrado más grande. 
Dibuja tos lados que le tallan.
—i
Figura 2.67
124
DEL ESQUEMA DE CLASIFICACION
H az otro que tenga dos tercio» de la altura del que has dibujado.
<V<
Figura 2.68
Una interpretación particular de la expresión "2 a 1" puede observarse en la 
actuación de Sonia (quinto curso) al resolver la tarea Perro (ver la figura 
2.69). Parece que ella ha interpretado* dicha expresión como reproducir dos 
imágenes, una al doble y otra igual, aunque en la primera manifiesta tener 
dificultades con los cuadrados unitarios: la cola y la oreja. Podría 
considerarse como asociar a la expresión "2 a l "  como una doble escala, por 
lo que el comportamiento para el estudio se vincula a una interpretación del 
enunciado diferente a la esperada.
4) D ib u ja  al perro  en un a  reproducción  a escala d e  2 a 1 .
1 i i '
i l
1 í
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Figura 2.69
En las figuras 2.70 y 2.71 se pueden observar dos descodificaciones distintas 
del enunciado de la tarea Rectángulo. La primera recoge la actuación de 
Tania (quinto curso) quien interpreta la expresión "tener la misma forma" 
como dibujar igual y por tanto repite todos los datos gráficos. En la segunda 
parece que Javier (sexto curso) interpreta la expresión anterior como tener la 
misma área y por tanto dibuja un rectángulo que tiene 24 unidades de área 
(12x2).
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3) En iz c tu d r íru U  d ibu jam os un rectángulo .
A ba jo  h em o s com enzado  a trazar o tro  rec tángu lo . 
C o m p lé ta lo .
T u  d ib u jo  debe  tener la m ism a form a que el nuestro
3) En la  cuadrícu la  d ib u jam o s u n  rectángulo .
A b a jo  h em o s com enzado a traz a r o tro  re c tán g u lo . 
C o m p lé ta lo .
T u  d ib u jo  debe  tener la m ism a form a q u e  el nu estro
*
Figura 2.70
fcu
■i—i -  —-4-f +
Figura 2.71
2.2.3.2. Subcategoría 3.2: M edición con instrum entos
Se incluyen en esta subcategoría las actuaciones de los alumnos que 
necesitan la utilización de instrumentos de medida para encontrar una 
respuesta al problema que se les propone. Parece que estos alumnos centran 
su atención en el instrumento de medición y sólo consideran una parte de la 
pregunta que se les formula, lo que supone una descodificación particular 
del enunciado propuesto.
Figura 2.72
Como ejemplo de esta actuación (ver figura 2.72) usamos el que incluye 
Gómez (1996, pág 139). En él se observa que Juan Pablo (cuarto grado, 1994) al 
resolver el problema Tesoro parece que asocia las palabras "distancia" y 
"kilómetros" con un procedimiento de medición. Para alcanzar la solución 
Juan Pablo utiliza una regla, mide la distancia entre dos puntos, laguna azul 
y el lugar del tesoro, y da la respuesta haciendo uso de la unidad de medida 
de la regla ("5 centímetros").
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2 .2 .4 . C a t e g o r ía  4: R e spu e st a s  sin g u l a r e s
En esta categoría agrupamos aquellas actuaciones que no es posible incluirlas 
en las otras categorías que ya se han descrito anteriormente, porque sus 
respuestas, si las hay, se vinculan a interpretaciones de la demanda 
impropias o irrelevantes. Ahora bien en algunas de ellas se encuentran 
indicios de las relaciones que pudieran haber establecido los alumnos en la 
información que se les da para contestar a las preguntas que se les hacen y en 
otros no.
Esta categoría se desglosa en tres subcategorías que posteriormente no se han 
subdividido en clases. A continuación describiremos y daremos algún 
ejemplo de cada una de ellas.
2 .2 .4 .1  Subcategoría 4.1: Respuesta identificada, pero no pertinente
Se ubican en esta subcategoría las actuaciones de los alumnos que contestan 
a la demanda de la tarea con una respuesta impropia o irrelevante, de las 
cuales ha sido posible identificar relaciones o interpretaciones utilizadas por 
los estudiantes.
7) Encontramos una galleta mágica Que hace que las cosas crezcan al 
doble de  su tamaño
El perro que está d.buiado se va a comer la galleta mágica.
¿Cóm o quedará el perro después de comerse esa galleta '’
D ibújalo
p p 5 p■t •
0 P
: : :
-  T
+ T \ i - t
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t
Figura 2.73
Un ejemplo de este tipo de actuación se recoge en la figura 2.73, en la que 
Rubén (tercer curso, 96) al resolver la tarea Perro dibuja una imagen 
distorsionada, deja invariantes la cola, la oreja, la cabeza y las patas y pinta el 
tronco con líneas curvas. Al parecer su idea es que como el perro se comió la 
galleta entonces engordó y lo que le ha crecido es la panza.
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2.2.4.2. Subcategoría 4.2: Respuesta no identificada
Se ubican en esta subcategoría las actuaciones de los alumnos en las que 
contestan a la demanda de la tarea con una respuesta en la que no ha sido 
posible identificar relaciones o bien las interpretaciones utilizadas por los 
estudiantes que les condujo a proporcionar una respuesta.
Ejemplos de este comportamiento se han observado en casi todas las tareas. 
En la figuras 2.74 y 2.75, se puede observar las actuaciones de Adam (cuarto 
curso) y de Jana ( quinto )curso, al resolver la tarea Tabla de cambio en sus 
modalidades de segundo y tercer ciclo respectivamente. En ambos casos sus 
actuaciones tienen tantos matices que hace imposible clasificarlas en alguna 
de las clases descritas hasta ahora por lo que se consideran no identificadas.
r  17) T o m is  llegó  con tu s  pad res z I* c iu d a d  belga d r  B ruselzs. 17> T o m is  llegó con su s  pzd res  a U  d u d z d  belg*  de  Bruselas.
Para e n te n d e r  m ejo r los precios, es conven ien te q u e  T o m ís  P*,a  enter' d r r  m c>o r lo* f « c to *  es co n v e n ien te  q u e  T o m is
c o n v ie rta  Ius precios en francos belgas a precios en  pese tas  convierta  los p rec ios  en  francos belgas a prec ios en pese tas
e sp a ñ o la s . esp a ñ o la s .
T o m ís  co m ien z a  a p re p ara rse  un a  lab ia  para llev arla  en  el co m ,e '“ J  » p re p ara rse  u n a  U b la  p a ra  llev a rla  en  el
bolsillo. bolsillo.
C o m p lé ta la . C o m p lé ta la .
FRASCOS
BELGAS
PESETAS
1 M
2 €
3 U  plf
4 '5
5 20 plt
6 U
8 2 0
10
15
16
U )
18 ‘ 0
71 Cfc
72 .X C
75
FRANCOS
BELGAS
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1
t í
3 12 pts
4 16 pU
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6 1 1
8 1 o
10 Q lD
15 Y j
16 %
18 > * >
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75
Si tienes que hacer operaciones. escríbelas: 54 l,en«* <’u* l“ c"  escríbelas:
Figura 2.74 Figura 2.75
2.2.4.3. Subcategoría 4.3: Sin respuesta
Se ubican en esta subcategoría las actuaciones de los alumnos en las que se 
considera que el estudiante no contesta a la demanda de la tarea
Dos comportamientos distintos se incluido en la subcategoría: uno el que 
alumno no da ningún tipo de respuesta y otro en el que el alumno responde 
sin justificar su respuesta, pero la tarea sí lo demanda, y además no deja 
niguna evidencia de cómo ha obtenido la respuesta.
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3.1. INTRODUCCIÓN
En este capítulo describiremos la preparación y elaboración de la prueba de 
lápiz y papel, a la que hicimos referencia en el capítulo primero, que form a 
parte del Modelo de Cognición y Comunicación con el que vamos a elaborar 
el nuevo Modelo Teórico Local en cuya perspectiva se enmarca la 
problemática inicial.
Para ello vamos a describir las distintas tareas que conforman dos versiones 
de un cuestionario que se ha elaborado para llevar a cabo una parte de la 
investigación.
El cuestionario de papel y lápiz diseñado para la investigación que se expone 
en esta memoria tiene dos partes. Una de ellas m antiene una estructura 
similar a una parte de la prueba que se utilizó en los estudios m exicanos 
llevados a cabo en el período 1993-96 (ver Gómez, 1996; Jiménez de la Rosa, 
1996 y Muñoz, 1996) y a la adaptación que de la misma se hizo en Valencia 
(Cerdán, Fernández, Figueras, Gómez y Puig, 1996) para desarrollar una  
indagación equivalente, que permitiera poder comparar los resultados 
obtenidos en México y en Valencia. La otra parte contiene nuevas tareas que 
posibilitan centrar la atención sobre aspectos específicos de algunos de los 
subtemas que son objeto de estudio en este trabajo: densidad, com paración 
de razones, tanto por ciento y proporcionalidad.
En los Anexos 1.1, 1.2 y 1.3 aparecen las versiones de los cuestionarios 
empleados en las tres investigaciones.
Este instrum ento de recolección de datos está organizado en cuatro bloques 
de tareas. Estos cuatro bloques son:
• Escalas,
• Densidad,
• Comparación de razones y tanto por ciento, y
• Valor perdido y proporcionalidad.
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3.2. PRUEBA PILOTO
Con el fin de validar cuestionario y estimar su tamaño, se diseñó una  
prueba piloto formada por diecisiete preguntas con dos versiones; una para 
alumnos de segundo ciclo y otra para los del tercero. La prueba piloto se pasó 
de la siguiente manera: el día 18 de abril de 1998 a Marta alum na del sexto 
curso de un  Colegio Público de Bétera (Valencia), el día 22 de abril de 1998 a 
ocho estudiantes del tercer curso de primaria y a seis del quinto curso del 
Colegio Público "M anuel González Martí" de Benifaraig (Valencia) y el día 
24 de abril de 1998 a seis estudiantes del sexto curso de primaria del Colegio 
Público "Miquel Adlert" de Valencia.
En esta prueba piloto se incluyeron:
• tareas del cuestionario mexicano adaptadas a aspectos y expresiones 
familiares de los estudiantes de la ciudad de Valencia: del bloque Escalas 
(Fotografía y Muñecos) y del de Valor perdido (Tazas de arroz);
• problemas empleados en los estudios mencionados anteriorm ente, los 
cuales fueron modificados para eliminar distractores y favorecer el 
análisis de las actuaciones de los alumnos: de Escalas (Rectángulo) y de 
Densidad (Patios iguales y Patios distintos), y
• tareas diseñadas ex profeso para esta investigación: de Escalas (Barcos), de 
Densidad (Razones iguales, Razones distintas, Repoblación de bosques y 
Aparcamientos), de Comparación de razones y tanto por ciento 
(Bocadillos, Semáforo del aparcamiento y Mermeladas) y de V alor 
perdido y proporcionalidad (Caramelos, Tendederos y Tablas de cambio).
Como la mayoría de los estudiantes realizó la prueba aproxim adam ente en  
una hora y no m anifestaron síntomas de cansancio, se consideró que el 
tamaño de la misma, diecisiete preguntas, era adecuado.
Una vez analizadas las actuaciones de los alumnos en la prueba piloto se 
creyó oportuno desestimar (para la versión final del cuestionario de lápiz y 
papel) algunas tareas y sustituirlas por otras, puestas a prueba en las 
investigaciones citadas, o reformar alguna de éstas de forma que el tam año 
del cuestionario fuera el mencionado anteriormente.
A continuación se describen de forma breve, tanto las preguntas como las 
razones que condujeron a eliminar o reformar algunas de las tareas de este 
primer instrum ento de recogida de datos.
En el bloque Escalas se incluía la tarea llamada que aparece en la figuras 3.1. 
De las actuaciones de los alumnos se observó que la pregunta contiene u n 
distractor en su diseño: en la segunda viñeta el dibujo no sigue la línea de 
puntos. Esta situación promovía que la mayoría de estudiantes centraran su 
atención en parte del enunciado, en este caso en la información gráfica, y
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respondieran que el dibujo que está mal es el de la viñeta citada. Se eliminó  
por tanto del cuestionario; pero, pese a estas características, se consideró una 
tarea interesante para un protocolo de entrevista con enseñanza en el tema 
de escalas, el cual se describe en el capitulo 4. En una entrevista se podría 
conseguir que el alumno centrara su atención en la comparación de los 
tamaños de las figuras y no únicamente en la manera en la que están 
dibujadas.
i
Observa los dibujos que hay aniba.
El que lo» ha hecho quería dibujar el mismo barco a escalas 
diferentes. Uno de los dibujos le ha salido mal.
D i cuál e s ._____________________
¿En qué te fijaste para saberlo? ________________________
Figura 3.1
En las tareas denominadas Aparcamientos (ver las figuras 3.2 y 3.3), 
diseñadas para el bloque Densidad, los estudiantes tuvieron poco éxito. La 
mayoría comparó cantidades de la misma especie (clase 2.2.3), bien 
comparando las cantidades de coches bien comparando el número de plazas 
vacías, en consecuencia se consideró que, al tener los alumnos un mismo 
tipo de actuación, no eran discriminatorias.
131
P r e c u r s o r e s  d e l  r a z o n a m i e n t o  p r o p o r c io n a l
APARCAMIENTO A A PA RC A M IEN TO  B
D , CB¡ S E
" □ a B = > 3 E a s
flnp 3 U  C B S E .
a z )
gEb! & D 223 E B j£ = T
E D
3 j B' a s d s  a s
g —i s e é B RGB
’ ÍE b S E
CEB
¿Cual da los dos aparcamientos de coches crees que está más lleno?
Explica la respuesta:
Figura 3.2
APARCAMIENTOS APARCAMIENTO B
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¿Ccud de loe apareamientos de cochee cree* que está más Uervo? 
Explica la respuesta:
Figura 3.3
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Estas preguntas se eliminaron del cuestionario, pero se estimaron adecuadas 
para incluirlas en un protocolo de entrevista con enseñanza en el tema 
densidad de forma que completándolas con un problema más sencillo 
constituyeran una serie de tareas sobre aparcamientos que favoreciera el 
aprendizaje de los alumnos y los ayudara a resolverlos satisfactoriamente. 
Dicha serie está desarrollada en el capítulo siguiente.
En el bloque Comparación de razones y tanto por ciento los estudiantes 
tuvieron bastantes dificultades en la resolución de la tarea denominada 
Semáforo del aparcamiento; ésta se muestra en la figura 3.4. Por una parte al 
contestar a la cuestión a), tal vez por la formulación de la pregunta, muchos 
se centraron en la comparación de cantidades de la misma especie (el 
número de plazas ocupadas); por otra, la información gráfica contenida en el 
enunciado actuó como un distractor, pues la formulación de la pregunta en 
el apartado b) y el hecho de que los dos indicadores de luz estuvieran en 
blanco les resultó contradictorio.
Algunos aparcamiento* He roche* indican a sus clientes lo llenos que eslin. 
Cuando se llena el 90% de las plazas se enciende una luz roja en la entrada y 
se retrasa el acceso de mis coches para evitar el exceso de tráfico «n «1 
aparcamiento.
Aparcamiento A
Total de plazas 1 2UU
Plazas ocupadas 183
Indicador de luz O
Aparcamiento B
Total de plazas 300
Plazas ocupadas | 255
Indicador de luz O
a) ¿Cuál de los dos aparcamientos está mis Heno? 
Rxplira tu respuesta:
b) ¿Tiene la luz encendida alguno de los aparcamientos? 
Explica tu respuesta:
Figura 3.4
Se eliminó esta tarea del cuestionario y para incorporarla como parte de u n 
protocolo de entrevista con enseñanza fue necesario modificar la manera de 
formularla. Primero introducir el término "relativamente" en la cuestión 
del apartado a), con lo cual se piensa que se hace más clara la pregunta, y
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segundo reformular la cuestión b) en la forma: ¿Crees que debe tener la luz 
encendida alguno de los aparcamientos?
Para este mismo bloque de tareas se diseñó el problema denominado 
Mermeladas del que se presentaron dos versiones, una para cada ciclo. Estas 
dos modalidades se muestran en las figuras 3.5 ( versión segundo ciclo) y 3.6 
(versión tercer ciclo). Como puede observarse en ellas la actividad para los 
alumnos de segundo ciclo tiene dos apartados y la de tercero contiene los dos 
anteriores y un tercero.
El primer apartado de la tarea resultó no ser diferenciador para los alumnos 
del tercer ciclo, ya que todos respondieron satisfactoriamente. El segundo 
resultó muy difícil para los alumnos del segundo ciclo, pues el tanto por 
ciento de forma explícita aparece en quinto curso, tanto en el currículo de 
Matemáticas como en el de Ciencias Sociales. Por tanto se consideró 
conveniente usar en el cuestionario dos actividades distintas a las 
presentadas en la prueba piloto, una estaría constituida únicamente por el 
primer apartado de la tareas, y se incorporaría a la versión del cuestionario 
para los alumnos de segundo ciclo, y la otra estaría conformada por el 
segundo y tercer apartado de la tarea de tercer ciclo, y se incorporaría a la 
versión del cuestionario para alumnos de dicho ciclo.
La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruta que se utiliza 
en su elaboración. Mientras más cantidad de fruta se utilice, mejor será la 
calidad. '
a)
Compara las calidades 
de las mermeladas que 
rnntlenen los tr*$ frascos.
Explica la respuesta.
tí
La mermelada de una marca se vende en 
frascos grandes y pcqucflos-La mermelada 
de estos dos frascos es de la misma calidad. 
En la etiqueta del frasco pequeño se ha 
borrado el tanto por ciento de fruta. 
Escríbelo tú en el dibujo.
Explica tu respuesta:
MafeátMi
0 0  V *
cmIi iHi Ii Irá)
Figura 3.5
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Otras consideraciones se han tenido en cuenta respecto a las tareas llamadas 
Repoblación de bosques, Bocadillos y Muñecos. Empero debido a que éstas 
forman parte del cuestionario final, al describirlas en la siguiente sección del 
capítulo se harán los comentarios correspondientes sobre los cambios de los 
enunciados y las dificultades enfrentadas por los estudiantes que 
participararon en la prueba piloto.
La calidad de urus mermelada depende de la cantidad de fruta que se utiliza 
en cu elaboración. Mientras más cantidad de fruta »c utilice, mejor será la 
calidad.
Compar» las calidades 
de las mermeladas que 
contienen los tres frascos.
Explica la respuesta:
tí
La mermelada de una marca se vende en 
frascos grandes y pequeños.La mermelada 
de estos dos frascos es de la misma calidad. 
En la etiqueta del fraarn pequefin m> ha 
borrado el tanto por denlo de fruta. 
Escríbelo tú en el dibujo.
Explica tu respuesta:
/•«wira
co "/•
tiiitilii li (iiii
d
¿Cuántos gramos de fruta contiene este frasco?
Explica como obtienes la respuesta:
CO %
(lllll'illil lll’J
Figura 3.6
3.3. EL CUESTIONARIO
El cuestionario como ya se ha mencionado antes se ha confeccionado en dos 
versiones, una para el segundo ciclo de la enseñanza primaria y otra para el 
tercero. Estas no tienen grandes diferencias entre sí ya que en la mayoría de 
los casos o se proponen las mismas preguntas a los alumnos de los dos ciclos 
o se conserva el mismo tipo de estructura en ellas.
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DISTRIBUCIÓN DE TAREAS EN EL CUESTIONARIO
SEGUNDO CICLO TERCER CICLO
ESCALAS
Fotografía Fotografía
Muñecos (1/2) Muñecos (1/4)
Muñecos (x3) Muñecos (2/3)
Rectángulo Rectángulo
Perro Perro
DENSIDAD
Patios iguales Patios iguales
Patios distintos Patios distintos
Patios (Razones iguales) Patios (Razones iguales)
Patios (Razones distintas) Patios (Razones distintas)
Repoblación de bosques Repoblación de bosques
COMPARACIÓN DE RAZONES Y TANTO POR CIENTO
Bocadillos a) y b) Bocadillos a) y b)
Mermeladas Mermeladas a) y b)
Refresco de limón Refresco de limón
Refresco de naranja Comunidad Valenciana
VALOR PERDIDO Y PROPORCIONALIDAD
Tazas Tazas
Caramelos Caramelos
Tendederos Tendederos
Tabla de cambio-1 Tabla de cambio-2
Tabla 3.1
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Sin embargo en las preguntas del tercer ciclo caso hay variaciones en cuanto 
al escenario, al orden de m agnitud o tipo de los núm eros en juego y a las 
relaciones entre las cantidades, o a las formas de expresión simbólica. En 
m uy pocos casos hay tareas que se form ulan sólo a los estudiantes de u n  
ciclo.
En la tabla 3.1 se muestra la distribución de las tareas en ambas versiones del 
cuestionario, los nombres asignados a ellas sirven de referencia tanto en la 
descripción de las características y los propósitos que sé persiguen con su 
aplicación, como de las actuaciones de los niños al resolverlas.
Para aplicar el cuestionario, en el curso 1997-98, se ha seleccionado, al azar, 
un grupo de cada uno de los cursos del segundo y tercer ciclos de enseñanza 
primaria del Colegio Público de Prácticas de Valencia.
La prueba se ha diseñado para administrarla a todos los estudiantes del 
grupo en su aula y en horario normal de clase; las caracacterísticas específicas 
y otros detalles de la aplicación de la prueba se han descrito en el capítulo 
prim ero.
3.4. DESCRIPCIÓN DE LAS TAREAS
A continuación se describen ampliamente las tareas que conforman las dos 
versiones definitivas del cuestionario, así como otros aspectos de ellas 
relacionados con los distintos componentes del Modelo Teórico Local.
Cada versión del cuestionario consta de diecisiete tareas que están agrupadas 
en cuatro bloques de acuerdo con los subtemas que se han considerado 
objetos de estudio. Para cada uno de ellos se m uestran a continuación las 
preguntas que los conforman, tal y como fueron incluidas en el diseño final 
aplicado a los estudiantes de segundo y de tercer ciclo.
3.4.1. T a r e a s  d e l  b l o q u e  E s c a l a s
En este bloque se han incluido cuatro tareas. Dos que son comunes para los 
alum nos de los dos ciclos: Fotografía y Rectángulo. Una con dos 
m odalidades que tienen una pequeña diferencia en el enunciado según 
corresponda a la versión del cuestionario: Perro con la expresión doble y 
Perro con la expresión 2 a 1. Y otra, la tarea Muñecos, con dos m odalidades, 
una en cada versión, y dos apartados en cada una de ellas. En este caso 
existen diferencias que son más significativas.
Fotografía
La figura 3.7 contiene la tarea denominada Fotografía que corresponde a la 
prim era pregunta en ambas versiones del cuestionario. Como puede 
observarse se pide escoger entre cuatro dibujos contenidos en un sobre (las 
cuales aparecen en el lado derecho de la figura citada), aquél que se
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corresponde con una reproducción a escala del dado en el enunciado; por lo 
que su resolución requiere una comparación cualitativa de escalas.
El propósito de esta pregunta es identificar cómo hacen los niños la 
comparación y el razonamiento que usan para la elección de la imagen 
respuesta. Por ejemplo, escogen un dibujo y se dan cuenta de que hay 
modificaciones estructurales que violan la semejanza de la imagen, no se 
conserva la razón interna, y desechan el dibujo y así sucesivamente con los 
otros dibujos o comparan globalmente los elementos de ambos dibujos (el 
dado y el escogido) con expresiones del tipo "todo es igual" en el sentido de 
que lo que es m utuam ente igual en el original es m utuam ente igual en la 
imagen.
Freudenthal (1983) comenta que los niños actúan de esta forma desde edad 
temprana aunque están todavía muy lejos de la semejanza como objeto 
mental, y mucho más como concepto.
1) O bM rvjIoi dibujo* que lu y en  el «obre.
l 'ega  «I que •* un» fotografía del «¡guíenle dibtij*
¿ tn  que te tu» liyido jur» etcoget U to to g u iu ?
Figura 3.7
En el estudio mexicano los alumnos para resolver esta tarea debían escoger 
entre tres viñetas, entonces se podía responder con éxito por exclusión y n o 
se favorecía la comparación de componentes similares del dibujo en las 
viñetas correspondientes. Para evitar este comportamiento y la dificultad 
por parte del investigador para identificar la actuación del alumno, se ha 
introducido en el diseño una variación respecto a la tarea incluida en el 
mencionado estudio. En aquella el único elemento que estaba claramente
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deformado era el libro en dos de las viñetas, en este caso se le añade una 
viñeta más en la que el elemento que se ha deformado es la cabeza del niño.
M u ñ e c o s
En esta actividad se requiere reproducir una figura a escala de otra dada, con 
información pictórica y código gráfico. El factor de proporcionalidad está 
explícito en el enunciado, también puede considerarse como un problema 
de valor perdido. Tiene dos modalidades, una para cada ciclo, y en cada una 
de ellas, hay dos preguntas.
2) G loria está haciendo m uñecos de alam bre.
Usa bolones para saber de qué tamaño son.
El primero, que mide cuatro botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la mitad del primero. D ibújala
D ibuja  otro que tenga el triple de altura del que d ibu jó  Gloria
•
1
Figura 3.8
Tal como se dijo al comentar las tareas en la prueba piloto se han 
introducido pequeñas modificaciones respecto de las tareas Muñecos que se 
diseñaron en el estudio mexicano, ya que en el segundo apartado la figura de 
referencia podía ser el muñeco original o el muñeco dibujado y además los 
niños tenían dificultades para ubicar la respuesta. Para ello se han dibujado 
dos tramas horizontales en las que los niños harán sus dibujos respuesta. 
Además se han modificado las preguntas que se formulaban en el segundo
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apartado de la tarea en el siguiente sentido: En el cuestionario de segundo 
ciclo la pregunta "Haz otro que tenga el triple de altura" se ha cambiado por 
"Dibuja otro que tenga el triple de altura del que dibujó Gloria" y en el de 
tercer ciclo la pregunta "Haz otro que tenga dos tercios de altura del m uñeco 
que dibujaste" se ha cambiado por la pregunta "Haz otro que tenga dos 
tercios de altura del muñeco que has dibujado".
2} Gloria está haciendo muñecos de alambre.
Usa botones para saber de qué tamaño son.
El primero, que mide doce botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la cuarta parte del primero. Dibújalo.
) (  A
) X
•)
•j y
•) /  \0 /  \
•)
’J r~ .
Haz otro que tenga dos tercios de la altura del que has dibujado.
Figura 3.9
La modalidad aplicada en el segundo ciclo aparece en la figura 3.8; esta tarea 
consta de dos partes:
Apartado a) En esta parte la figura original del muñeco de alambre tiene 4 
unidades de altura y el factor es un medio el cual aparece en el texto con la 
expresión coloquial "la mitad".
Apartado b) La segunda parte de la tarea corresponde a un factor de escala 
"x3", que como puede verse en el texto se expresa usando el térm ino 
equivalente "triple". La figura de referencia es el muñeco original que 
dibujó Gloria, aunque hay alumnos que toman como referencia el m uñeco
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que han dibujado previamente, tal vez por falta de atención en la lectura de 
la pregunta.
La m odalidad aplicada en el tercer ciclo aparece en la figura 3.9; tam bién 
consta de dos partes:
Apartado a) En la primera la figura original del muñeco de alambre tiene 12 
unidades de altura y el factor de escala es un cuarto. Este factor está 
expresado en el texto como "la cuarta parte de".
Apartado b) En la segunda el factor de escala se da m ediante la expresión 
"dos tercios" y la figura de referencia es el muñeco que el estudiante ha 
dibujado previamente como respuesta al apartado anterior.
La modalidad de la pregunta para el tercer ciclo tiene mayor dificultad que la 
del segundo. Así en los primeros apartados el factor de proporcionalidad que 
se considera se puede representar mediante una fracción unitaria (1/2 en 
segundo ciclo y 1/4 en tercero) y en los segundos apartados el factor que se 
explicita se corresponde a uno entero (tres) en el segundo ciclo y a una 
fracción no unitaria (2/3) en el tercero. De acuerdo con lo reseñado en la 
revisión de la literatura que se hizo en el capítulo primero, los niños tienen  
menos o más dificultades al ampliar o reducir una figura usando factores de 
escala si éstos son: doble-mitad, enteros, fracciones unitarias, fracciones no  
unitarias.
Rectángulo
Esta tarea aparece en la figura 3.10 y se propone de forma análoga en las dos 
versiones del cuestionario. En ella se requiere reproducir una figura 
bidim ensional a escala de otra dada, completando la figura a partir de u n  
lado conocido. Se ubica en un contexto geométrico, retícula cuadricular, y 
corresponde a una pareja de E-constructos (en terminología de Freudenthal, 
1983; ver el capítulo primero) donde el factor de proporcionalidad 
correspondiente a la relación funcional externa y la razón interna se dan 
implícitam ente en el enunciado. También puede considerarse como u n  
problema de valor perdido donde el dato desconocido es la longitud del lado 
horizontal del rectángulo que hay que completar.
Si el alum no fija su atención en la relación externa, la tarea tiene dos 
soluciones, una en la que el alumno relaciona la longitud del lado de cuatro 
unidades con la del lado de doce unidades y la solución que encuentra es u n  
rectángulo de dimensiones 12x18, y otra en la que el alum no relaciona la 
dim ensión del lado de seis unidades con la del lado de doce unidades y la 
solución que encuentra es un rectángulo de dimensiones 12x8.
Otra estrategia que el alum no podría desarrollar para encontrar la solución 
es que se fijara en conservar las relaciones internas, 4 : 6 :: 12 : 18 en un caso
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o bien 4 : 6 :: 8 : 12 en el otro. Este comportamiento favorece que algunos 
alumnos desarrollen estrategias erróneas de tipo aditivo.
Para futuros estudios el diseño de la tarea podría mejorarse añadiendo una 
cuestión en la que se pregunte cómo ha obtenido la solución. Esto 
favorecería el análisis de las actuaciones de los alumnos ya que no se puede 
saber si la han resuelto aplicando la relación externa o intentando conservar 
la relación interna con la mera respuesta mediante un dibujo.
Con el fin de evitar lo ocurrido en la investigación desarrollada en Valencia 
en el periodo 1996-97, donde la mayoría de los alumnos del sexto curso de 
primaria dibujaron un rectángulo simétrico al dado tomando como eje de 
simetría el lado de la figura que debían completar, se ha introducido una 
modificación respecto a la tarea original diseñada en los estudios mexicanos 
para alumnos del tercer ciclo. Esta modificación es: el lado dado para 
completar la figura se ha desplazado hacia abajo. El efecto ha sido notable 
pues mientras en la investigación citada 6 de 10 alumnos de sexto de 
primaria tuvo dicho comportamiento -predominio de una parte del 
enunciado gráfico con centramiento sobre la simetría (clase 2.2.6)-, ningún  
alumno de 20 de sexto de primaria la ha tenido en la investigación que se 
describe en esta memoria.
3) En la cuadrícula dibujamos un rectángulo.
Abajo hemos comenzado a trazar otro rectángulo. 
Complétalo.
Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro
Figura 3.10
Perro
En esta tarea se requiere que el alumno reproduzca una figura a escala de 
otra dada en un contexto gráfico bidimensional, retícula, centrándose en la 
altura y anchura. Corresponde a una pareja de S-constructos, donde la 
relación funcional entre ellos se formula de forma explícita en el enunciado.
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Se plantea en dos versiones, una para cada ciclo, con una pequeña diferencia 
entre ellas. La modalidad aplicada en el segundo ciclo aparece en la figura 
3.11. En el enunciado de esta tarea la relación funcional viene expresada en 
la forma verbal "doble". En la versión para esta investigación se ha 
introducido una pequeña modificación en el enunciado de la tarea respecto 
del de las anteriores investigaciones citadas, se ha sustituido la expresión "al 
doble de su tamaño" por la expresión "al doble en todas sus dimensiones", 
esta modificación de ha hecho con el fin de evitar, en la medida de lo 
posible, que los alumnos asocien el tamaño a la superficie y dibujen el doble 
de una figura doblando su área. Por ejemplo, cuando hallan la figura 
correspondiente a un cuadrado unitario, dibujan un rectángulo de 
dimensiones 2x1 o 1x2 que tiene el doble de área.
4) Encontramos una galleta mágica que hace que todas las 
cosas crezcan al doble en todas sus dimensiones.
El perro que está dibujado se va a comer la galleta mágica. 
¿Cómo quedará el perro después de comerse esa galleta?
Dibújalo
Figura 3.11
La pregunta correspondiente a la versión del cuestionario de tercer ciclo 
aparece en la figura 3.12; en ella se formula la relación externa mediante la 
siguiente expresión técnica-simbólica: escala de 2 a 1. Esta forma de enunciar 
la relación funcional hace que algunos niños la interpreten como "lo que 
vale dos ha de valer uno".
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4) Dibuja al perro en una reproducción a escala de 2 a 1 .
Figura 3.12 
3.4.2. T a r e a s  d e l  b l o q u e  D e n s i d a d
Este bloque está conformado por cinco tareas que son las mismas en las dos 
versiones del cuestionario.
A partir de las dos tareas que se diseñaron en los estudios mexicanos 
relacionadas con la densidad (las denominadas Piso a) y Piso b), ver el Anexo
1.1.) y de las ideas que hay en el proyecto "Matemáticas en contexto" (1994) y 
en los textos escolares de Ciencias Sociales del tercer ciclo de educación 
primaria en España se ha confeccionado una serie de problemas de la que se 
han seleccionado unos para el cuestionario y otros para el diseño de los 
protocolos de entrevista con enseñanza.
En el contexto de niños jugando a la pelota en un patio con una pregunta 
del tipo: ¿dónde jugarán más apretados? se diseña la subserie de cuatro 
tareas de comparación de razones denominada Patios. Ésta se inicia con dos 
problemas en los que se mantiene constante una de las cantidades: en el 
primero los consecuentes (superficie) son iguales y en el segundo los 
antecedentes (número de niños) son iguales. En los dos siguientes las cuatro 
cantidades son distintas pero las razones son iguales en uno y distintas en el 
otro.
144
DEL CUESTIONARIO
Introduciendo la palabra técnica "densidad" en el enunciado se h an  
diseñado varios problemas en dos contextos distintos: Densidad de tráfico y 
Repoblación de bosques.
La subserie de problemas Densidad de tráfico m antiene una estructura 
similar a la denom inada Patios, pues la información es gráfica, la situación 
es dinámica -circulación de coches-, la pregunta es del mismo tipo -¿dónde  
circularán más apretados?- y las variaciones de las cantidades similares.
En el problema Repoblación de bosques hay una doble discretización de la 
superficie (parcelas y unidades de superficie en cada parcela), la situación es 
estática y la pregunta es del tipo ¿qué bosque será más espeso o denso?
Combinando la información gráfica con la numérica se diseña otra subserie 
de problemas que se denomina Iluminación. En los problemas que hay en  
ella la situación es estática, las cantidades en juego son distintas, las razones 
son iguales. Unos se diferencian de otros en el tamaño de las cantidades.
Finalmente, incluyendo dos problemas de los que se desestim aron en la 
prueba piloto, una subserie de tres problemas que denom inam os 
Aparcamientos. En ella la situación es estática -los coches no se m u e v e n -, 
las cuatro cantidades en juego son distintas y las razones que se com paran 
son iguales. La variación de un problema a otro está, en un caso, en el 
tamaño de las cantidades en juego y en el otro, en la razón que se considera, 
en el tamaño de las cantidades y en la disposición de los coches en la 
información gráfica. La pregunta en la serie Aparcamientos es del tipo: ¿qué 
aparcamiento crees que está más lleno?
Con el fin de tener en el cuestionario un conjunto más amplio de 
fenómenos en los que está implícita la noción de densidad se ha extendido 
la serie de dos tareas que había en los cuestionarios de las investigaciones de 
México y Valencia a una serie de cinco, elegidas entre toda la serie anterior 
de problemas densidad.
Las características de cada una de ellas se pueden ver de forma resum ida en 
la tabla 3.2. La prim era fila contiene las denominaciones de los problemas; el 
orden de las tareas de la serie Patios se corresponde con el que aparecen en el 
cuestionario que se les da a los alumnos.
Las cuatro prim eras tareas que se han elegido para este bloque, que 
constituyen la serie Patios, se han construido a partir de las dos que se 
diseñaron para el estudio mexicano. En éste se había tomado como m odelo 
las de Fiol y Fortuny (1990), en las que se representaban unos peces en u n a  
pecera con representación plana, el área de esta representación se mostraba 
discretizada en unidades de superficie y la pregunta era del tipo: ¿dónde 
están más apretados?
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Tabla de las tareas del bloque Densidad
Problemas Patios
iguales
Patios
distintos
Patios 
raz. iguales
Patios 
raz. distintas
Repoblación 
de bosques
Antecedentes Distintos Iguales Distintos Distintos Distintos
Consecuentes Iguales Distintos Distintos Distintos Distintos
Razones Distintas Distintas Iguales Distintas Iguales
Números 4:9 vs 6:9 6:9 vs 6:12 6:12 vs 8:16 3:9 vs 6:12 6:2 vs 9 :3
Contexto DINÁMICO 
Jugar a la 
pelota
DINÁMICO 
Jugar a la 
pelota
DINÁMICO 
Jugar a la 
pelota
DINÁMICO 
Jugar a la 
pelota
ESTÁTICO
Árboles
plantados
Discretización SIMPLE 
Unid, área
SIMPLE 
Unid, área
SIMPLE 
Unid, área
SIMPLE 
Unid, área
DOBLE 
Parcelas y 
Unid, área
Uso de 
términos 
técnicos
NO
"más
apretados"
NO
"más
apretados"
NO
"más
apretados"
NO
"más
apretados"
Sí
"más denso"
Tabla 3.2
En la validación interna que de la primera versión del cuestionario de lápiz 
y papel se hizo en México, a instancias del Dr. Pluvinage, se modificó el 
referente espacial de dichas tareas y el contexto de las mismas. De una  
situación dinámica en un volumen (peces nadando en una pecera) se pasó a 
otra estática en el plano (niños ubicados en el aula de una clase). La 
superficie, suelo del aula, se discretizó en unidades cuadradas y la posición 
de los niños se representó mediante cruces pintadas en el suelo. La pregunta 
era del mismo tipo que la anterior: ¿En qué aula están más apretados? Todo 
ello con el fin de evitar el falso concreto que se presentaba al representar u n  
volumen (pecera) m ediante una cuadrícula plana (Jiménez de la Rosa, 1996).
Las actuaciones de los alumnos mexicanos frente a estas dos tareas no se 
analizaron; un prim er análisis de las respuestas de los niños se hizo en la 
investigación de Valencia en 1996 y 1997. En él se vio que la inform ación 
gráfica actuaba como un distractor, ya que muchos alumnos respondían sólo 
en función de la proximidad de las cruces o de las figuras de los n iños, 
interpretando entonces que donde están más "juntos" están más apretados. 
Este fenómeno se denominó "efecto autobús" (ver nota al final del capítulo). 
Con el fin de eliminar o paliar este problema se ha cambiado la inform ación 
gráfica, no se representan las posiciones de los niños en la cuadrícula 
mediante cruces, y se ha modificado el contexto en el que se diseña la tarea. 
Además se cambia la pregunta de tipo estático ¿dónde están más apretados? 
por otra de tipo dinámico ¿donde jugarán más apretados?
146
DEL CUESTIONARIO
5) En el colegio es la hora del recreo. Los niños de la dase de Luis 
y  de la clase de Fablo van a salir a jugar al patio.
Cada d a se  tiene un campo para jugar a la pelota.
(-AMfU Ut JUbGO 
DE LA CLASE DELÜIS
I I
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE PABLO
a)¿Fn qué campo jugarán m is  apretados los niños, en el de la clase 
de Luis o en el de la clase de Pablo?
b)¿Qué t« ha hecho deddir que los niños jugarán más apretados?
Figura 3.13
Densidad; patios iguales
Esta es la primera tarea del bloque (ver la figura 3.13); el problema 
corresponde a una variación en una cantidad discreta ubicada en una 
superficie cuya área se mantiene constante y se plantea de forma análoga 
para los dos ciclos.
La tarea se presenta como un par de exposiciones y la relación entre ellas (en 
la terminologís de Freudenthal (1983); ver el capítulo primero). Se requiere 
que el alumno verifique la desigualdad de dos razones externas no unitarias 
y que determine cuál es la mayor como respuesta a una pregunta de tipo 
cualitativo.
El enunciado plantea un problema de comparación de densidades, 
relaciones entre cantidad y superficie, que no contiene datos numéricos, 
éstos se presentan en forma pictórica con un código y su clave.
Las dos razones tienen los consecuentes iguales por lo que para su 
comparación es suficiente comparar los antecedentes y argumentar con un 
razonamiento de tipo directo. Esto hace necesario que para analizar las
NIÑ OS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
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actuaciones de los alumnos al resolver esta tarea y distinguir si únicam ente 
están comparando cantidades de la misma especie se busque la coherencia de 
su comportam iento al resolver esta tarea con el que tiene al resolver la 
siguiente del bloque Densidad. En ésta los antecedentes de las razones son 
iguales y los consecuentes distintos y el razonam iento que ha de hacer es de 
tipo inverso.
Densidad; patios distintos
Esta es la segunda tarea del bloque de densidad, se m uestra en la figura 3.14; 
el problema corresponde a una variación en las áreas de una superficie 
donde se ubican unas cantidades discretas que se m antienen constantes. Se 
plantea de forma análoga para los dos ciclos.
Las dos razones tienen los antecedentes iguales por lo que para su 
comparación es suficiente comparar los consecuentes y argum entar con u n  
razonam iento de tipo inverso. Al igual que en la tarea anterior se hace 
necesario que, para analizar las actuaciones de los alum nos al resolver esta 
tarea, se busque la coherencia entre su actuación al resolver esta pregunta y 
la que tiene al resolver la anterior.
6) En el colegio es la hora del recreo. Los niños de la dase de Ana 
y de la dase de Rosa van a salir a Jugar al patio. Cada clase 
tiene un campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE ANA
NINOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
T--------
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE ROSA
NINOS QUE JUEGAN 
A  LA PELOTA
a) ¿En qué campo jugarin más apretados los niños, en el de la dase 
de Ana o en el de la clase de Rosa?
b) ¿Qué te ha hecho deddlr que los niños Jugarin mas apretados?
Figura 3.14
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D ensidad; razones iguales
La tarea aparece en la figura 3.15 y corresponde a una variación en las áreas 
de una superficie donde se ubican unas cantidades discretas que también 
varían. Para resolver el problema se requiere que el alumno verifique la 
igualdad de dos razones externas no unitarias como respuesta a una 
pregunta de tipo cualitativo. Se plantea de forma análoga para los dos ciclos.
En la solución es necesario que el alumno relacione todas las cantidades en
juego, no es suficiente con que compare los antecedentes o que compare los 
consecuentes. Hay alumnos que relacionan las cuatro cantidades pero que 
desarrollan estrategias incorrectas. Unos comparan las diferencias entre el 
consecuente y el antecedente de cada una de las razones, es decir, que 
desarrollan estrategias de tipo aditivo y deciden en función de dicha 
comparación. Otros desarrollan estrategias de compensación cualitativa del 
tipo "más de una cantidad puede compersarse o no con más de la otra 
cantidad" y deciden en función de dicha compensación con la igualdad o la 
desigualdad de razones (ver en el capítulo segundo la descripción de las 
clases 143 y 145).
7) En el colegio es la hora del recreo. Los niños de la clase de María y
de la clase de Juan van a salir a jugar al patio. Cada clase tiene un 
cam po para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
D E LA CLASE DE MARIA
T
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE JUAN
i i iI I IJt------ f----- _¡_-----
I I I
a)¿En qué campo jugarán más apretados los niños, en el de la clase 
de María o en el de la clase de Juan?
b)¿Qué te ha hecho decidir que los niños jugarán m is  apretado»?
Figura 3.15
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
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Para analizar las actuaciones de los alumnos al resolver esta tarea no es 
necesario ligarla directamente con otra, como ocurría con las dos primeras 
tareas del bloque de densidad.
D ensidad; razones d istin tas
El problema aparece en la figura 3.16 y como en el caso anterior corresponde 
a una variación en las áreas de una superficie donde se ubican unas 
cantidades discretas que también varían. Para resolver el problema, que se 
presenta como un par de exposiciones y la relación entre ellas, se requiere 
que el alumno verifique la desigualdad de dos razones externas no unitarias 
como respuesta a una pregunta de tipo cualitativo. Se plantea de forma 
análoga para los dos ciclos.
Al igual que en la tarea anterior es necesario que el alumno relacione todas 
las cantidades en juego. También en este caso algunos alumnos desarrollan 
estrategias de tipo aditivo al comparar razones y otros de compensación 
cualitativa.
8) En el colegio es la hora del recreo. Los niños de la clase de 
Marta y de la clase de M iguel van a salir a jugar al patio. 
Cada clase tiene un campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARTA
NIÑOS UUb JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
NIÑUS OUb JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué campo jugaran más apretados los niños, en el de la clase 
de Marta o en el de la clase de Miguel?
b)¿Qu¿ te ha hecho decidir que los niños jugaran más apretados?
Figura 3.16
150
DEL CUESTIONARIO
Repoblación de bosques
Esta tarea, que se puede observar en la figura 3.17, corresponde al bloque 
Densidad aunque no pertenece a la misma serie de problemas que las cuatro 
anteriores. En ella se ha variado el contexto y la dinámica de la situación, del 
juego con la pelota de unos niños en un patio de colegio se ha pasado a la 
repoblación de bosques. En la representación de las superficies de los bosques 
hay una doble discretización, primero en parcelas y luego éstas en unidades 
de área que no son cuadradas. Además se ha introducido en el enunciado la 
palabra técnica "denso", aunque tras la experiencia de la prueba piloto en el 
texto de la pregunta se puso "espeso o denso". El hecho de reducir en la 
información gráfica las superficies de los bosques a dos parcelas distintas 
supone un abstracción sobre la realidad de los mismos que dificulta la 
solución del problema.
Para resolver el problema, que se presenta como un par de exposiciones y la 
relación entre ellas, se requiere que el alumno verifique la igualdad de dos 
razones externas no unitarias como respuesta a una pregunta de tipo 
cualitativo.
9) Los bosques de dos montes se han quemado.
En el día del árbol invitan a unos niños a repoblarlos.
Para que los niños sepan ddnde hay que plantar los árboles se 
han parcelado los dos montes.
Los técnicos han dado las siguientes instrucciones;
UNA PARCELA DEL 
MONTE A
ARBOLES QUE HAY QUE 
PLANTAR POR PARCELA
UNA PARCELA DEL 
MONTE B
ARBOLES QUE HAY QUE 
PLANTAR POR rARCELA
a) Cuando crezcan los árboles,
¿qué bosque resultará más espeso o denso?
b) ¿Qué te ha hecho decidir qué bosque será más espeso?
Figura 3.17
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El enunciado plantea un problema de igualdad de densidades, relaciones 
entre área y cantidad, que no contiene datos numéricos, éstos se presentan 
en forma pictórica con un código y su clave.
3.4 .3 . Ta r ea s  del  blo q u e  C o m pa r a c ió n  de  r a zo n es  y  t a n t o  po r  c ien
En este bloque se han diseñado cinco tareas, tres de comparación de razones 
y dos de tanto por ciento.
De entre las de comparación de razones sólo una Bocadillos se presenta igual 
en los dos ciclos. Las otras dos, Refresco de limón y Refresco de naranja, 
tienen una estructura similar con pequeñas modificaciones entre las dos 
modalidades que corresponden a la versión del cuestionario de segundo 
ciclo y la de la de tercero.
Las dos tareas de tanto por ciento, Mermeladas y Com unidad Valenciana, 
son distintas entre sí. Se propone una modalidad de la prim era en la versión 
del cuestionario para segundo ciclo y otra m odalidad de la prim era y la 
segunda en el de tercero.
Primero describiremos las tres tareas de comparación de razones.
Bocadillos
En esta tarea, que se aparece en la figura 3.17, se requiere la com paración 
cualitativa de cuatro razones externas; no tiene datos num éricos y éstos se 
presentan de forma pictórica en cuatro viñetas.
La tarea tiene dos apartados, en el prim ero la pregunta está relacionada con 
la mayor de las cuatro y en el segundo con la menor, y es común en las dos 
versiones del cuestionario.
Como la pregunta lleva implícita una normalización de las razones, ¿cuánto 
bocadillo come cada estudiante?, el apartado a) resulta más sencillo de 
responder que el b). Pues para responder al prim ero basta que el alum no se 
dé cuenta de que sólo en una de las viñetas tiene que hacerse un reparto 
unitario -cada estudiante come un bocadillo y m ás- y para responder al 
segundo hay tres viñetas en las que los repartos que han de hacerse 
conducen a resultados fraccionarios.
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10) El quinto curso de un colegio de Valencia se va de excursión al 
busque de El Saler. Varios grupos de estudiantes deciden juntar su 
dinero para comprar bocadillos. A la hora de la comida se reúnen 
cada uno con su grupo para compartir los bocadillos. En los dibujos 
de abajo ves cuatro de estos grupos con los bocaditos que tienen 
para compartir.
a) ¿En qué grupo comerá m is  cada estudiante? 
Explica tu respuesta:
b) ¿En qué grupo comerá menos cada estudiante? 
Explica tu respuesta:
Figura 3.17
Refresco de limón
Esta tarea se propone de dos formas distintas, una para cada versión del 
cuestionario. Son equivalentes en los valores numéricos pero la 
información se da de forma distinta. En la modalidad del cuestionario de 
segundo ciclo la información es pictórica y no contiene información 
numérica y en la de tercero la información es verbal.
En ambas el problema se presenta como un par de composiciones -e n  
terminología de Freudenthal (1983)-, en este caso un par de mezclas, y se 
requiere responder a una pregunta de tipo cualitativo. Los alumnos han de 
verificar mediante la comparación la desigualdad de dos razones internas, 
una unitaria y otra no unitaria.
La comparación que favorece la solución es la que se realiza con las razones 
unitarias equivalentes a las dadas mediante una normalización. Es decir que 
la comparación es de la forma: cantidad de unidades de agua que hay "por 
cada una" de jarabe de limón. La solución implica un razonamiento 
proporcional de tipo inverso: a menos unidades de agua más sabor a limón.
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12) María prepara un refresco de limón,
A  2 vasos de Jarabe de limón le aflade 
8 vasos de agua.
agua 0 0 0  B B 0 0 0  
jambe de limón S  3
Juan también prepara un refresco de limón, 
pero a 1 vaso de jarabe de limón 
le añade  6 vasos de agua.
agua B0B000
jarabe de lim ón 3
¿Cuál de los dos refrescos tiene mis sabor a limón?
¿En qué te has fijado para decidir qué refresco tiene mis sabor a limón?
Figura 3.18
La modalidad de la tarea para segundo ciclo, ver la figura 3.18, corresponde a 
un problema pictórico-verbal asociado a la noción de mezcla, en el cual se 
plantea una desproporción mediante las razones 2 : 8 y 1 : 6, donde los datos 
de éstas se expresan de forma gráfica.
12)
María prepara un refresco de lim ón.
A  2 litros de jarabe de limón le añade 
8 litros de agua.
Juan también prepara un refresco de limón, 
pero a 1 litro de jarabe de limón 
le  añade 6 litros de agua.
¿Cuál de los dos refrescos tiene más sabor a limón?
¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene más sabor a limón?
Figura 3.19
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En la versión para tercer ciclo que se muestra en la figura 3.19; las razones 
que se consideran son las mismas pero en el enunciado se ha sustituido la 
información pictórica por información numérica. Por tanto la tarea 
corresponde a un problema verbal asociado a la noción de mezcla en el que 
se plantea una desproporción mediante las razones numéricas 2 : 8 y 1 : 6.
Refresco de naranja
La tarea que se muestra en la figura 3.20, tiene la misma estructura que la 
modalidad de la tarea Refresco de limón para el segundo ciclo y se propone 
sólo en la versión del cuestionario para alumnos de este ciclo. Para hacerla 
más sencillaque la anterior se han modificado los datos que se expresan en 
forma pictórica, para así mantener constantes los antecedentes de las razones 
que se han de comparar.
En el problema se requiere verificar la desigualdad de dos razones no 
unitarias (2 : 6 y 2 : 4) y, como respuesta a una pregunta de tipo cualitativo, 
determinar la mayor. Como en este caso los antecedentes son iguales no es 
necesaria la normalización de la razones para hallar la solución, pues para 
tomar la decisión basta hacer un razonamiento proporcional de tipo 
inverso: a menos vasos de agua más sabor a naranja. Hay que hacer notar 
que la posición de los datos expresados en forma pictórica en el enunciado 
no se corresponde con la de los antecedentes y los consecuentes de las 
razones que se consideran.
13) Marta prepara una naranjada.
A 2 vasos de jarabe de naranja le añade 
6 vasos de agua.
0 B B 0 S S
jarabe de naranja 6 6
Luis también prepara una naranjada, 
pero a 2 vasos de jarabe de naranja 
le  añade 4 vasos de agua.
agua S B B B
jarabe de naranja 6 6
¿Cuál de los dos refrescos tiene m is sabor a naranja?
Explica tu respuesta:
Figura 3.20
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En las siguientes secciones se describen las dos tareas del bloque que 
corresponden al tanto por cien.
M e rm e la d a s
Se proponen dos modalidades distintas de esta tarea, una para cada versión 
del cuestionario.
Aunque el tanto por cien no forma parte del currículo español de 
matemáticas del segundo ciclo de educación primaria, sí que forma parte del 
acerbo familiar de los alumnos de dicho ciclo, tanto en la información 
verbal que captan como en la visual con el símbolo %. Con el fin de estudiar 
el uso o el significado que le dan al tanto por ciento los alumnos del 
segundo ciclo se ha introducido en la versión correspondiente del 
cuestionario esta única tarea referida a dicha noción.
En la modalidad de la tarea para la versión del cuestionario de segundo ciclo 
(ver figura 3.21) se requiere comparar las calidades de las mermeladas de tres 
frascos, de distinto tamaño y forma, y elegir la que el alumno cree que es la 
mejor. La calidad está vinculada a la cantidad de fruta y ésta se expresa en la 
etiqueta de cada frasco mediante una expresión numérico-simbólica "tanto 
por cien". El problema está asociado a la noción de mezcla, fruta y otras 
cosas, y se presenta como un trío de composiciones, es decir, como tres 
razones internas.
11) La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruta que 
se  utiliza en su elaboración.
M ientras más cantidad de fruta se utilice, mejor será la calidad.
Compara las calidades de las mermeladas que contienen los tres 
frascos y  di cuál es la mejor.
Explica cóm o obtienes la respuesta:
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La tarea Mermeladas para la versión del cuestionario de tercer ciclo se 
encuentra en la figura 3.22 y consta de dos apartados. En el primero se 
requiere que el alumno complete la etiqueta de uno de los frascos y que se 
dé cuenta de que el tanto por cien no está vinculado ni al tamaño ni a la 
cantidad. Muchos alumnos operan con el tanto por cien como con una 
cantidad extensiva y razonan de la siguiente manera: Si hay la mitad (225 g.) 
de 450 g., entonces habrá la mitad (30%) de 60%.
En el segundo apartado se requiere que el alumno calcule la cantidad 
correspondiente a un tanto por cien si en la información le dan la cantidad 
referente.
11) La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruta que 
se utiliza en su elaboración.
Cuanto más cantidad de fruta se utilice, mejor será la calidad.
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La mermelada de una marca se vende en frascos grandes y 
pequeños.
La mermelada de los dos frascos de arriba es de la misma calidad. 
En la etiqueta  del frasco pequeño se ha borrado el tan to  por ciento 
de fruta. Escríbelo tú en el dibujo.
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
¿Cuántos gramos de fruta 
contiene este frasco?
Explica cómo obtienes la respuesta:
srarni tU d n  
Jo Ornete
00 %
lllllllll lllllll
Figura 3.22
C om unidad  Valenciana
En esta tarea, que se muestra en la figura 3.23, se requiere que el alumno 
halle una razón equivalente a la dada cuyo consecuente sea 100, es decir que 
la normalice en el sentido de Freudenthal (1983). En concreto se trata de que 
una razón que involucra "un tanto por diez" la exprese como un porcentaje.
Es un problema verbal con información de tipo numérico, que puede 
considerarse como un problema multiplicativo de isomorfismo de medidas,
1 57
P r e c u r s o r e s  d e l  r a z o n a m i e n t o  p r o p o r c io n a l
de acuerdo con la clasificación de Vergnaud (1991), que puede representarse 
en una matriz 2x2 mediante la siguiente tabla:
Habitantes Habitantes
2 1 0
X 1 0 0
Fíjale, 2 de cada 10 
habitantes de la Comunidad 
Valenciana viven en la 
ciudad de Valencia y su 
área metropolitana
? .  i i r - r ■*
¿Qué porcentaje representan 2 habitantes de cada 10 ?
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
Figura 3.23
3.4.4. T a r e a s  d e l  b l o q u e  V a l o r  p e r d i d o  y  p r o p o r c i o n a l i d a d
En este bloque se han diseñado cuatro tareas, tres de valor perdido y una de 
proporcionalidad; de alguna de ellas se han hecho dos modalidades, una 
para cada versión del cuestionario. En cada una de estas versiones hay tres 
problemas de valor perdido y uno de proporcionalidad.
De las tres tareas de valor perdido, dos se proponen igual en las dos 
versiones: Caramelos y Tendederos, y la tercera, Tazas, se propone de dos 
formas que tienen una estructura similar con pequeñas modificaciones 
entre la que se presenta en el cuestionario de segundo ciclo y la que se
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propone en el de tercero. De la tarea de proporcionalidad Tabla de cambio se 
han confeccionado dos versiones que son prácticamente iguales.
En los párrafos siguientes describiremos las tareas de este bloque y sus 
modalidades.
Tazas
Se incorpora al cuestionario esta tarea en dos modalidades, una por ciclo, 
con la misma estructura pictórico-verbal, pero con distintos datos 
numéricos. La modalidad de segundo ciclo que se muestra en la figura 3.24 
requiere hallar el valor desconocido de una proporción, en ella la 
información se presenta mediante un pictograma en forma de matriz 2x2. 
Corresponde a un problema de valor perdido donde la relación que favorece 
la solución es la razón interna "doble o mitad", según el sentido de la 
relaión o de la identificación del factor, y la relación funcional o externa es 
una razón entera: tres.
1 4 )  M aría  qu iere  h acer un arroz  ca ld o so  
con  la ayuda de su abuela
Por caHa laza de arroz pon trei
que eches en la cazuela tazas de caldo
1 taza de arroz 3 tazáis de caldo
La abu ela  ha preparado 6 tazas de ca ldo . 
¿C u án tas tazas de arroz  n e ces ita  M aría?  
D ib ú ja la s
tazas de arroz b tazas de caldo
Figura 3.24
Con el fin de mejorar el análisis de las actuaciones de los estudiantes al 
resolver esta tarea se ha introducido una modificación en la estructura
1 5 9
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numérica respecto a la que se diseñó en el estudio mexicano (ver el Anexo
1.1.). Así, la razón correspondiente a la relación funcional ha pasado de 
doble a triple y la relación correspondiente a la razón interna de triple a 
doble, ya que si un alumno dibujaba una taza como respuesta, no se sabía si 
su actuación correspondía a una estrategia de tipo aditivo en la que sólo 
tomaba dos cantidades (respondía con el resultado de la diferencia 2 - 1) o a 
que repetía un dato del enunciado. De todas formas en futuros estudios, 
tanto en esta tarea como en la siguiente, sería conveniente introducir en el 
enunciado una pregunta del tipo: ¿cómo obtuviste la respuesta?, pues hay 
muchos alumnos que no dejan rastros de su actuación en el papel.
También se trata de un problema de isomorfismo de medidas con espacios 
de medida distintos cuyo enunciado corresponde a la siguiente disposición 
matricial:
Tazas arroz Tazas caldo
1 3
X 6
1 4 ) María quiere hacer un arroz al horno 
con la ayuda de su abuela
T o r cada  t rc i  tazas d e  arroz  p on  cinco
que eches en la cazuela tazas de caldo
3 tazas de arroz 5 tazas de caldo
La abu ela  ha preparado 10 tazas de caldo. 
¿C u án tas tazas de a rroz  n eces ita  M aría?  
D ib ú ja la s
10 tazas de caldotazas de arroz
Figura 3.25
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La m odalidad correspondiente al cuestionario del tercer ciclo (ver la figura 
3.25) es análoga en su estructura numérica a la que se diseñó en el estudio 
mexicano (ver el Anexo 1.1.), únicamente se ha modificado el diseño gráfico 
de las tazas.
En esta tarea se requiere hallar el valor desconocido de una proporción, con 
información presentada m ediante un pictograma en forma de m atriz 2x2. 
Corresponde a un problema de valor perdido, donde la relación entera (2) 
que favorece la solución se halla en la comparación escalar, es decir, en la 
razón interna. La razón externa o relación funcional que se observa no es 
entera y se corresponde con una fracción impropia (5/3).
Es un problema multiplicativo de isomorfismo de medidas cuyo enunciado 
corresponde a la siguiente tabla:
Tazas arroz Tazas caldo
3 5
X 10
Caramelos
La tarea que se muestra en la figura 3. 26 es común para los alum nos de los 
dos ciclos. En ella se requiere hallar el valor desconocido de una proporción 
y la información, como en el caso anterior, se presenta m ediante u n  
pictograma en forma de matriz 2x2. Hay que señalar que se ha modificado la 
ubicación del valor desconocido.
Corresponde a un problema de valor perdido donde la relación doble-mitad, 
que favorece la solución, se halla en la relación escalar o razón interna y la 
razón externa o relación funcional no es entera sino que se corresponde con 
una fracción unitaria: un tercio.
Los datos presentan una cierta dificultad para el análisis de algunos 
comportam ientos de los alum nos si éstos no dejan rastros de su actuación 
en el papel.
Si un  alumno responde sin más: "tres pesetas", no se sabe si ha repetido u n  
dato del enunciado o si ha operado con parte de los datos o es que ha hallado 
el valor unitario. Si la respuesta del alumno es: "seis pesetas", entonces la 
duda se plantea entre la repetición de un dato o entre el operar con parte de 
los datos.
Como este pequeño defecto no se había detectado en el pilotaje del 
problema, en futuros estudios podría subsanarse añadiendo una pregunta a 
la tarea del tipo: ¿cómo has obtenido la respuesta?
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Al igual que los problemas anteriores se trata de un isomorfismo de 
medidas entre espacios de medida diferentes cuyo enunciado corresponde a 
la siguiente disposición matricial de datos:
Pesetas Caramelos
X 3
18 6
1 5 ) Antonia quiere comprar 3 caramelos
3 caramelos
Ju an  ba com prado 6 caram elos en la tiend a  
y pagó 18 pesetas.
18 péselas
¿Cuántas pesetas tendrá que pagar Antonia? 
Dibújalas y completa el cuadro de arriba
Figura 3.26
T en d ed ero s
Esta tarea que se muestra en la figura 3.27 es común para los alumnos de los 
dos ciclos. En ella se requiere hallar el valor desconocido de una proporción, 
la información es verbal y corresponde a un problema de valor perdido, 
donde la relación "doble-mitad", que favorece la solución, se observa en la 
relación escalar y la relación funcional que corresponde a la razón externa es 
entera: "tres".
Se trata de un problema multiplicativo de isomorfismo de medidas entre 
espacios de medida diferentes en el que el valor desconocido está ubicado en
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el primer término de la cuarta proporcional. El enunciado corresponde a la 
siguiente disposición matricial de datos.
Tendederos M. de cuerda
X 6
4 1 2
La estructura del problema favorece que ningún alumno desarrolle la 
estrategia aditiva de la diferencia constante.
Una pequeña dificultad que se observa, en los datos numéricos del 
problema, al analizar las actuaciones de los alumnos al resolver la tarea, es 
que hay algunos que operan con parte de los datos, por ejemplo: dividen 12 
entre 6, y el resultado que obtienen coincide con la solución del problema; 
en este caso si revisaran su respuesta, creerían que es correcta. Sin embargo 
no ha habido ninguna dificultad para ubicar las distintas actuaciones de los 
alumnos en sus correspondientes clases.
1 6 )  J u a n  tie n e  qu e h acer  unos ten d ed ero s .
E n la  tiend a ha com prado 6 m etros de cuerda.
E l ven d ed or  le dice que para hacer 4 ten d ed eros  
se  usan 12 m etros.
¿C u án tos tend ed eros pod rá h acer Juan con  los  
m etro s  d e  cu erd a  qu e com pró?
E x p lica  cóm o o b tien es  la resp u esta:
Figura 3.27
Tablas de cambio
En la tarea se requiere resolver una situación de variación proporcional en 
la que los datos aparecen en una tabla que hay que completar. Se presenta en 
dos modalidades que se corresponden con los datos numéricos de las tablas 
de las tareas Prueba 1 y Prueba 2 que aparecen en el trabajo de Ricco (1977 y 
1982) sobre el desarrollo de la noción de función lineal en niños de 7 a 11 
años.
En los comentarios que Ricco (1977) hace de la Prueba 1 manifiesta que ésta 
contiene un distractor que centra a los niños en la relación escalar al
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proporcionarles dos datos consecutivos en uno de los espacios de medida 
pues muchos de ellos continúan contando de cuatro en cuatro 
prescindiendo de los datos numéricos de la primera columna. A pesar de 
ello se considera que la Prueba 1 es más sencilla que la Prueba 2, pues la 
disposición de los datos favorece hallar el valor unitario.
17) Tomás llegó con sus padres a la ciudad belga de Bruselas. 
Para entender mejor los precios, es conveniente que Tomás 
convierta los precio* en francos belgas a precios en pesetas 
españolas.
Tomás comienza a prepararse una tabla para llevarla en el 
bolsillo.
Complétala.
----- FRANCOS
BELGAS
PESETAS
1
2
3 12 pts
4 16 pts
5
6
8
10
15
16
18
71
72
79
Si tienes que hacer operaciones, esc libe 1*5.
Figura 3.28
Por lo tanto la tarea diseñada para la investigación que se describe en esta 
memoria y que es una adaptación de la Prueba 1 se incluye en la versión del 
cuestionario para el segundo ciclo (ver figura 3.28). Esta modalidad de la 
tarea la denominaremos Tabla de Cambio-1.
La modalidad de la tarea Tabla de cambio-2 -adaptada de la Prueba 2 de 
Ricco-, en la que los datos numéricos que se proporcionan en la segunda 
columna no son consecutivos, se incluye en la versión del cuestionario para 
tercer ciclo y se puede obsevar en la figura 3.29.
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17) Tomás llegó con sus padres a la ciudad belga de Bruselas. 
Para entender mejor los precios, es conveniente que Tomás 
convierta los precios en francos belgas a precios en pesetas 
españolas.
Tom ás comienza a prepararse una tabla para llevarla en el 
bolsillo.
Complétala.
FRANCOS
BELGAS
PESETAS
1
2
3 12 pts
4
5 20 pts
6
8
10
18
16
18
71
n
73
Si tienes que hacer operaciones, escríbelas:
Figura 3.29
NOTA 1
Se ha denominado "efecto autobús" al efecto que produce una información 
gráfica, como la de la figura 3.30, en los alumnos que han de resolver un  
problema de comparación de razones de densidad en el que han contestar 
una pregunta del tipo: ¿dónde están más apretados?
Autobús A Autobús B
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
Figura 3.30
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En estos casos la información gráfica actúa como un distractor, ya que 
muchos alumnos responden sólo en función de la proximidad de las cruces 
(representan los pasajeros), pues interpretan que donde están más "juntos" 
están más apretados y no tienen en cuenta la relación entre el núm ero de 
pasajeros y el número total de plazas (o en su caso superficie) del autobús.
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De las entrevistas
4.1. INTRODUCCIÓN
En este capítulo describiremos la preparación y elaboración de varios 
protocolos de entrevista con enseñanza y del estudio de casos, a los que 
hicimos referencia en el capítulo primero, que forma parte del Modelo de 
Enseñanza y Cognición con el que vamos a elaborar el nuevo Modelo 
Teórico Local en cuya perspectiva se enmarca la problemática inicial.
Denominamos protocolo de entrevista con enseñanza al conjunto de 
instrucciones que se dan para que el entrevistador siga la entrevista. Éste se 
estructura m ediante un organigrama que permite al entrevistador saber las 
tareas que le va a proponer al entrevistado en función de sus actuaciones.
El conjunto de tareas organizadas de esta manera constituyen una secuencia 
de enseñanza y el conjunto de todas las secuencias de enseñanza es u n  
Modelo de Enseñanza -a  experimentar con alum nos de segundo y tercer 
ciclos de prim aria- para el estudio de los subtemas o fenómenos siguientes: 
Escalas, Densidad, Comparación de razones, Tanto por cien, Proporción y 
Proporcionalidad.
Estos protocolos nos perm itirá desarrollar un estudio de casos m ediante la 
realización de entrevistas individuales video-grabadas que posibilitará 
recoger una serie de observaciones relacionadas con las actuaciones de los 
entrevistados -com ponente de cognición- y con la enseñanza.
Se han elaborado cuatro secuencias didácticas, una por cada uno de los 
bloques de tareas (ver los capítulos primero y tercero) que están incluidos en 
el cuestionario de lápiz y papel. A saber:
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-Escalas: acercamiento de tipo geométrico relacionado con la razón y la 
proporción y la semejanza.
-Densidad: comparación de razones de densidad.
-Comparación de razones y tanto por cien: acercamiento aritmético 
enfocado hacia la introducción del estudio del porcentaje.
-Valor perdido y proporcionalidad: acercamiento aritmético
relacionado con el uso de la cuarta proporcional y de la representación 
tabular.
Cada una de las secuencias tiene dos versiones, una diseñada para 
estudiantes de segundo ciclo y otra para los de tercer ciclo.
Todas las secuencias didácticas se han diseñado a partir de un problem a 
inicial directamente relacionado con el subtema o subtemas de un bloque de 
tareas y se han desarrollado en dos direcciones; su estructura ha quedado 
reflejada en distintos organigramas que se explicitarán más adelante. Para 
ello, a partir del problema inicial se ha diseñado una serie de tareas, de 
menor a mayor dificultad, que conforma un sentido vertical de avance 
gradual de la enseñanza y después, a partir de cada uno de estos problemas se 
diseñan nuevas series de problemas, de mayor a m enor dificultad, que 
conforman las distintas líneas horizontales de la estructura de la secuencia 
didáctica. A cada una de estas líneas la llamaremos "nivel del protocolo".
El desarrollo de la entrevista a un alum no siguiendo el organigrama del 
protocolo es de la siguiente forma:
Si un alum no tiene una actuación satisfactoria al resolver el prim er 
problema de un nivel, se le propone el prim er problema del siguiente n ivel, 
que es del mismo tema del bloque de tareas con el que se ha elaborado la 
secuencia didáctica pero de mayor dificultad.
Si al resolverlo tiene una actuación no satisfactoria, se le propone u n  
problema del mismo tipo que el que no ha resuelto satisfactoriamente, pero 
más sencillo, es decir, del mismo nivel. Pero, si de nuevo tiene dificultades 
al resolver este último, se le propone otro más sencillo o se le plantea alguna 
pregunta en la que se introduzca el térm ino relativam ente o que esté 
normalizada, en el sentido que Freudenthal (1983) considera favorecedoras 
de la formación de objetos mentales en relación con la razón. Cuando el 
alumno tiene una actuación satisfactoria al resolver un  problema o una  
pregunta de un  nivel, se recorre el camino horizontal en sentido contrario 
siguiendo las flechas del organigrama.
En resumen, la secuencia didáctica de la entrevista con enseñanza se 
estructura de m anera que perm ite avanzar en varias direcciones 
dependiendo de las competencias de un alum no particular. La organización 
de una enseñanza que se desarrolle con una estructura como la que se
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resum e en los organigramas posibilita por un  lado llegar a situaciones 
sencillas en las cuales se centra la atención del alum no en aspectos m uy 
elementales de la razón o la proporción y por otro lado, se tiene la 
posibilidad de ir introduciendo situaciones más elaboradas en las que se 
requiere establecer o identificar diversas relaciones más complejas asociadas 
a la razón y a la proporción.
A continuación se describen los distintos protocolos de entrevista que se h a n  
elaborado.
4.2. PROTOCOLOS DE ENTREVISTA SOBRE ESCALAS
La estructura de la versión de la secuencia didáctica correspondiente al 
segundo ciclo relacionado con el subtema Escalas se resume en el 
organigrama 4.1.
La primera tarea del prim er nivel con la que se inicia esta secuencia didáctica 
es la llamada Fotografía que se describió en el capítulo anterior (ver la figura 
3.7).
Como se trata de una comparación cualitativa, en el caso de no actuar 
adecuadamente, por ejemplo responde con la repetición de un dato del 
enunciado, es difícil plantear al alum no otro problema parecido pero m ás 
sencillo. Por tanto se propone extraer situaciones de la tarea Fotografía en las 
que se le propongan preguntas como: ¿éstas dos cosas son relativamente  del 
mismo tamaño? con el fin de que el alumno centre su atención en la 
conservación o no de razones internas, para después regresar a resolver el 
problem a inicial.
La prim era tarea del segundo nivel es la denom inada Muñecos (x3) que 
prácticamente se corresponde con el segundo apartado de la que se describió 
en el bloque Escalas de la versión del cuestionario de segundo ciclo (ver la 
figura 3.8.). El siguiente problema que se plantearía en este nivel, en caso de 
que fuese necesario, sería el que denominam os Muñecos (x2) con el m ism o 
enunciado que el anterior pero variando el factor de cambio, ya que la 
relación doble-mitad se considera más sencilla para los niños que la relación 
triple.
El problema inicial del tercer nivel es el mismo que el del prim er apartado 
de la tarea del cuestionario de tercer ciclo denominada M uñecos-1/4 (ver la 
figura 3.9). El siguiente problema que se propone en este nivel es una tarea 
similar a la anterior en la que la fracción unitaria asociada a la relación 
externa 1 /4  se sustituye por 1/3.
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F o to g r a f ía
C om parar d o s  cosas. 
" R e la tiv a m e n te "  
m ism o  tam año
Éxito
M u ñ ecos (x3)
M uñecos (x2) 
(d o b le -m ita d )
Éxito
M uñecos (1 /2 )
M u ñ ecos (1 /4 ) 4--------► M uñecos (1 /3 ) 4------- ► y
1 /4  com o 1 / 2  d e  1 /2
Éxito
D o s cu ad rad os L in e a l
C a b eza  d e  perro 4------- » U n o  (2x2) junto con 4---------►
Jo
o tro  u n itar io
Éxito
R ec tá n g u lo  (x3) R ectá n g u lo  (x2)
N o r m a liz a c ió n  
N ú m ero  d e  u n id a d es  de. 
"por cada una" d e  ...
Éxito
C om p arar N o r m a liz a c ió n .
B arcos (T res figu ras) 4--------- ► la s  f ig u ra s 4--------- ► N ú m ero  d e  u n id a d es  d e . ..
d e  d os en d os "por cada una" d e . ..
Organigrama 4.1. Estructura del protocolo para Escalas, segundo ciclo.
Para finalizar la serie del tercer nivel se propone una tarea análoga a las 
anteriores donde la fracción unitaria asociada a la relación funcional ahora 
es 1/2. Esta última actividad, que aparece en la figura 4.1, tiene dos apartados 
con el fin de que el alumno al regresar directamente al primer problema del 
nivel pueda darse cuenta de que la fracción 1/4 funciona como un operador 
equivalente a la composición del operador 1/2 con el operador 1/2.
Como primera actividad de la serie del cuarto nivel se propone una tarea 
nueva que denominaremos Cabeza de perro que se muestra en la figura 4.2. 
Ésta es una parte de la denominada Perro (ver la figura 3.12), que se describió 
en el capítulo anterior y que está incluida en la versión del cuestionario para 
tercer ciclo.
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Gloría está haciendo muñecos de alambre.
Usa bolones para saber de qué tamaño son.
£1 primero, que m ide doce botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la mitad del primero.
Dibújalo.
p )  "  ■ —
■ p > n
)  \
L
* )  > V
0 0 .  /  \
• )  /  \
‘ j
[ J  c ~ o
H az o tro  que  tenga la m itad de la altura dej que haa d ibu jado
Figura 4.1
Se ha elegido esta parte de la tarea pues en su resolución se piensa que se 
pueden observar todas las dificultades que los niños tenían al resolver la 
actividad Perro del cuestionario, ya que se desarrolla en un contexto 
geométrico y en la información se encuentra: un cuadrado unitario, un  
rectángulo (3x2), el ojo y la boca.
Para continuar la serie con un problema más sencillo se propone una 
actividad parecida denominada Dos cuadrados (ver la figura 4.3), donde se 
mantiene el contexto geométrico, se ha eliminado la boca y el ojo, y las 
figuras que se consideran son dos cuadrados, uno unitario y otro de dos 
unidades de lado.
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A quí tienes una cabeza de p en o  dibujada. 
Amplíala en una escala de 2 a l .
Figura 4.2
Aquí tienes un dibujo formado por dos aladrados. 
Amplíalo en una escala de 2 a 1 .
Figura 4.3
Para finalizar la serie de este cuarto nivel se propone una actividad 
geométrica unidimensional (ver la figura 4.4) donde el factor de escala 
continúa siendo dos, pero las figuras que se consideran son: un segmento 
unitario, otro de dos unidades, dos segmentos unitarios perpendiculares y 
dos segmentos perpendiculares de dos unidades.
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Aquí tienes unas líneas dibujadas. 
Amplíalas en una escala de 2 a 1 .
-
Figura 4.4
El quinto nivel se inicia proponiendo la tarea denominada Rectángulo que 
ya se describió en el capítulo anterior (ver la figura 3.10). El siguiente 
problema de la serie de este nivel es otra actividad equivalente (mismo 
enunciado y estructura) donde el factor de escala tres, asociado a la relación 
funcional implícita en el enunciado, lo hemos sustituido por el factor de 
escala dos, ya que la longitud del lado del rectángulo a completar pasa de 18 
unidades a 12.
Para finalizar en este nivel se proponen preguntas normalizadas -en el 
sentido de Freudenthal (1983)- del tipo, ¿cuántas unidades tiene el lado 
dibujado por cada una del lado dado? o ¿cuántas unidades tiene de largo p o r  
cada una  de ancho?, según se quiera que el alumno se fije en la relación 
externa o en la interna. Esta normalización de uno de los componentes "por 
cada" favorece en este caso la comparación de los dos constructos 
geométricos que se consideran y por lo tanto la formación de objetos 
mentales relacionados con la razón en el tema de escalas. Es decir, se cree que 
este tipo de normalización favorece la enseñanza y el aprendizaje del 
concepto razón al centrar al alumno en aspectos que le permitan construir 
objetos mentales apropiados de dicho concepto.
El primer problema del sexto nivel es una nueva actividad que se denomina 
Barcos (3). Está diseñada a partir de la tarea Barcos que se pasó en la prueba 
piloto (ver la figura 3.1) y que no se incluyó en el cuestionario por las 
razones que ya se explicaron en el capítulo anterior.
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Con el fin de que esta modalidad de la tarea Barcos no resulte compleja para 
los alumnos de segundo ciclo, ésta sólo tiene tres viñetas (ver la figura 4.5), 
una menos que la diseñada originalmente para la prueba piloto. Se ha 
suprimido la viñeta en la que el dibujo no seguía la línea de puntos, pues, 
como ya se mencionó anteriormente, esta situación resultó un distractor 
para los alumnos que participaron en la prueba piloto; además el factor de 
escala no era entero. Estos dos hechos conjugados promovían dificultades 
para su resolución.
Observa los dibujos que 
hay a la izquierda.
El que los ha hecho quería 
dibujar el mismo barco a 
escalas diferentes.
Uno de los dibujos le ha 
salido mol.
D i cuál e s .
¿En qué te has fijado para 
saberlo?
Figura 4.5
Una forma de continuar la serie disminuyendo las dificultades que pudieran 
enfrentar los estudiantes al resolver la tarea Barcos (3) es extraer, tal y como 
se hizo en el caso de la tarea Fotografía, situaciones para centrar la atención 
de ellos en los distintos aspectos que conducen a un análisis de las figuras o 
las viñetas para determinar si son o no reproducciones a escala del dibujo 
original. Se puede comparar la primera con la tercera y posteriormente la 
primera con la segunda, o bien enfocar la atención del estudiante en
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longitudes específicas: la altura del barco o de las velas, la anchura del casco o 
de las velas, por mencionar algunas.
Para finalizar la serie se propone una batería de preguntas normalizadas en 
el mismo sentido que en el nivel anterior. Por ejemplo, ¿cuántas unidades 
hay aquí por cada una  de ahí? al comparar una parte de la figura de una 
viñeta con su correspondiente en la otra.
La estructura de la versión de la secuencia didáctica sobre Escalas que 
corresponde al tercer ciclo, se muestra en el organigrama 4.2.
C om parar d o s  cosas
F o to g r a f ía <-------- ► " R e la tiv a m e n te "
m ism o  tam año
Éxito
M uñ ecos (1 /4 )
Éxito
M uñ ecos (2 /3 ) M uñecos (1 /3 ) M u ñ ecos (1 /2 )  
( d o b le -m ita d )
Éxito
U n  cu ad rad o  (2x2)
C ab eza  d e  p erro 4-------- ► junto con
u n  cu ad rad o  un itario
L in e a l
o
Éxito
R ectá n g u lo  (x3) ♦  R ectá n g u lo  (x2)
N o r m a liz a c ió n  
N ú m ero  d e  u n id a d es d e . .. 
“por cada u n a ” d e .. .
Éxito
C om p arar
Barco ( cu atro  fig u ra s  ) <-------- ► la s  fig u ra s
d e d os en  d os
N o r m a liz a c ió n  
N ú m ero  d e  u n id a d es  d e . .. 
“por cada una" d e .. .
Organigrama 4.2. Estructura del protocolo para Escalas, tercer ciclo.
Si se compara el organigrama 4.2 con el 4.1, se puede observar que ambas 
modalidades de la secuencia didáctica sobre Escalas contienen partes 
comunes. Las diferencias que existen se limitan a la naturaleza de los 
números empleados y a las características de una de las tareas.
1 /2  d e  1 /2
M uñecos (1 /2 )
1 /4
com o
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Mientras que en la versión del protocolo para el segundo ciclo se consideran 
factores de escala enteros o asociados a fracciones unitarias, en la versión de 
tercero sólo se consideran factores no enteros.
En el tercer nivel la primera actividad de la serie que se propone es la que se 
corresponde con el segundo apartado de la tarea Muñecos (ver la figura 3.9) 
en la versión del cuestionario para el tercer ciclo donde el factor de escala es 
una fracción propia no unitaria, 2/3. En ese nivel se propone dism inuir la 
dificultad que podrían enfrentar los estudiantes, sustituyendo el factor de 
escalo 2 /3  por 1 /3  y en caso necesario este último por 1/2.
El problema inicial del sexto nivel para el tercer ciclo corresponde a la tarea 
Barcos (4) (ver la figura 3.1) que se diseñó para la prueba piloto; las tareas que 
comprenden este nivel son las mismas comentadas con anterioridad para el 
mismo nivel en segundo ciclo.
4.3. PROTOCOLOS DE ENTREVISTA SOBRE DENSIDAD
Para el diseño de las dos versiones de la secuencia didáctica sobre el subtem a 
Densidad se han tenido en cuenta las distintas series de problemas de 
comparación de razones de densidad de las que se habló en el capítulo 
anterior para la elaboración del bloque de tareas Densidad del cuestionario 
de lápiz y papel.
La estructura de la versión de la secuencia didáctica para la entrevista de 
alumnos de segundo ciclo está resumida en el organigrama 4.3.
Se inicia la secuencia con uno de los problemas de la serie Patios que se 
utilizó en el cuestionario. Para elegir el problema inicial de la serie que 
conforma el prim er nivel se ha tenido en cuenta que los alumnos, en 
comparación de razones, tienen más dificultades para darse cuenta que dos 
razones son iguales que si son distintas, por tanto se ha tomado como 
primera actividad del nivel la tarea del cuestionario Patios-Razones distintas 
(ver la figura 3.16), donde las razones que se comparan son: 9 : 3 y 12 : 6.
Para continuar la serie se propone: prim ero un problem a en el que se 
dism inuye la dificultad pero se m anteniene la estructura del anterior, para 
ello se han cambiado los núm eros de forma que ahora las razones que se 
comparan son: 6 : 2 y 10 : 5, y después otro problema en el que se cambian los 
datos de forma que los antecedentes o los consecuentes sean iguales, es decir 
una de las tareas Patios iguales o Patios distintos del cuestionario (ver las 
figuras 3.13 y 3.14). Para finalizar la serie se plantea una cuestión 
norm alizada del tipo: ¿cuántas unidades de superficie hay por cada n iño? 
Como ya se ha mencionado esta norm alización "por cada" favorecerá la 
comparación de las dos exposiciones que se consideran. Es decir, se espera 
que ayude al alum no a que mejore sus objetos mentales iniciales 
relacionados con la razón en el tema de densidad y que le perm ita resolver
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satisfactoriamente los problemas anteriores al recorrer la serie del nivel en 
sentido contrario.
P a t io s P a t io s Ig u a la r
R a z o n e s  d is t in ta s R a zo n es  d is t in ta s <-------► an tecentes o  con secu en tes
9us /  3n v  1 2 u s/6 n 6us /  2n v  10u s/5n U n id .suD . "Dor cada" n iñ o
Éxito
Éxito
D e n s id a d  d e  trá fico  
R a z o n e s  d is t in ta s  
1 2 c o / 4 u s  v  1 6 c o / 8 u s
D e n s id a d  d e  tráfico  
R a zo n es  d is t in ta s  
1 2 c o /4 u s  v  1 2 c o / 6 u s
P a t io s P a t io s N o r m a liz a c ió n
R a zo n es  ig u a le s <-------- ► R a zo n es ig u a le s «------- ► U n id .su p . "por cada" n iñ o
12us /  6n v  1 6 u s/8 n 4us /  2n v  6 u s /3 n
N o r m a liz a c ió n  
N ° co c h e s  " por cada"  
u n id a d  d e  su p erfic ie
Éxito
I lu m in a c ió n  ca lle I lu m in a c ió n  ca lle N o r m a liz a c ió n .
R a zo n es  ig u a le s 4------- ► R a zo n es ig u a le s 4---------► N ° lu c e s  "por cada"
1 2 1 u /4 u s  v  1 8 1 u /6 u s 8 1 u /4 u s  v  1 2 1 u /6 u s u n id a d  d e  su p er fic ie
Éxito
R ep ob lación  b o sq u es N o r m a liz a c ió n
R a zo n es  ig u a le s 4---------* N ° árb o les  "por cada"
6 á r b /2 u s  v  9 á r b /3 u s u d e  s u d . en  la p arcela
Exito
i
A p a r c a m ie n to s A p a r c a m ie n to s 1 0 p l / 5 c o  y  8 p l / 4 c o
R a zo n es  ig u a le s 4--------- ► R a zo n es  ig u a le s 4--------- ¥ ¿C u á l está  re la t ivam en te
3 0 d 1 /1 0 co v  2 7 d 1 / 9 co 2 0 d 1 /1 0 co v  1 8 d 1 / 9 co m á s llen o?
Organigrama 4.3. Estructura del protocolo para Densidad, segundo ciclo.
Teniendo en cuenta lo anterior, en el siguiente problema de la serie vertical 
se incrementa la dificultad si las razones que se consideran son iguales, 
aunque la estructura del problema sea la misma. Por tal razón, la primera 
actividad de segundo nivel corresponde a la del cuestionario Patios-razones 
iguales (figura 3.15), donde las razones que se comparan son: 12 : 6 y 16 : 8. El 
siguiente problema de la serie en este nivel es una tarea en la que se 
mantiene la igualdad de razones pero con números más sencillos, 4 : 2 se 
compara con 6 : 3. Como la simplificación del problema anterior conduciría a 
un problema trivial, se propone finalizarla con una pregunta normalizada 
como la propuesta en el nivel anterior.
El primer problema del tercer nivel se propone en un nuevo contexto para 
el caso de la densidad, el de la densidad de tráfico, y se introduce la palabra 
técnica "denso" en el enunciado. Esto incrementa la complejidad del
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problema respecto del anterior, aunque se mantenga la información de tipo 
gráfico, pues se ha visto en las actuaciones de los alumnos al resolver el 
cuestionario que se incrementa la dificultad del problema respecto de los 
otros del bloque Densidad si se introduce la palabra técnica "denso" en el 
texto. La tarea corresponde a un problema de comparación de razones 
distintas con información gráfica y pregunta de tipo cualitativo. No se 
propuso en el cuestionario ni en la prueba piloto y aparece en la figura 4.6.
En algunas calles de Valencia el A y u n ta m ie n to  ha puesto panelas 
luminosos que avisan cuando el tráfico es denso.
Es la hora de la salida del trabajo y la gente coge el coche para 
volver a su casa.
CALLE COCHES QUE CIRCULAN
ESCULTOR CAPUZ POR ESA CALLE
a s  r o  je e 4 j f f i E e ®
¡ | CB SS feB
—  —11 1 C E  SEB SE3B
COCHES QUE CIRC ULA N 
POR ESA CALLE
ÉSSglD g~pgp 
gDGDB gago—igpifiT rs
EÜBlSZB
a)¿En qué calle circularán los coches m is apretados, en la de 
Escultor Capuz o en la de Luis Oliag?
b)¿Qué te ha hecho decidir que los coches circularán m is apretados?
Figura 4.6
La serie de problemas de este nivel continúa con uno de la misma 
naturaleza que el anterior pero más sencillo, ya que ahora las razones que se 
comparan tienen los mismos antecedentes, 12 : 4 y 12 : 6, y se finaliza 
planteando una pregunta normalizada, por ejemplo, ¿cuántos coches p o r  
cada unidad de superficie?
El cuarto nivel está formado por una serie de problemas que se ha 
denominado Iluminación calle. En el primer problema del nivel se 
incrementa la dificultad respecto del correspondiente del anterior, pues las 
razones que se comparan son iguales, la información ya no es únicamente 
gráfica y los números son mayores. En este problema (ver la figura 4.7) se
r A U .E  
LUIS OLIAG
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requiere hacer la comparación de dos razones, 12 : 4 y 18 : 6, mediante una 
pregunta de tipo cualitativo.
Se acercan Las fallas y  las comisiones falleras quieren iluminar parte 
de ru calle.
TROZO DE LA CALLE 
ESCULTOR CA PUZ 
QU E SE QUIERE ILUM INAR
NUM ERO DE BOMBILLAS 
QUE TIENEN PARA 
ILUM INAR LA CALLE
TROZO DE LA CALLE 
LUIS OLIAG
QUE SE QUIERE ILUMINAR
NUM ERO DE BOMBILLAS 
QUE TIENEN PARA 
ILUM INAR LA CALLE
a)¿Qué trozo de calle estará mejor iluminado, el de la calle Escultor 
Capuz o t i de la calle Luie Oliag?
b)¿Qué te ha hecho deddir qué trozo estará mejor iluminado?
Figura 4.7
La serie de problemas continúa en este mismo nivel con otro de la misma 
naturaleza pero más fácil, pues la comparación es más sencilla; ahora las 
razones que se comparan son: 8 : 4 y 12 : 6. Y se propone finalizarla con una 
cuestión normalizada del tipo: ¿cuántas bombillas hay por cada unidad de 
superficie?
El quinto nivel se inicia con la tarea Repoblación de bosques (ver la figura 
3.17), que es la que ha tenido un menor éxito entre las propuestas en el 
bloque Densidad del cuestionario de lápiz y papel. En dicha tarea se 
introduce la palabra técnica "denso" en el enunciado, tal como se hizo en la 
serie del tercer nivel de este protocolo; lo que más dificulta esta tarea es que 
hay una doble discretización de la superficie, por una parte está la 
parcelación del bosque, que supone una abstracción de la realidad, y por otra 
las unidades de superficie de las parcelas son rectángulos alargados.
Dado el tamaño de los números, no es posible mantener la estructura del 
problema y proponer otro más sencillo pues resultaría trivial. Por tanto se
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propone finalizar la serie del nivel con una cuestión normalizada del tipo: 
¿cuántos árboles hay por cada unidad de superficie en la parcela?
El sexto nivel está conformado por una serie de tres problemas denom inada 
Aparcamientos; dos de ellos se propusieron en la prueba piloto (ver las 
figuras 3.2 y 3.3). En el capítulo tercero se dieron las razones por las que se 
desestimaron para el cuestionario y la pertinencia de los mismos para 
formar parte de un protocolo de entrevista con las modificaciones 
necesarias.
En el primer problema del nivel, que se corresponde con el descrito en la 
prueba piloto del capítulo tercero (ver la figura 3.2), se requiere la 
comparación de dos razones iguales: 10 : 30 y 9 : 27. En el segundo problema 
de la serie, que se corresponde con el otro problema de Aparcamientos 
propuesto en la prueba piloto (ver la figura 3.3), se disminuye la dificultad, 
pues se propone una tarea de la misma naturaleza en la que la comparación 
es más sencilla, ya que las razones que se comparan son: 10 : 20 y 9 : 18. A 
continuación se propone una tarea más fácil, diseñada para este protocolo de 
entrevista (figura 4.8), pues tiene la misma estructura que las anteriores, las 
razones que se comparan son más sencillas (5 : 10 y 4 : 8) y la inform ación 
gráfica contenida en la formulación de la tarea favorece la solución -lo s 
coches están agrupados.
APARCAMIENTO A APARCAMIENTO B
CZB
<XB S E
m n g js
g=> sm
e s 3=D
¿Cual de los dos aparcamientos de coches crees que está más lleno?
Explica la respuesta:
Figura 4.8
Para finalizarla, como en este caso no se puede formular una cuestión 
normalizada del tipo: ¿cuántos coches por cada unidad de aparcamiento?, se 
propone cambiar la pregunta que hay en la tarea por otra en la que se incluya 
el término "relativamente" en el sentido que lo usa Freudenthal (1983).
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Con la pregunta ¿cuál está más lleno? los alumnos actúan con estimaciones 
simples y comparan cantidades de la misma especie -las cantidades de 
coches- o desarrollan estrategias de tipo aditivo. Como la entrevista es con 
enseñanza, si cambiamos la pregunta, por ejemplo: ¿qué aparcamiento crees 
que está relativam ente  más lleno?, creemos que los alumnos mejorarán los 
objetos mentales iniciales que tenían en relación con la razón. Por tanto se 
espera que los alumnos resolverán el problema teniendo en cuenta las 
cuatro cantidades en juego y se favorecerá que los alumnos resuelvan 
satisfactoriamente los demás problemas de la serie.
La estructura del protocolo de la entrevista para alumnos de tercer ciclo 
sobre el tema densidad se sintetiza por medio del organigrama 4.4.
P a t io s P a tio s Ig u a la r
R a zó n  d is t in ta <-------- ► R a zó n  d is tin ta 4------- ► an tecen tes o  con secu en tes
9us /  3n v  16 u s/8 n 6us /  2n v  10u s/5n U n id . S u p . "por cada" n iñ o
Éxito
P a t io s P a t io s N o r m a liz a c ió n
R azón  ig u a l +-------- ► R azón  ig u a l 4-------» U n id . S u p . "por cada" n iñ o
12us /  6n v  1 6 u s/8 n 4us /  2n v  6 u s /3 n
Éxito
D e n s id a d  d e  trá fico  
R a zó n  d is tin ta  
18 co /  6 us v  16c /  8us
D e n s id a d  d e  tráfico  
R a zó n  d is tin ta  
12 co /  4 us v  12c /  6us
N o r m a liz a c ió n  
N ° c o c h e s  "por cada"  
u n id a d  d e  su p erfic ie
Éxito
I lu m in a c ió n  ca lle  
R a zó n  ig u a l  
36 lu /  6 u s v  24 lu / 4  u s
I lu m in a c ió n  ca lle  
R azón  ig u a l  
12 lu  /  6 us v  8 lu / 4  us
N o r m a liz a c ió n  
N ° lu c e s  "por cada"  
u n id a d  d e  su p erfic ie
Éxito 11
R epob lación  bo  
Igu a l razói 
6 árb / 2  u s v  9 ár
sq u es
n
3 /  3 US
Éxito 11
A p a r c a m ie n to s  
R a zó n  ig u a l  
30 p l /1 0  co  v  27  o l  19 co
N o r m a liz a c ió n .
N °  á rb o les  "por cada"  
u  d e sup en la parcela
A p a r c a m ie n to s  
R a zó n  ig u a l  
20 p 1 / I O co v  18 p l / 9  co
10 p l / 5  co  y  8 p l / 4  co  
¿C u á l e s tá  re la t ivam en te  
_________m á s  llen o?_________
Organigrama 4.4. Estructura del protocolo para Densidad, tercer ciclo.
Si se comparan los organigramas 4.3 y 4.4, se puede observar que las 
estructuras de ambas versiones de la secuencia didáctica que se han diseñado 
sobre el subtema Densidad son prácticamente las mismas.
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Todas las actividades son iguales excepto la primera y la segunda de la serie 
Iluminación de calle que conforma el cuarto nivel. Éstas tienen la misma 
estructura pero los números son diferentes; se comparan las razones 36 : 6 y 
24 : 4 en un caso y 12 : 6 y 8 : 4 en el otro.
4.4. PROTOCOLOS DE ENTREVISTA SOBRE COMPARACIÓN DE RAZO­
NES Y TANTO POR CIEN
La estructura de la secuencia didáctica para la entrevista de alumnos de 
segundo ciclo sobre los contenidos matemáticos Comparación de razones y 
Tanto por ciento se resume por medio del organigrama 4.5.
R efrescos de limón (vasitos) Refrescos de naranja (vasitos) N °  v a so s  d e  agu a
Distinta razón -4------------ ► Distinta razón <------- ► "por cada uno"
2 vi /  8 va v 1 vi /  6 va 2 vi /  4  va v 2 vi /  6 va d e  lim ón
Éxito
R efrescos d e  co la N °  litro s  d e  so d a
Ig u a l razón <-------- ► "por cada uno"
2 L C /6 L S  v  3 L C / 9 L S d e  co la
Éxito
B o c a d illo s  (a) y  (b) 
I o: D o n d e  m en o s com en  
2°: D o n d e  m ás com en
N o r m a liz a c ió n  
¿C u án to  b o c a d illo  
'por cada" estu d ia n te?
Éxito
6 h e la d o s  d e  cad a  20  
t ien en  p rem io  
; C u á n to s  d e  cad a  100?
<------ ►
8 h e la d o s  d e  cada  25  
t ien en  p rem io  
;C u á n to s  d e  cada 100?
—
16 h e la d o s  d e  cada 50  
t ien en  p rem io  
; C u á n to s  d e  cada 100?
Éxito
El 20% d e . .. t ie n e  p rem io  
En e l k io sk o  h a y  40  
; C u á n to s  tien en  p rem io?
El 25% d e... tien e  p rem io  
En e l k io sk o  h a y  40  
; C u á n to s tien en  prem io?
El 50%  d e ... tien e  p rem io  
E n e l k io sk o  h ay  40  
; C u á n to s  tien en  prem io?
Éxito
M e r m e la d a s , ¿C u án tos gr. d e  fruta
c a lid a d  y  % <------ ► " por cad a  100"
tie n e  cad a  frasco?
Organigrama 4.5.
Estructura del protocolo para Comparación de razones y  tanto por cien, segundo ciclo.
Para la confección de esta secuencia se han utilizado problemas propuestos 
en el cuestionario de lápiz y papel y otros problemas diseñados ex profeso 
para su elaboración. Los tres primeros niveles corresponden al tópico 
Comparación de razones y los otros tres al de Tanto por cien.
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Como problema inicial de la serie del primer nivel se ha elegido Refrescos 
de limón (ver la figura 3.18), que se corresponde con la misma tarea del 
cuestionario para segundo ciclo, en la que la información que se da es gráfica 
y las razones que se comparan (2 : 8 y 1 : 6) son distintas. La serie continúa 
con un problema más fácil, la tarea Refrescos de naranja (ver la figura 3.20) 
del cuestionario de segundo ciclo; la cual tiene la misma estructura que el 
problema inicial y la información es del mismo tipo, pero en este caso los 
antecedentes son iguales y las razones que se comparan son 2 : 4 y 2 : 6. Se 
propone para finalizar este nivel una pregunta normalizada del tipo: ¿qué 
número de vasos de agua hay por cada uno de limón?
El primer problema del segundo nivel es también un par de composiciones, 
par de mezclas, y en él se ha incrementado la dificultad respecto del 
correspondiente en el nivel anterior, pues las razones que se comparan 
ahora son iguales (2 : 6 y 3 : 9) y la información se da en forma verbal. Se 
trata de una tarea que se ha diseñado para este protocolo y se puede muestra 
en la figura 4.9.
La "coca-cola de grifo" se hace mezclando concentrado de cola y  
agua con gas. En Fort Aventura hay varios kioskos que sirven 
bebidas de grifo.
En el kiosko de bebidas A  , por cada 2  litros de concentrado de 
cola ponen 6 litros de agua con gas.
En el kiosko de bebidas 6  , por cada 3  litros de concentrado de 
cola ponen 9 litros de agua con gas.
¿En qué kiosko crees que el refresco que sirven tiene más sabor?
¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene más sabor a cola?
Figura 4.9
Como las razones son iguales no se puede construir un problema más fácil 
en la serie en el que se igualen los antecedentes o los consecuentes ya que en 
ese caso las razones serían idénticas y el problema no tendría sentido. La 
serie del nivel se finaliza con una pregunta normalizada del tipo: ¿qué 
número de litros de soda hay por cada uno de cola?
El primer problema del tercer nivel se corresponde con la tarea Bocadillos 
descrita en el capítulo anterior (ver figura 3.17). La tarea tiene dos apartados y 
el análisis de las actuaciones de los alumnos al resolver el cuestionario
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proporcionó pruebas de que el apartado a) es más sencillo de resolver que el 
b). Para que la serie del nivel fuera de mayor a menor dificultad se propone 
primero formular la cuestión correspondiente al apartado b) y luego la 
correspondiente al a). La serie del nivel se puede finalizar proponiendo una 
pregunta normalizada del tipo: ¿cuánto bocadillo por cada estudiante?
A partir del cuarto nivel las tareas corresponden al subtema Tanto por cien y 
no están directamente relacionadas con las del nivel anterior. Los 
problemas de las series del cuarto y del quinto nivel están diseñados para la 
confección de este protocolo. En los del cuarto nivel hay que convertir una 
razón en un tanto por cien; en el primer problema (figura 4.10) hay que 
transformar la razón "6 de cada 20" en un tanto por cien.
L a m arca de helados “ C A M Y ” hace una oferta  en 
su s  p ro d u cto s  para  au m en tar  la s  v en ta s .
L a o fe ta  con siste  en que 6 helados d e cad a  20
t ie n e n  p rem io
¿C u á n to s  de cada  100 tien en  p rem io?
Figura 4.10
Para continuar la serie con un problema de menor dificultad, se propone 
cambiar en el enunciado anterior la razón que hay que transformar en tanto 
por cien, ahora en el problema la razón es "8 de cada 25". Se considera más 
sencilla la conversión de la razón en tanto por cien si el consecuente es 25
pues para un alumno de primaria es más fácil encontrar la relación
multiplicativa entre 25 y 100 que entre 20 y 100. La serie finaliza con un  
problema en el que la razón que hay que transformar es equivalente a la 
anterior, 16 de cada 50, y se considera fácil transformarla en tanto por cien 
pues basta con multiplicar antecedente y consecuente por dos.
Los problemas que conforman la serie del quinto nivel tienen un propósito 
distinto de los de la anterior; se trata de hallar una cantidad dado un tanto 
por cien y un referente. Los números que se emplean son equivalentes a los 
que se usan en la serie anterior, los consecuentes de las razones anteriores 
coinciden con los antecedentes de los tanto por cien de estos problemas del 
quinto nivel. En el primer problema de la serie (figura 4.11) el tanto por cien 
que hay en el enunciado es el 20%, en el siguiente el 25% y en el que finaliza 
la serie es el 50%, en todos ellos el referente es el mismo 40 paquetes.
El sexto nivel se corresponde con una serie de problemas en los que el 
alumno tiene que darle significado a un tanto por cien dado en el 
enunciado. El primer problema que se propone es el denominado 
Mermeladas (ver la figura 3.21), que se describió en la versión del 
cuestionario para el segundo ciclo.
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El 20% de los paquetes de papas de una m arca  
tienen premio.
El repartido r ha dejado en el kiosko 40 paquetes d e 
esa marca.
¿Cuántos de ellos tienen premio?
Figura 4.11
La continuación de la serie para alumnos de segundo ciclo es delicada pues 
no hay en su currículo ninguna referencia al uso y significado del tanto por 
cien. Por eso, para continuar en el nivel, fuera cual fuera la actuación del 
alum no y sin que la serie fuese de mayor a menor dificultad, se propone, 
aprovechando el enunciado del problema anterior, form ularle al a lum no  
una pregunta norm alizada del tipo: ¿cuántos gramos de fruta por cada 100 
tiene el frasco?; como las que se le prodrían haber planteado en el cuarto 
nivel.
La estructura de la secuencia didáctica para la entrevista de alum nos de 
tercer ciclo sobre los subtemas Comparación de razones y Tanto por cien se 
representa por medio del organigrama 4.6.
Los problemas de la serie del prim er nivel se corresponden num éricam ente  
con los de la serie del primero de la versión del segundo ciclo pero en este 
caso la información es verbal y no gráfica. Por tanto el enunciado del prim er 
problema coincide con el de Refrescos de limón (ver la figura 3.19) que hay 
en la versión del cuestionario para tercer ciclo y el enunciado del segundo 
problema es el mismo que el anterior, pero en él se han cambiado los 
números; las razones que se comparan son 2 : 8 y 2 : 6.
La serie del segundo nivel se corresponde con la serie del segundo nivel de 
la versión anterior, pero en este caso los núm eros que se usan en el prim er 
problema son ligeramente distintos; las razones que se comparan son: 2 : 6 y 
5 :15.
Dado que los resultados del análisis de las actuaciones de los alum nos al 
resolver el cuestionario indican que la tarea Bocadillos no es discrim inatoria 
para los alum nos del tercer ciclo se optó por comenzar las preguntas 
relativas al tanto por cien en el tercer nivel. En éste se trata de transform ar 
una razón en un tanto por cien, el problema con el que se inicia es el 
denom inado Com unidad Valenciana que se describió en el cuestionario 
para el tercer ciclo (ver la figura 3.23). La serie finaliza con una pregunta 
norm alizada del tipo: ¿cuántos de cada cien?
En el primer problema de la serie del cuarto nivel se incrementa la dificultad 
respecto del correspondiente en el nivel anterior, pues los núm eros 
empleados son mayores y además en él se requiere la comparación de dos 
razones de densidad y la transformación de dichas razones en tanto por cien.
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Refrescos de limón Refrescos de limón N ° d e  litros d e  a g u a
Distinta razón <-------- ► Distinta razón <------- ► "por cada"
21im /  8 a s y . 1 lim  /  6 ag . 21im /  8 ae v 2 lim  / 6 ae u n o  de lim ón
Éxito
Éxito
C o m u n id a d  V a len c ia n a
R efrescos d e  co la  
Igual ra zó n  
2 L C /6 L S  v  5 L C /1 5 L S
N ° d e  litro s d e  so d a  
"por cada"  
u n o  d e  cola
N o r m a liz a c ió n  
Por cada c ien
Éxito
Éxito
L uz en  ap a rca m ien to s L u z en  ap arcam ien tos
D is t in to  % +-------- ► D is t in to  % 4------- *■
186 co/2 0 0 d  v  243co/3 0 0 d 4 2 co/5 0 d  v  4 7 co/5 0 d
N o r m a liz a c ió n  
¿C u án tas p la z a s  o c u p a d a s  
 d e  cada 100?_______
M e r m e la d a s  (a) 
60% y  c a lid a d
M erm ela d a s  (a) 
50% y  ca lid a d
B arras c o lo r e a d a s  
"parte" y  "%"
Éxito
M erm ela d a s  (b) M erm ela d a s  (b) P u b lic id a d
60% y  ca n tid a d 50% y  ca n tid a d 20% d escu en to
25%  re e a lo
Organigrama 4.6.
Estructura del protocolo para Comparación de razones y tanto por cien, tercer ciclo.
El problema, que aparece en la figura 4.12, se corresponde con el que se pasó 
en la prueba piloto, que se desestimó para el cuestionario pero que se 
consideró pertinente para una entrevista si se introducían algunas 
modificaciones. En el enunciado se han hecho dos modificaciones: una sobre 
la información gráfica y otra sobre la pregunta que se formulaba.
Las series de problemas del quinto y sexto nivel se han construido a partir de 
los dos apartados que tiene la tarea Mermeladas en la versión del 
cuestionario para el tercer ciclo (ver la figura 3.22).
En el quinto nivel se trata de que los alumnos distingan que la expresión 
numérica de un valor relativo, en este caso un tanto por cien, no está ligada 
ni al tamaño ni a la cantidad del referente, ya que hay alumnos que operan 
con el tanto por cien como con una cantidad extensiva.
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Algunos aparcamientos de coches indican a sus dientes lo lleno que 
están. Cuando se llena el 90% de las plazas se endende una luz roja 
en la entrada y se retrasa el acceso de más coches para evitar el 
exceso de tráfico en el aparcamiento.
Apartam iento B
Total da plaza* 300
Plazas ocupadas 243
Indicador de luz O
Aparcamiento A
Total de plaza* [ 200
Plazas ocupadas 184
Indicador de luz O
a)
¿Cuál de los dos aparcamientos está más lleno? 
Explica tu respuesta:
W
¿Crees que debe tener la luz encendida alguno de lns aparcam ien­
tos? __________
Fxplira tu respuesta:
Figura 4.12
Como primer problema de la serie se propone resolver el apartado a) de la 
tarea Mermeladas del cuestionario de tercer ciclo; el tanto por cien que se da 
en el enunciado es el 60% y los referentes en cantidad son 225 gr y 450 gr. En 
el segundo problema, de construcción similar, la información gráfica y los 
referentes son los mismos y el valor relativo que se da es el 50%.
Dado el objetivo que se pretende con esta serie, para finalizarla se propone 
una tarea Barras coloreadas que consta de dos actividades: una en la que el 
alumno debe que colorear el tanto por ciento que el entrevistador le indique 
de dos barras de distinto tamaño y otra en la que el alumno debe hallar el 
tanto por cien que hay rayado o coloreado en dos barras de distinto tamaño. 
Dada la naturaleza de estas dos actividades se puede tener preparada una 
serie de cada una de ellas para presentarle al alumno la más indicada según 
sea el desarrollo de la entrevista. En la figura 4.13 aparece una muestra de 
una actividad del primer tipo y en la figura 4.14 una del otro.
El sexto nivel se trata de una serie de problemas en los que el alumno ha de 
hallar una cantidad dado un referente y un tanto por cien. El primer 
problema coincide con el apartado b) del problema Mermeladas del 
cuestionario para el tercer ciclo y en el segundo se disminuye la dificultad 
respecto del anterior pues se mantiene el enunciado pero se cambia el valor 
relativo 60% por 50%.
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i1
Colorea el % de la barra de la izquierda.
Colorea e l % de la barra de la derecha.
Figura 4.13
Observa las barras que hay dibujadas abajo
¿Qué parte de la barra de la izquierda está rayada?
¿Qué tanto por 100 de su superficie representa?.
¿Qué parte de la barra de la derecha está rayada?
¿Qué tanto por 100 de su superficie representa?.
Figura 4.14
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La entrevista podría finalizarse con el problema denominado Publicidad, 
diseñado para este protocolo a partir del denominado Publicidad engañosa 
que hay en el proyecto Matemáticas en contexto (ver la figura 4.15). No es un 
problema que forme parte del sexto nivel (ver las flechas en el organigrama 
4.6) sino que es una tarea aislada en la que el alumno debe hallar un valor 
relativo, tanto por cien, que aparentemente actúa sobre el mismo referente 
que otro dado en el enunciado cuando en realidad es distinto. Se trata de que 
el alumno se dé cuenta de que descuento del 20% sobre una cosa y el regalo 
del 25% sobre otra (aparentemente igual) pueden ser equivalentes.
Una fábrica de dulces elabora dos tipos de barras de chocolate: una 
pequeña con la marca YUMM y otra, m is grande, con la marca 
YUMMY. La barra  pequeña cuesta 100 pesetas y la g rande  125 
pesetas.
Un supermercado quiere ofertar la barra de chocolate grande al 
precio de la pequeña. La agencia de publicidad le prepara dos 
anuncios.
Completa el anuncio de la derecha. 
Explica cómo obtienes el tanto por ciento.
Figura 4.15
4.5. PROTOCOLOS DE ENTREVISTA SOBRE VALOR PERDIDO Y PROPOR­
CIONALIDAD
La estructura de la secuencia didáctica elaborada para la entrevista de 
alumnos de segundo ciclo tiene dos modalidades, según fuera la 
categorización de su actuación al resolver el primer problema.
De manera que si su actuación se ubicara en la primera categoría (ver la 
codificación en el capítulo segundo), bien porque fuese satisfactoria (incluida 
en la subeategoría 1.1; ver el capítulo segundo), bien porque no lo fuera, por 
ejemplo que resolviera la tarea mediante una estrategia de tipo aditivo (clase 
143), la modalidad de protocolo de entrevista que se propone se resume por 
medio del organigrama 4.7.
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P ro b lem a  
T azas d e  arroz
C a t . l 8 P rob lem a
C o ch es
E sq u em a  lin ea l  
(x 3 )
(4) ----------- ► (?)
Éxito
P ro b lem a P rob lem a E sq u em a  lin ea l
C a r a m e lo s 4-------- ► T en d ed eros 4 -------* (x  ?)
¡ 4 ; - -  -
Éxito
P ro b lem a E sq u em a  lin ea l
Q u esos <------ ► (x ?)
(121 ----------- ► (4)
Éxito
T ab la  d e Extraer s itu a c io n e s
p r o p o r c io n a lid a d <------ ► s e n c illa s  d e  la  tabla
L á r ic e s /P r e c io s
O r g a n ig r a m a  4 .7 . E s tr u c tu r a  d e l  p r o t o c o lo  p a r a  V a lo r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .
M o d a l id a d  1; s e g u n d o  c ic lo .
El primer problema del primer nivel en ambas modalidades es el mismo y 
coincide con el denominado Tazas de la versión del cuestionario para el 
segundo ciclo (ver la figura 3.24). La serie de este nivel en esta primera 
modalidad continúa con el problema Coches, diseñado para estos protocolos 
y que se muestra en la figura 4.16. Este problema se considera más sencillo 
que el anterior, pues aunque la información sea verbal y no gráfica la 
ubicación de los datos (la cantidad desconocida está situada en el cuarto lugar 
de una hipotética disposición de los mismos en una matriz 2x2) y las 
relaciones enteras (el factor asociado a la funcional es cuatro y el asociado a la 
relación escalar es dos) favorecen una fácil solución del mismo. La serie 
finaliza con un esquema lineal multiplicativo en el que dado un dato (4) y el 
factor multiplicativo (3) se tiene que hallar un valor desconocido.
A yer M arc estab a  ju g a n d o  con su co lecc ión  de coch es  
d e s m o n t a b le s .
P ara m on tar 2 coches usó 8 ruedas.
H oy M arc qu iere  m ontar 4  coch es.
¿ C u á n ta s  r u ed a s  n e c es ita ?
Figura 4.16
El primer problema del segundo nivel coincide con el llamado Caramelos, 
que se describió en el capítulo anterior (ver la figura 3.26). En este problema 
se incrementa la dificultad respecto del primer problema del nivel anterior 
al cambiar la posición de la cantidad desconocida en la información gráfica y
190
DE LAS ENTREVISTAS
no incluir la unidad como un dato del enunciado. El segundo problema de 
la serie de este nivel es el mismo que el denominado Tendederos que se 
describió en el capítulo tercero (ver la figura 3.27). Se puede considerar que se 
disminuye la dificultad pues en él los números que aparecen son menores, 
la relación entera que favorece la solución es la escalar (el factor asociado a la 
relación es dos) y la posición de la cantidad desconocida -en una hipotética 
disposición matricial de los datos- coincide con la que tiene en el primer 
problema del primer nivel; sin embargo, la información es verbal y no  
gráfica. Para finalizar la serie de este nivel se propone un esquema lineal 
multiplicativo en el que dados dos números naturales, 4 y 12, el alumno ha 
de hallar el número natural que multiplicado por el primero da el segundo. 
Esta solución numérica coincide con el valor unitario del problema 
Tendederos.
El primer problema del tercer nivel es el denominado Quesos; se ha 
diseñado para este protocolo de entrevista y aparece en la figura 4.17.
La S ra . R osa está pesando qu esos en el m ercad o con  
un a b a la n za .
E lla co loca  1 queso  en el p latillo  de la derecha.
1 queso
Su m arido  usó 12 pesas para pesar 4 quesos.
4 quesos
¿ C u án tas  pesas n ecesita  pon er la Sra . R osa en e l o tro  
p la t i l lo ?
D ib ú ja la s  y  com p leta  el cuadro de arriba
Figura 4.17
Se trata de un problema multiplicativo que se corresponde con un problema 
elemental de división-partición como lo denominan Puig y Cerdán (1988) de
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acuerdo con la clasificación que hace Vergnaud (1983) de esta clase de 
problemas.
Dado que figura la unidad como dato en el problema anterior no se puede 
disminuir el tamaño de los números, por lo que se finaliza la serie de este 
nivel con un esquema lineal multiplicativo en el que se dan dos números 
naturales, 4 y 12, y se ha de hallar el factor que multiplicado por el primero 
dé el segundo.
Para finalizar la serie vertical de problemas en este protocolo se propone una 
tarea en la que hay que completar una tabla de proporcionalidad. El 
problema es el mismo que Ricco (1977 y 1982) propuso como Prueba 2 en su 
trabajo sobre el desarrollo de la función lineal con niños de 7 a 11 años. El 
enunciado se le facilita oralmente al alumno entrevistado y se le 
proporciona en papel la tabla que se muestra en la figura 4.18.
N úm ero de lápices re se ta s  
com prados p ag ad as
M ari» 1
Ana 2
Sergio 3 12 pts
Lucia 4
M ate 9 20 pts
M arta (
Luis 8
Carlos 10
Sr.Juan 15
S r t .H o u 16
Dña Amparo 18
Don Femando 71
Dña Teresa 72
Don Federico 75
Figura 4.18
De este problema se hizo una adaptación para el cuestionario de lápiz y 
papel, la cual se describió en el capítulo tercero (ver la figura 3.29). Si el 
alumno tiene dificultades para completar la tabla se extraen situaciones
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sencillas de ella, cuartas proporcionales, que favorezcan la comprensión del 
problema y su solución.
En el caso en que la primera actuación del alumno al resolver el primer 
problema Tazas de arroz fuera no satisfactoria y se ubicara en la segunda o la 
cuarta categoría (ver el capítulo segundo), se ha diseñado una modalidad de 
la versión de la secuencia didáctica para alumnos del segundo ciclo cuya 
estructura se resume mediante el organigrama 4.8.
P rob lem a C a t .2 a C u estio n es  d e l tip o E sq u em a  lin ea l
T azas d e  arroz 4-------- ► q u e  h a ce  W in ch -4-------- * (x 3 )
C a t .4 a (?) ----------- ► (6)
Éxito
Problema C u estio n es  d e l tip o E sq u em a  lin ea l
Coches *-------- ► q u e  h ace  W in ch <------- ► (x 4 )
(4) ----------- ► (?)
Éxito
P rob lem a
T en d ed eros
C u e s tio n e s  e le m e n ta le s  
d e  la tab la  d e  
p r o p o r c io n a lid a d
Éxito
T abla  d e E xtraer s itu a c io n e s
p r o p o r c io n a lid a d 4------ ¥ se n c illa s  d e  la tab la
L á D ices /P rec io s
O r g a n ig r a m a  4 .8 . E s tr u c tu r a  d e l  p r o t o c o lo  p a r a  V a lo r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .
M o d a l id a d  2; s e g u n d o  c ic lo .
La serie del primer nivel se continúa formulando cuestiones elementales 
parecidas a las que hace Winch (1913, 1914a y 1914b) en su trabajo sobre 
proporcionalidad, por ejemplo: ¿si hay más de ... crees que habrá más de ...?, 
¿si hay menos de ... crees que habrá menos de ...? Y se finaliza con un  
esquema multiplicativo lineal que coincide con la segunda línea de la matriz 
de datos del problema Tazas de arroz, es decir, se debe hallar un número 
entero que multiplicado por un factor (3) nos dé un número dado (6).
En el caso en que tenga una actuación débil al resolver el primer problema 
del protocolo, el segundo nivel se ha diseñado de forma que sea globalmente 
más sencillo que el anterior. Esto supone que el primer problema del 
segundo nivel coincide con el segundo de la serie del primer nivel del 
protocolo anterior (el problema Coches), es decir que no se incrementa la 
dificultad del siguiente problema de la serie vertical sino que la 
disminuimos con el fin de que pueda solucionarlo directamente haciendo 
uso de lo que ha aprendido al resolver la serie de tareas del nivel anterior. Se 
continúa la serie del segundo nivel con cuestiones elementales como las que
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se ha mencionado utliza Winch (1913, 1914a y 1914b) y se finaliza con un 
esquema multiplicativo lineal que coincide con la línea de datos del 
problema Coches donde está la cantidad desconocida, si se hubiera dispuesto 
los datos del problema en un matriz dos por dos. Es decir: dado un número 
(4) y el factor multiplicativo (4), hallar el número que resulta.
En el primer problema del tercer nivel sí que se incrementa la dificultad 
respecto del anterior pues se cambia la ubicación de la cantidad desconocida, 
ésta no está en la cuarta posición de una disposición matricial de los datos, y 
la relación funcional no es entera. El problema que se propone es 
Tendederos, el mismo que el segundo problema del segundo nivel del 
protocolo anterior. Para continuar la serie del tercer nivel no se propondrían 
cuestiones elementales de las empleadas por Winch (1913, 1914a y 1914b) 
como en los niveles anteriores sino que se extraerían situaciones -cuartas 
proporcionales- de la tabla Lápices/Precios (figura 4.18) de forma que al 
resolverlas y ayudándose con lo que había aprendido el estudiante en el 
segundo nivel le permitiera resolver el problema Tendederos. El cuarto 
nivel coincide con el cuarto del protocolo anterior.
De la secuencia didáctica para la entrevista de alumnos de tercer ciclo no se 
han elaborado dos modalidades como en el caso anterior, sino que se ha 
diseñado un bucle a partir de la actuación de los alumnos al resolver el 
primer problema del segundo nivel.
La estructura de esta secuencia se resume por medio del organigrama 4.9.
Éxito
143
Éxito
P rob lem a
C a r a m e lo s
C u estio n es  d e l tip o  
q u e p ro p o n e  W inch
P rob lem a  
B otes d e  p in tu ra
E sq u em a  lin ea l 
(x ?)
P rob lem a
P iz z e r ia
E sq u em a  lin ea l 
(x ?)
P rob lem a
M a n te le s
T ab la  d e E xtraer s itu a c io n es
p r o p o r c io n a lid a d <-------- * se n c illa s  d e  la  tab la
LáD ices /  D recio
O r g a n ig r a m a  4 .9 .
E s tr u c tu r a  d e l  p r o t o c o lo  p a r a  V a lo r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d ;  te r c e r  c ic lo .
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El primer problema del primer nivel es el denominado Botes de pintura 
(figura 4.19); se diseñó para esta secuencia didáctica sobre proporción y 
proporcionalidad y tiene un estructura similar al problema Tazas que se 
describió en la elaboración de la versión del cuestionario para el tercer ciclo 
(figura 3.25). En él se han conservado los números de la primera fila de 
datos, por tanto la relación funcional es la misma, y en la segunda se ha 
mantenido la ubicación de la cantidad desconocida pero se ha cambiado el 
tamaño del cuarto número, por lo que el factor asociado a la relación escalar 
ahora es tres en lugar de dos.
X avier ha p in tad o  de rosa las clases de un co leg io  de 
X á t iv a .
Para ob ten er  el co lor  rosa h izo  la s igu ien te  m ezcla:
Por cada 3 botes de pintura roja puso 3 botes de pintura blanca
El va a p in tar  del m ism o co lor las clases de un co leg io  
de V alen cia  y  tiene 15 botes de pin tura b lan ca. 
¿C uántos b o tes  de p in tura  roja  necesita?
D ib ú ja lo s
botes de pintura roja 13 boles de pintura blanca
Figura 4.19
La serie del primer nivel continúa con un problema más sencillo que 
coincide con la tarea del cuestionario que denominamos Caramelos (ver la 
figura 3.36). En él, la información también se presenta gráficamente, se ha 
modificado la ubicación de la cantidad desconocida en la disposición 
matricial, pero tanto la relación escalar como la funcional son enteras. Para 
finalizar la serie de este nivel se propone un esquema multiplicativo lineal 
que coincide con la segunda línea de datos del problema anterior. Dados dos 
números, 6 y 18, hallar el factor que multiplicado por el primero da el 
segundo. Esta solución coincide con el valor unitario de dicho problema.
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El segundo nivel se inicia con el problema verbal Manteles, diseñado para 
esta secuencia didáctica y se muestra en la figura 4.20.
En un resta u ra n te  se va a celeb rar  un b an q u ete .
Con un ro llo  de 30 m etros de papel, el cam arero ha  
hecbo m anteles p a ra  12 mesas.
T ien e  otro  rollo  de 20 m etros de papel.
¿Cuántos manteles podrá hacer?
Figura 4.20
En la serie vertical de problemas se ha incrementado la dificultad pues las 
dos relaciones son no enteras, el factor multiplicativo en la relación 
funcional es 2 /5  y en la relación escalar es 2/3. El siguiente problema que se 
plantea está condicionado por la actuación de los alumnos al resolver el 
problema anterior y es el inicial de dos caminos distintos que vienen  
indicados por flechas en el organigrama. Si hay alumnos que tienen una 
actuación no satisfactoria pero ubicada en la primera categoría, se le propone 
el problema verbal Pizzería, diseñado para esta secuencia didáctica (ver la 
figura 4.21).
H an entrado unos n iños a la p izzería “El bocado de  
o r o ” , que celeb ra  su an iv ersa r io .
AJ verlas, el dusño pide 2 pizzas en la cocina p a ra  
o b s e q u ia r l e s .
A n tes p id ió  5 p izzas porque babian en trad o  15 n iñ os.
¿C u án tos  n iñ os han en trad o  ahora?
Figura 4.21
En éste, el factor asociado a la relación funcional es entero (3) y el asociado a 
la relación escalar no lo es (2/5). Para continuar en este nivel o camino, se 
propone finalizarlo con un esquema multiplicativo lineal que coincide con 
una de las líneas de una matriz de datos representativa del problema 
anterior: dados dos números, 5 y 15, hallar el factor por el que multiplicando 
el primero da el segundo. Al terminar este paso se regresaría al problema 
Manteles pasando de nuevo por el problema Pizzería.
Si hay alumnos que tienen una actuación débil al resolver el problema 
Manteles, es decir, que ésa se ubique en la segunda o la cuarta categoría, la 
serie continúa proponiéndole primero al alumno cuestiones elementales 
del estilo propuesto por Winch (1913, 1914a y 1914b) y luego el esquema 
multiplicativo lineal descrito anteriormente. Para regresar al problema 
inicial del nivel no se haría como en los otros casos recorriendo el camino 
andado en sentido contrario sino que en este caso se le propondría al 
alumno el problema Pizzería, es decir que se ha planteado un bucle de 
retorno.
196
DE LAS ENTREVISTAS
Como el nivel final de la secuencia didáctica se propone el mismo que el 
último de las dos modalidades de la versión para el segundo ciclo.
Esta colección de protocolos de entrevista que se han diseñado sirven como 
un ejemplo de un modelo de enseñanza para los contenidos m atem áticos 
que se estudian en esta investigación, pues todas estas formas de organizar la 
enseñanza plasmadas en las estructuras propuestas en los organigramas 
contienen:
-ejemplos de tareas con diversos contextos que perm iten estudiar 
diversos fenómenos que se representan por m edio de la razón, la 
proporción o la proporcionalidad,
-ejemplos de formas para apoyar a estudiantes que ponen de m anifiesto 
tendencias que los conducen a usar estrategias que en térm inos 
generales no son las más adecuadas para la resolución de problemas, 
tales como las de tipo aditivo, las cuales no siempre conducen a 
resultados satisfactorios,
-ejemplos de maneras que sirven para avanzar gradualm ente hacia el 
estudio de situaciones más complejas o contenido que actualm ente no  
están incluidos en la enseñanza primaria, pero que es posible incluir 
para abrir el abanico de situaciones que posibilitan la formación de 
objetos mentales más ricos, y
-ejemplos de estrategias de enseñanza que perm iten atender a 
estudiantes con distintos niveles de competencia en matemáticas.
Para la elección de los estudiantes que conformarían los estudios de casos se 
ha tenido en cuenta que sean alumnos de cuarto curso o de sexto curso, es 
decir que el estudiante estuviera terminando el ciclo de enseñanza, y además 
las siguientes características:
-Desarrolló alguna estrategia errónea directamente relacionada con el 
bloque de tareas sobre el cual se ha diseñado la secuencia didáctica que 
sirve de protocolo para una entrevista.
-Su actuación general en el desarrollo del cuestionario fue de tipo 
medio; su índice de actuaciones satisfactorias en el global del 
cuestionario estuvo alrededor del 50%.
-Sus actuaciones al resolver las tareas de los otros bloques que están 
relacionadas con el subtema o subtemas sobre los que se ha construido 
la secuencia didáctica que se pone a prueba en la entrevista.
El análisis e interpretación de las entrevistas se desarrollará en el 
capítulo sexto.
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Del análisis de actuaciones
En este capítulo expondremos y comentaremos los resultados del análisis de 
las actuaciones de los alumnos del segundo ciclo de enseñanza prim aria, 
cursos 3o B y 4°B, y de los del tercero, cursos 5°B y 6°B, del Colegio Público de 
Prácticas de la C iudad de Valencia, al resolver las tareas de las dos versiones 
de un cuestionario de lápiz y papel.
Este análisis nos perm ite elaborar unos conjuntos de observaciones 
relacionadas con el modelo para los procesos cognitivos que se ha utilizado 
para la elaboración de un esquema de análisis y clasificación de actuaciones 
(ver el capítulo segundo). Estos conjuntos de observaciones forman parte del 
nuevo Modelo Teórico Local, en concreto del Modelo de Cognición, con el 
cual se revisará la problemática inicial.
El análisis detallado y la categorización de cada una de las actuaciones de los 
alumnos se explicita en los Anexos siguientes: 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4.
Los resultados del análisis y clasificación los organizaremos por bloques de 
tareas de la siguiente manera:
-prim ero , resum irem os los datos obtenidos en tablas por tareas. U na 
sola tabla, si la tarea se propone a un solo ciclo o es común a los dos, 
aunque tenga en cada ciclo una modalidad distinta. Dos tablas, si la 
tarea tiene dos apartados y las modalidades de cada ciclo son distintas. 
Los comentarios y observaciones también se harán por tareas.
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-segundo, resumiremos en una tabla, por ciclo de enseñanza, todos los 
datos correspondientes a un bloque de tareas; después compararemos y 
comentaremos los resultados globalmente entre los ciclos; y
-tercero, resumiremos en cuatro tablas las actuaciones globales de los 
alumnos en la prueba, una por cada grupo de estudiantes.
El análisis de las actuaciones nos permitirá explicitar estrategias, tendencias, 
competencias y dificultades que tienen los estudiantes al resolver las 
distintas tareas del cuestionario.
Consideramos que un alumno tiene una actuación satisfactoria -en  algunos 
casos la denominam os acierto- cuando podemos ubicar su actuación en la 
subcategoría 1.1 (clases 1.1.1 o 1.1.2), es decir que identifica las relaciones 
apropiadas de los elementos en juego y las usa en su resolución del 
problema. Un alum no tiene una actuación débil al resolver una tarea 
cuando no la ubicamos en la primera categoría.
Las tablas nos indican en la primera columna la denom inación de la tarea y 
la codificación de las clases en las que se han ubicado las actuaciones de los 
alumnos al resolverla. Para que el lector no tenga que acudir continuam ente 
al capítulo segundo, debajo de los datos escribimos la denominación de cada 
una de las clases. En la primera fila o segunda fila, si es necesario, escribimos 
el curso al que corresponden las frecuencias, el referente de los totales que se 
dan en la columna y la denominación de la tarea o apartado de la tarea a la 
que se refieren los datos. Pondremos las frecuencias en forma de razón, por 
ejemplo: "cinco de veinte" o 5/20.
5.1. RESULTADOS DEL ANÁLISIS DE ACTUACIONES EN EL BLOQUE 
ESCALAS
Este bloque lo conforman cuatro tareas: Fotografía, Muñecos, Rectángulo y 
Perro. Tres son comunes para los estudiantes de los dos ciclos, la primera, la 
tercera y la cuarta; la otra tarea tiene dos modalidades y cada una de ellas 
consta de dos apartados.
5.1.1. E n  l a  t a r e a  F o t o g r a f ía
Los resultados del análisis de las actuaciones de los alum nos al resolver esta 
tarea de comparación cualitativa (ver la figura 3.7) se exponen en la tabla 5.1.
En todos los cursos los alumnos han elegido m ayoritariam ente el dibujo 
adecuado. Tres estrategias se han identificado entre las actuaciones de los 
alumnos que se considera que han resuelto satisfactoriamente la tarea. Los 
que realizan una comparación global, es decir que no encuentran nada 
anómalo que viole su percepción global del dibujo, los que buscan la 
conservación de las razones internas en comparaciones específicas y los que 
eligen por exclusión.
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Fotografía 3o B 4o B
T ota l 2o 
C ic lo 5 o B 6o B
T ota l 3r. 
C ic lo
T o ta l
p ru eb a
1.1 .1 1 5 /2 0 1 0 /2 0 2 5 /4 0 1 7 /2 0 1 7 /2 0 3 4 /4 0 5 9 /8 0
1 .2 .3 5 /2 0 5 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 6 /8 0
2 .2 .1 5 /2 0 2 /2 0 7 /4 0 2 /2 0 2 /2 0 4 /4 0 1 1 /8 0
2 .2 .3 1 /2 0 1 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 2 /8 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1.1.1 R e sp u e sta  acertad a
1.2.3 E m p leo  d e l p a tró n  en  u n a  p arte, n o  gen era liza
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e  e n u n c ia d o
2 .2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  ca n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie  
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  la parte  gráfica  d e l e n u n c ia d o  
4.2  R esp u esta  n o  id en tifica d a
Tabla 5.1. Frecuencias en la tarea Fotografía
El comportamiento predominante entre los alumnos que no tienen una 
actuación satisfactoria es la repetición de algún dato del enunciado: eligen el 
dibujo con el libro del mismo tamaño. Tal vez la idea de que una fotografía 
es lo que conserva más cosas iguales les impulsa a elegir el dibujo en el que 
más datos se repiten. Este comportamiento básicamente se manifiesta en el 
tercer curso.
Un tercer comportamiento a destacar, en este caso en cuarto curso, es el 
empleo de un patrón que no generalizan, pues eligen el dibujo con el libro 
más pequeño.
En la tabla se observa que en el tercer ciclo hay un avance en el éxito respecto 
del segundo y que la dificultad de esta tarea es similar para los alumnos del 
segundo ciclo, pues el 85% de alumnos de los dos cursos contesta 
correctamente.
Parece que algunos alumnos que tienen un desempeño no satisfactorio en 
esta tarea de comparación cualitativa, después tienen un desempeño débil 
en la mayoría de las otras tareas del cuestionario o en las de algún bloque 
concreto. Los cinco alumnos de tercer curso no alcanzan el 25% de aciertos 
en la prueba y los de cuarto en ningún caso alcanzan el 50%. Entre los seis 
alumnos del tercer ciclo que han tenido una actuación no satisfactoria, 
solamente uno supera el 50% de aciertos en la prueba.
El detalle de las actuaciones globales de estos alumnos en la prueba se puede 
seguir en las tablas 5.28 , 5.29 , 5.30 y 5.31 que hay al final del capítulo.
5.1.2. E n  l a  t a r e a  M u ñ e c o s
Esta tarea tiene dos modalidades, una para cada versión del cuestionario, con 
dos apartados cada una (ver las figuras 3.8 y 3.9). Los resultados del análisis 
de actuaciones los agruparemos en dos tablas, una por cada modalidad. En
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cada una de las tablas se incluirá los datos de las resoluciones de los dos 
apartados.
Primero veremos los resultados de la categorización de las actuaciones de los 
alumnos en la resolución de la modalidad de la tarea Muñecos para la 
versión del cuestionario de segundo ciclo; los datos se muestran de forma 
resumida en la tabla 5.2.
T area M uñecos M uñecos
Muñecos (x 1 /2 ) T o ta l (x 3) T o ta l T o ta l
2o c ic lo 3 o 4 ° A p d . a) 3 o 4 ° A p d . b) prueba
1.1.1 7 /2 0 1 6 /2 0 2 3 /4 0 7 /2 0 1 5 /2 0 2 2 /4 0 4 5 /8 0
1.4.1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1.4 .2 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 3 /8 0
1.4 .4 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 4 /2 0 2 /2 0 6 /4 0 6 /8 0
2.2.1 6 /2 0 6 /4 0 3 /2 0 1 /2 0 4 /4 0 1 0 /8 0
4.1 1 /2 0 1 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 2 /8 0
4 .3 6 /2 0 1 /2 0 7 /4 0 4 /2 0 4 /4 0 1 1 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertada
1.4.1 P red o m in io  d e  lo s  n a tu ra les  al trabajar co n  fraccion es.
1.4.2 A soc iar  el tr ip le  a un  a u m en to  a d it iv o  d e  tres u n id a d e s .
1.4.4 A u m e n to  o  d ism in u c ió n  arbitraria.
2.2.1 R ep etic ión  d e  a lg ú n  d a to  d e  e n u n c ia d o
4.1 A ctu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te  
4.3 N o  contesta
Tabla 5.2. Frecuencias en la tarea Muñecos. Segundo ciclo.
Los datos de la tabla nos indican que las relaciones mitad y triple todavía son 
conceptos difíciles en el tercer curso de primaria, ya que solamente el 35% 
contesta satisfactoriamente, y que en el cuarto curso no lo son, pues casi el 
80% tiene una actuación satisfactoria.
Al ver la tabla puede pensarse que, en cada uno de los cursos del segundo 
ciclo, las relaciones mitad y triple tienen una dificultad similar para los 
alumnos. Sin embargo para los alumnos de tercero parece que el problema 
asociado al factor de escala tres les resulta menos difícil que el asociado al 
factor 1/2, ya que el 65% de los alumnos perciben el triple como un aumento 
y sólo el 40% perciben la mitad como un disminución.
Es de notar que en la tarea asociada al factor 1/2 ningún alumno de cuarto 
curso repitió algún dato del enunciado como sí que ocurrió en seis casos en 
tercero. Los tres alumnos de tercer curso que repiten la altura del muñeco en 
el segundo apartado de la tarea también lo hicieron en el apartado anterior.
Los comportamientos de los seis alumnos de tercero y tres de cuarto que 
perciben el triple como un aumento son variados. En el tercer curso: uno 
como un incremento aditivo de una unidad (1.4.4), dos como un  
incremento aditivo de tres unidades (1.4.2) y tres como un incremento 
aditivo de cuatro unidades, es decir como el doble (1.4.4). En cuarto curso:
202
DEL ANALISIS DE ACTUACIONES
uno lo asocia a un incremento aditivo de tres unidades (1.4.2) y los otros dos 
lo asocian con el doble (1.4.4), sin embargo uno de éstos lo hace respecto del 
muñeco dado y el otro respecto del que había dibujado.
El problema asociado al factor de escala tres es fácil para los alumnos de 
cuarto curso, 75% tienen éxito y el 90% perciben que hay que realizar un  
aumento. Supone un avance notable respecto del curso anterior en que 
hubo un 35% de éxito y solamente el 65% percibía el aumento.
Los cinco alumnos de tercer curso que han tenido una actuación débil (2.2.1) 
en la tarea Fotografía tienen una actuación débil en esta tarea, ninguno tiene 
una actuación correcta, pero al menos tres de ellos perciben el triple como 
un aumento.
Veamos ahora el análisis de las actuaciones de los alumnos al resolver la 
modalidad de la tarea Muñecos para el cuestionario de tercer ciclo; ésta tiene 
dos apartados, en el primero el factor de escala es 1/4 y en el segundo 2/3. Los 
resultados de la clasificación de las actuaciones se resumen en la tabla 5.3.
T a rea  
M uñecos 
3r  c ic lo
M uñecos
( x l / 4 ) TO TA L  
A p d . a)
M uñecos 
(x 2 /  3) T O T A L  
A p d . b)
T O T A L
P rueba5 o 6 o 5 o 6 o
1.1 .1 1 3 /2 0 1 5 /2 0 2 8 /4 0 4 /2 0 1 0 /2 0 1 4 /4 0 4 2 /8 0
1.4.1 4 /2 0 2 /2 0 6 /4 0 7 /2 0 4 /2 0 1 1 /4 0 1 7 /8 0
2 .2 .1 1 /2 0 2 /2 0 3 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 4 /8 0
3 .1 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 3 /8 0
4 .3 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 6 /2 0 5 /2 0 1 1 /4 0 1 4 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
1.4.1 P red o m in io  d e  lo s  n a tu ra les  al trabajar c o n  fraccion es.
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e  en u n c ia d o
3.1 In terp retación  d iferen te  a la e sp era d a
4.3 N o  con testa
Tabla 5.3. Frecuencias en la tarea Muñecos. Segundo ciclo.
Primero observamos los datos relacionados con el primer apartado de la 
tarea.
El hecho de una disminución del éxito en la resolución del apartado a) de la 
tarea, 13/20 en quinto curso frente al resultado obtenido por los alumnos de 
cuarto 16/20, se debe al cambio que se ha hecho en el enunciado del 
problema: la fracción unitaria asociada al factor de escala es 1/4 y en la otra 
versión era 1/2.
De los trece alumnos de quinto curso y quince de sexto que han respondido 
satisfactoriamente, sólo tres de cada curso dan pruebas de que interpretan la 
fracción 1/4 como un cociente. Se observa que hay una ligera mejoría en el 
éxito en sexto curso, el 75% tiene una buena actuación frente al 65% que la 
tuvo en el quinto.
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Cuatro alum nos de quinto y dos de sexto responden con una dism inución 
de la altura que parece debida al predom inio de los naturales, en térm inos 
del denominador, al trabajar con fracciones. Los cuatro de quinto tienen el 
mismo comportamiento: dibujan un muñeco de cuatro botones de altura 
(cuatro es el denom inador de la fracción asociada) y los dos de sexto tienen  
comportamientos distintos: uno dibuja un muñeco de ocho botones de 
altura (resta cuatro unidades a la altura del dibujo dado) y el otro dibuja uno  
de cuatro botones de altura.
Uno de los alumnos de quinto que ha tenido una actuación débil (2.2.1) en la 
tarea Fotografía también tiene una actuación débil en esta tarea, vuelve a 
repetir un dato de la información gráfica y los dos alumnos de sexto que h an  
tenido una actuación débil (2.2.1) en la tarea Fotografía también tiene una  
actuación débil en esta tarea, vuelven a repetir un dato de la inform ación 
gráfica, dibujan muñecos en los que intentan repetir la altura del dado.
En los párrafos siguientes comentamos los datos en relación con el segundo 
apartado de la tarea.
Como era de esperar hay una disminución del éxito en este apartado de la 
tarea respecto del que hubo en el anterior, pues para los alumnos de 
primaria el problema asociado a la expresión "dos tercios" tiene m ayor 
dificultad que el asociado a la expresión "la cuarta parte". Esta segunda parte 
de la tarea resulta difícil para los alumnos de quinto curso -4  de 20 tuv ieron  
éxito- y asequible para los alumnos de sexto -10 de 20 respondieron 
satisfactoriamente-. En las actuaciones de los alum nos que tuvieron éxito 
apenas hay evidencias de la interpretación que hacen de la expresión dos 
tercios; uno de sexto da pruebas de que la ve como un operador: prim ero 
halla el resultado de aplicar la fracción unitaria 1/3 como cociente y después 
duplica este resultado aditivamente.
Los siete alumnos de quinto curso y los cuatro de sexto que tienen una 
actuación centrada en el uso de los naturales al trabajar con fracciones tienen  
comportamientos distintos. En quinto curso: cinco alum nos ponen de 
manifiesto un  predom inio de num erador y denom inador (toman dos 
tercios como dos veces tres y dibujan un muñeco de seis botones de altura) y 
los otros dos sólo un  predominio del denom inador (uno dibuja un m uñeco 
de tres unidades de altura y el otro dibuja un muñeco de nueve unidades de 
altura -resta tres unidades a la altura del dado de 12 unidades). En sexto 
curso: uno manifiesta un  predom inio de num erador y denom inador 
(interpreta dos tercios como dos por tres y dibuja un muñeco de seis botones 
de altura) y los otros tres manifiestan un  predom inio del denom inador (dos 
dibujan un muñeco de tres unidades de altura y el otro dibuja un  m uñeco 
de nueve unidades de altura -resta tres unidades a la altura del m uñeco 
dado en el enunciado).
Dos alumnos de quinto y uno de sexto tienen actuaciones en las que 
interpretan la expresión dos tercios del enunciado de forma diferente a la
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esperada. Los de quinto la interpretan como un cociente: uno como dividir 
tres entre dos (dibuja un muñeco de 1'5 unidades de altura) y el otro como 
dividir tres entre tres (dibuja un muñeco de una unidad de altura). El de 
sexto dibuja un muñeco de cuatro unidades y media de altura, es decir que 
interpreta dos tercios como tres medios y aplica esta fracción impropia como 
un operador sobre la altura del muñeco que dibujó, que era tres unidades.
Los dos alumnos de quinto que han tenido una actuación débil (2.2.1) en la 
tarea Fotografía también tienen una actuación débil en esta tarea: uno repite 
un dato del enunciado gráfico (el muñeco de doce botones) y el otro 
interpreta "dos tercios" como el cociente de tres entre dos.
Ninguno de los tres alumnos de sexto que han tenido una actuación débil en 
la tarea Fotografía tiene una actuación correcta en esta tarea, dos de ellos no  
responden y el otro manifiesta un predominio de los naturales en términos 
del denominador.
5.1.3. E n  l a  t a r e a  R e c t á n g u l o
La tarea Rectángulo (ver la figura 3.10) es común para todos los alumnos y 
los resultados del análisis y categorización de sus actuaciones al resolverla se 
muestran en la tabla 5.4.
T ota l 2o. T ota l 3r. T o ta l
Rectángulo 3 o B 4 o B C ic lo 5o B 6o B C ic lo P rueba
1.1 .1 3 /2 0 7 /2 0 1 0 /4 0 1 6 /2 0 6 /2 0 2 2 /4 0 3 2 /8 0
1 .1 .2 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 5 /8 0
1 .4 .3 3 /2 0 4 /2 0 7 /4 0 4 /2 0 4 /4 0 1 1 /8 0
2 .2 .1 5 /2 0 5 /2 0 1 0 /4 0 2 /2 0 3 /2 0 5 /4 0 1 5 /8 0
2 .2 .6 4 /2 0 1 /2 0 5 /4 0 5 /8 0
2 .3 .3 1 /2 0 1 /4 0 3 /2 0 3 /4 0 4 /8 0
3.1 3 /2 0 1 /2 0 4 /4 0 1 /2 0 3 /2 0 4 /4 0 8 /8 0
1.1.1 R e sp u e s ta  acertad a
1.1.2 E n fren ta m ien to  co n  d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d iferen te .
1.4.3 U so  d e  u n a  estra teg ia  d e  tip o  a d it iv o  
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l en u n c ia d o  
2 .2 .6  C e n tra m ien to  e n  la  s im etr ía  ax ia l
2 .3.3 O p era c ió n  co n  p arte  d e  lo s  d a to s
3.1 In terp retac ión  particu lar d e l e n u n c ia d o
Tabla 5.4. Frecuencias en la tarea Rectángulo.
En la tabla puede verse que en el tercer ciclo hay un incremento notable 
del número de actuaciones satisfactorias respecto del que hay en el 
segundo, pero hay que hacer notar que el éxito en el quinto curso es 
mucho mayor que en el sexto.
No se puede identificar en la prueba de papel y lápiz los tipos de 
comportamientos que subyacen en las soluciones de los alumnos, ya que 
éstas son meros dibujos, podría ser que usaran la relación externa o
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funcional o que intentaran conservar la razón interna. Este pequeño 
inconveniente podría resolverse en futuros diseños de la tarea, tal vez 
pidiéndole al estudiante una explicación se podrían tener pruebas para 
distinguir los tipos de actuaciones que conducen a un éxito en la solución. 
Como la relación externa es entera, asociada al factor tres o al dos, y la 
interna no, es más plausible que los alumnos utilicen la primera para 
resolver el problema.
En el segundo ciclo hay cinco alum nos de tercer curso y ocho de cuarto 
que tienen una actuación satisfactoria, todos parece que usan la relación 
triple. De ellos, dos de tercero y uno de cuarto tienen dificultades de 
conteo.
En el tercer ciclo hay diecisiete alum nos de quinto y siete de sexto que 
tienen actuaciones que también son satisfactorias; de ellos, uno de cada 
curso tiene dificultades de conteo. En quinto curso hay tres alum nos que 
utilizan la relación doble (dibujan un  rectángulo 12x8), uno de éstos es el 
que manifiesta tener dificultades de conteo, y sólo uno de los que parece 
que usan el triple da pruebas de que sí utiliza la relación al remarcar u na  
nueva cuadrícula 3x3. En sexto curso hay uno que utiliza la relación 
funcional doble y de los otros alumnos que utilizan la relación triple sólo 
uno da pruebas de que la utiliza al escribir al margen las operaciones 4x3 = 
12 y 6x3 =18.
Algunos alumnos (3/20 en tercero, 4/20 en cuarto y 4/20 en sexto) no  
identifican la relación funcional triple y parece que intentan resolver la 
tarea mediante el uso de la relación escalar. Como ésta no es entera -4  a 6- 
tienen dificultades y adoptan una estrategia de tipo aditivo: dibujan u n  
rectángulo de dimensiones 12x14, solución en la que m antienen la 
diferencia que hay entre los lados del rectángulo del enunciado.
Cinco alumnos de cada curso del segundo ciclo, dos alum nos de quinto y 
tres de sexto repiten algún dato gráfico del enunciado. De ellos, dos de 
tercero y uno de cuarto repiten el rectángulo dado y uno de sexto repite 
todos los datos gráficos (el rectángulo y el lado dados). En estos casos 
pudiera interpretarse que interpretan la frase del enunciado "m ism a 
forma" como "igual", pero como tienen una tendencia en la prueba a 
repetir algún dato se ha codificado como 2.2.1. Los otros dos alum nos del 
segundo ciclo, los dos de quinto y uno de sexto repiten en su dibujo la 
dimensión de uno de los lados del rectángulo dado. Otro de sexto dibuja 
un rectángulo de dimensiones 12x5 (manifiesta problemas de conteo por 
lo que no sabemos el lado que repite).
Pese a que en la información gráfica de la tarea se ha cambiado la posición 
del segmento dado para evitar que los alum nos centren su atención en la 
simetría axial, este tipo de actuación se sigue manifestando. De los cuatro 
alumnos de tercero que tienen este comportamiento, tres parece que usan  
como eje de simetría el segmento dado y el otro usa el eje de sim etría
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vertical del rectángulo que forma la cuadrícula. El alum no de cuarto 
dibuja el eje de simetría vertical del rectángulo que forma la cuadrícula y 
lo usa en su actuación. Es de destacar la dism inución de este 
com portam iento de un curso al otro. Ningún alum no del tercer ciclo se 
centra en la simetría axial, es decir que el desplazamiento del lado dado 
para completar la figura ha evitado que los alum nos tomen éste como eje 
de una simetría axial. En la investigación desarrollada en Valencia (1996- 
97), 6/10 alum nos de sexto curso de prim aria tuvieron u n  
comportamiento centrado en la simetría axial al resolver esta tarea.
Un alumno de cuarto curso y tres de sexto manifiestan un  predom inio de 
la operatividad, para hallar el lado incógnita operan con parte de los datos: 
dibujan un  rectángulo de dimensiones 12x16, es decir que hallan el lado 
incógnita sum ando dos datos del enunciado, la longitud de un lado, 4 
unidades, con la longitud de otro, 12 unidades.
Las actuaciones de cuatro alumnos de cada uno de los ciclos se h a n  
considerado como de la categoría 3. En ellas se han dado tres 
interpretaciones distintas de la expresión "misma forma":
Una, como dibujar otro rectángulo sin tener en cuenta la relación entre 
los lados por lo que dibujan el rectángulo más grande que les cabe en la 
cuadrícula (12x20): dos de tercero, uno de cuarto, uno de quinto y dos de 
sexto.
Otra, como hacer una réplica de toda la información gráfica: uno de 
tercero.
Y la tercera, como dibujar otro rectángulo que conserve el área: uno de 
sexto que dibuja un  rectángulo de dimensiones 2x12.
En el seguimiento de los alumnos que han tenido una actuación no  
satisfactoria al resolver la tarea Fotografía encontramos lo siguiente:
Los cinco alum nos de tercero que han tenido una actuación débil en la 
tarea Fotografía también tienen una actuación débil en esta tarea.
De los cinco alum nos de cuarto que tuvieron una actuación débil en la 
tarea Fotografía, dos tienen una actuación satisfactoria, dos desarrollan 
una estrategia de tipo aditivo y el otro tiene un centram iento en la 
simetría axial.
Ninguno de los tres alumnos de sexto que tuvo una actuación débil en la 
tarea Fotografía tiene una actuación satisfactoria en esta tarea.
Sorprende el descenso tan fuerte que hay en el éxito al resolver los 
alum nos de sexto curso esta tarea en relación con el que obtuvieron los 
alum nos de quinto curso. Así 17/20 respondieron satisfactoriamente en  
quinto curso y 7/20 lo ha hecho en sexto curso. Esta misma situación se 
dio en el trabajo que se realizó en Valencia (1996-97) donde 5/10 tuv ie ron  
éxito en quinto curso y 2/10 lo tuvo en sexto. Una explicación pudiera ser 
que este tipo de tareas forma parte del curriculum de quinto curso y no del 
de sexto. En el trabajo mexicano (1994-96) no se produjo esta situación,
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pues al resolver la tarea 6/10 tuvieron una actuación satisfactoria en 
quinto curso y 7/10 en sexto.
5.1.4. E n  l a  t a r e a  P e r r o
En este caso podemos considerar, a efectos del análisis, que se trata de una 
tarea común para todos los alumnos, aunque de ella hay dos modalidades en 
el cuestionario (ver las figuras 3.11 y 3.12). Por tanto exponemos, sólo en la 
tabla 5.5, los resultados de la categorización de las actuaciones de los 
alumnos al resolverla.
T ota l 2 o. T ota l 3r. T o ta l
Perro 3 o B 4 o B C ic lo 5o B 6o B C ic lo Prueba
1.1.1 2 /2 0 3 /2 0 5 /4 0 6 /2 0 2 /2 0 8 /4 0 1 3 /8 0
1.1 .2 4 /2 0 5 /2 0 9 /4 0 4 /2 0 1 1 /2 0 1 5 /4 0 2 4 /8 0
1.2.5 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1.4 .2 3 /2 0 2 /2 0 5 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 6 /8 0
1.4 .4 3 /2 0 7 /2 0 1 0 /4 0 2 /2 0 2 /2 0 4 /4 0 1 4 /8 0
2.2 .1 4 /2 0 1 /2 0 5 /4 0 5 /8 0
2 .2 .2 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
2 .2 .6 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
3.1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4.1 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /4 0 2 /2 0 2 /4 0 3 /8 0
4 .3 1 /2 0 1 /4 0 5 /2 0 2 /2 0 7 /4 0 8 /8 0
1.1.1 R e sp u e sta  acertad a
1.1 .2  D if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d iferen te
1.2.5 U s o  lin ea l d e  un a  re lac ión  b id em en sio n a l
1.4.2 A so c ia r  el d o b le  a u n  a u m en to  a d it iv o
1.4.4 In terpretar e l d o b le  co m o  u n  a u m en to  arbitrario
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l e n u n c ia d o
2.2 .2  A so c ia  e l d o b le  a d o s  u n id a d es
2 .2 .6  C en tra m ien to  e n  la  sim etría  ax ia l
3.1
4.1
4.2
In terp retac ión  d iferen te  a la esp era d a  
A ctu a c ió n  id en tifica d a , au n q u e  n o  p ertin en te  
A ctu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  con testa
T a b la  5 .4 . F r e c u e n c ia s  e n  la  ta r e a  P e r r o .
Se considera que las actuaciones de seis alumnos de tercero, ocho de cuarto, 
diez de quinto y trece de sexto son satisfactorias, tienen en cuenta la 
bidimensionalidad del aumento y la relación de cambio. De éstas, se han 
categorizado en la clase 1.1.2 aquellas actuaciones en las que los estudiantes 
no aplican el cambio en toda la figura, al parecer por dificultades al doblar lo 
unitario (cuadrados unitarios: oreja, cuello y cola, y una de las dimensiones 
de las patas) o por dificultades de carácter técnico al cerrar el dibujo. Uno de 
los dos de sexto que no tienen ninguna dificultad para aplicar correctamente 
el cambio ha interpretado la expresión técnica-simbólica, 2 a 1, como la 
mitad.
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Un alum no de tercero parece que centra su actuación en una de las 
dimensiones, en este caso la altura, y consigue que su dibujo, aunque haya 
perdido la proporción, tenga el doble de altura.
Tres alum nos de tercero, dos de cuarto y uno de sexto interpretan el doble 
como un aum ento aditivo. Tres tipos de com portam iento se h an  
identificado en estas actuaciones: Uno, asociar el aum ento a un increm ento 
aditivo de una unidad (dos de tercero, uno de cuarto y el alum no de sexto). 
Otro, asociarlo a un aumento aditivo de dos unidades (uno de tercero y uno  
de cuarto). Y el tercero, aum entar cada unidad de dos unidades (uno de 
cuarto). En este último caso da la sensación de que el alum no ha dibujado el 
triple, sin embargo ha escrito a continuación del enunciado "El doble de 
alto".
Tres alum nos de tercero, siete de cuarto y dos alum nos de cada curso del 
tercer ciclo perciben un cambio pero hacen cosas variadas erróneas, ya que 
no identifican la relación de cambio bidimensional. Todos los dibujos dan la 
idea de un perro más grande que el original; en algún caso la altura del 
dibujo es el doble de la dada.
Cuatro alumnos de tercero y uno de cuarto repiten la parte gráfica del 
enunciado, intentan dibujar un perro de las mismas dim ensiones que el 
dado. Este comportamiento no se da en el tercer ciclo.
La expresión técnica "2 a l "  induce a dos alum nos de sexto a dibujar dos 
perros del mismo tamaño.
Un alum no de cuarto se centra en la simetria especular y dibuja un  perro 
simétrico del dado. Es el único caso en esta investigación y en las anteriores 
(México 94-96 y Valencia 96-97) en el que aparece este com portam iento al 
resolver esta tarea.
Un alum no de quinto descodifica el enunciado de una forma particular, 
interpreta la expresión "2 a 1" como dibujar dos perros, uno igual y otro el 
doble, en el segundo dibujo tiene dificultades con lo unitario.
En el seguimiento de los alumnos que han tenido una actuación no  
satisfactoria al resolver la tarea Fotografía encontramos lo siguiente:
Los cinco alumnos de tercer curso que han tenido una actuación débil en la 
tarea Fotografía tienen una actuación no satisfactoria en esta tarea. 
Únicamente uno de ellos percibe un cambio, interpreta el doble como u n  
aumento aditivo como hizo con el triple, los otros cuatro tienen actuaciones 
débiles, dos de ellos vuelven a repetir parte de la información gráfica del 
enunciado, uno engorda el perro y el otro da una respuesta no identificada.
N inguno de los cinco alumnos de cuarto que tuvieron una actuación débil 
en la comparación cualitativa de la tarea Fotografía tiene una actuación 
satisfactoria en esta tarea.
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Ninguno de los tres alumnos de quinto que tuvieron una actuación no 
satisfactoria en la tarea Fotografía la tiene satisfactoria.
5.1.5. R e s u l t a d o s  g l o b a l e s  e n  el  b l o q u e  E s c a l a s .
En la tablas 5.6 y 5.7 se agrupan todos los resultados de la clasificación de las 
actuaciones de los alumnos de segundo y de tercer ciclo, respectivamente, al 
resolver todos los problemas del bloque de tareas Escalas.
T area F o to g ra fía Muñecos 
(x 1 /2 )
Muñecos 
(x  3)
R ectángulo Perro T o ta l
2 °
C icloCurso 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 °
1.1.1 1 5 /2 0 1 0 /2 0 7 /2 0 1 6 /2 0 7 /2 0 1 5 /2 0 3 /2 0 7 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 8 5 /2 0 0
1.1 .2 2 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 5 /2 0 1 2 /2 0 0
1.2 .3 5 /2 0 5 /2 0 0
1.2.5 1 /2 0 1 /2 0 0
1.4.1 1 /2 0 1 /2 0 0
1.4 .2 2 /2 0 1 /2 0 3 /2 0 2 /2 0 8 /2 0 0
1.4 .3 3 /2 0 4 /2 0 7 /2 0 0
1.4 .4 1 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 7 /2 0 1 8 /2 0 0
2.2.1 5 /2 0 2 /2 0 6 /2 0 3 /2 0 1 /2 0 5 /2 0 5 /2 0 4 /2 0 1 /2 0 3 2 /2 0 0
2.2 .3 1 /2 0 1 /2 0 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /2 0 0
2 .2 .6 4 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 6 /2 0 0
2 .3 .3 1 /2 0 1 /2 0 0
3.1 3 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 0
4.1 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 4 /2 0 0
4 .2 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 0
4.3 6 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 1 /2 0 1 2 /2 0 0
T a b la  5 .6 . F r e c u e n c ia s  e n  e l  b lo q u e  d e  ta r e a s  E s c a la s . S e g u n d o  c ic lo
T a rea F o to g r a f ía M u í
(X
íe c o s
/ 4 )
M u ñ e c o s  
(x  2 / 3 )
R e c tá n g u lo P erro T o ta l
3 r
C ic loC u r so 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o
1.1.1 1 7 /2 0 1 7 /2 0 1 3 /2 0 1 5 /2 0 4 /2 0 1 0 /2 0 1 6 /2 0 6 /2 0 6 /2 0 2 /2 0 1 0 6 /2 0 0
1.1.2 1 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 1 1 /2 0 1 7 /2 0 0
1.2.3 1 /2 0 1 /2 0 0
1.4.1 4 /2 0 2 /2 0 7 /2 0 4 /2 0 1 7 /2 0 0
1.4.2 1 /2 0 1 /2 0 0
1.4.3 4 /2 0 4 /2 0 0
1.4.4 2 /2 0 2 /2 0 4 /2 0 0
2.2.1 2 /2 0 2 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 1 3 /2 0 0
2 .2 .2 2 /2 0 2 /2 0 0
2 .2 .3 1 /2 0 1 /2 0 0
2.3 .3 3 /2 0 3 /2 0 0
3.1 2 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 3 /2 0 1 /2 0 8 /2 0 0
4.2 2 /2 0 2 /2 0 0
4.3 2 /2 0 1 /2 0 6 /2 0 5 /2 0 5 /2 0 2 /2 0 2 1 /2 0 0
T a b la  5 .7 . F r e c u e n c ia s  e n  e l  b lo q u e  d e  ta r e a s  E s c a la s .  T e r c e r  c ic lo
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En este bloque de tareas, Aproximadamente la mitad de las actuaciones de 
los alum nos del segundo ciclo son satisfactorias (97/200); en cuarto curso 
(57/100) hay una mejoría respecto al tercero (40/100). A pesar de que en la 
versión del cuestionario para el tercer ciclo se ha incrementado la dificultad 
en los dos apartados de la tarea Muñecos, el éxito es superior en este ciclo 
que en el anterior. Ahora el 62'5% de los alumnos tiene éxito frente al 44/5% 
que tuvo éxito en segundo ciclo.
Hay dos comportamientos significativos entre los alum nos de segundo ciclo 
que tienen una actuación ubicada en la primera categoría, pero que no es 
satisfactoria. Uno es el predom inio de lo cualitativo al hacer incrementos o 
decrementos arbitrarios -los alumnos saben que debe ser más grande o m ás 
pequeño pero no cuánto (18/200)- y el otro es el aditivo (15 de 200). De éstos, 
siete desarrollan la estrategia aditiva de la diferencia constante (143). En el 
tercer ciclo solamente 5/200 manifiestan un  com portam iento aditivo, 
aunque de ellos cuatro lo hacen mediante una estrategia aditiva. La tarea que 
favorece, por su estructura, el uso de la estrategia aditiva de la diferencia 
constante, tanto en segundo ciclo como en el tercero, es la tarea Rectángulo.
Sin embargo, tal vez por la naturaleza de los problemas, el com portam iento 
predom inante entre los alumnos de tercer ciclo que tienen una actuación 
ubicada en la primera categoría, pero que no es satisfactoria, es el uso de los 
naturales al trabajar con fracciones (141). Este com portam iento casi no se 
manifesta en el segundo ciclo (1/200) debido a que en el bloque solam ente 
trabajan con la fracción 1/2.
El 31'5% de los alumnos de segundo ciclo tiene una actuación débil y en este 
caso manifiestan una tendencia a la repetición de algún dato (32/200) o a no  
contestar (12/200). El prim er comportamiento se manifiesta m ucho más en 
el tercer curso (23/100) que en el cuarto (9/100) y también son más frecuentes 
las actuaciones ubicadas en la cuarta categoría (13/100) en tercero que en 
cuarto (5/100).
Entre los alum nos de tercer ciclo que tienen una actuación débil (40/200) 
destacan las mismas tendencias que en el segundo ciclo. En la categoría 
segunda continúa siendo predom inante la repetición de algún dato del 
enunciado (13/200), pero hay una diminución significativa respecto del ciclo 
anterior y en la categoría 4 hay un incremento de actuaciones en las que se 
considera que no contestan (21/200).
A partir de los datos obtenidos podríamos seguir estudiando la hipótesis de 
que un razonamiento cualitativo suficiente en la comparación de figuras es 
condición necesaria para tener un razonam iento suficiente en la resolución 
de tareas de escalas numéricas, tanto lineales como bilineales. Es decir que el 
éxito en la comparación cualitativa de figuras es un  precursor para la 
adquisición de la noción de proporción y por tanto de razón.
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Por ejemplo, en el segundo ciclo el éxito global en el bloque Escalas de los 
cinco alum nos de tercero que tuvieron una actuación débil en la tarea 
Fotografía es el mismo: 0/5 actuaciones satisfactorias. Y el de los cinco 
alum nos de cuarto es el siguiente: dos alum nos 3/5 actuaciones 
satisfactorias, uno 2/5 , uno 1/5  y el quinto 0/5.
En tercer ciclo el éxito global de los tres alumnos de quinto que tuvieron u n a  
actuación no satisfactoria, dos de ellos débil, en la tarea Fotografía es: 0/5 
actuaciones satisfactorias en un caso y 2/5 en los otros dos. Y el de los tres 
alum nos de sexto que también tuvieron una actuación débil es: 0/5 en u n  
caso, 1 /5  en otro y 2 /5  en el tercero.
Resumen
-Los problemas del bloque de tareas Escalas resultan asequibles para los 
alum nos en la prueba, 47'5% de éxito en segundo ciclo y 62/5% en el 
tercero; sólo en tercer curso no se llega al 50% de aciertos (40/100).
Aparentem ente la tarea que resulta más difícil para los alum nos es la 
denom inada Perro, sin embargo si excluimos las dificultades 
particulares que encuentran al resolverla -aquellas que hacen que la 
actuación satisfactoria del alum no se ubique en la clase 1.1.2- la tarea 
pierde su singularidad y tiene una dificultad de tipo medio como las 
demás del bloque.
-Las tendencias que se observan entre los alumnos que no responden 
satisfactoriamente, pero perciben las relaciones entre los elementos de 
la información son:
-U n  predom inio de lo cualitativo al hacer incrementos o decre­
mentos arbitrarios en segundo ciclo (18/200). Los alum nos saben que 
han de hacer un  cambio pero no lo cuantifican. En tercer ciclo 
solamente 4 de 200 lo tienen.
-Com portam ientos aditivos en segundo ciclo (15/200) que 
dism inuyen en tercer ciclo. En ambos ciclos estas actuaciones se 
concentran en las resoluciones de la tarea Rectángulo donde los 
alumnos desarrollan estrategias aditivas de diferencia constante.
-U n  predom inio de los naturales al trabajar con fracciones en el 
tercer ciclo (17/200). Este comportamiento disminuye en el segundo 
ciclo por la naturaleza de los problemas que conforman el bloque.
-Entre los alum nos del segundo ciclo que tienen una actuación no  
ubicada en la categoría primera se observa una tendencia a repetir 
algún dato del enunciado (32/200) o a tener un com portam iento 
singular, 18 de 200 actuaciones están ubicadas en la categoría cuarta.
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-Entre los alumnos del tercer ciclo que tienen una actuación no ubicada 
en la categoría primera se observa una tendencia a tener u n 
comportamiento singular, 2 3  de 2 0 0  actuaciones están ubicadas en la 
categoría cuarta, o a repetir algún dato del enunciado (1 3 /2 0 0 ) .  También 
se destaca la descodificación particular del enunciado (8/200).
Hay que hacer notar que entre los alumnos que tienen una actuación 
débil hay una tendencia en segundo ciclo a repetir algún dato o a dar 
una respuesta singular y que en el tercer ciclo es al revés.
5.2. RESULTADOS DEL ANÁLISIS DE ACTUACIONES EN EL BLOQUE 
DENSIDAD
En este bloque de cinco tareas, todas ellas son comunes para todos los 
alumnos, por lo que resumiremos los resultados de la clasificación de 
actuaciones en una tabla por tarea.
5 .2 .1 . E n  la  t a r e a  P a tio s  ig u a les
En este problema de comparación de razones (ver la figura 3.13) los 
consecuentes de las razones de densidad que se comparan son iguales. Los 
resultados de la categorización de actuaciones se resumen en la tabla 5.8.
P a t io s
ig u a le s 3 o B 4o B
T ota l 2o. 
C ic lo 5o B ON O 03
T ota l 3r. 
C ic lo
T o ta l
P rueba
1. 1.1 1 0 /2 0 1 5 /2 0 2 5 /4 0 1 8 /2 0 1 9 /2 0 3 7 /4 0 6 2 /8 0
2 .2 .3 9 /2 0 5 /2 0 1 4 /4 0 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 1 7 /8 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
2.2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  c a n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  la in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica
Tabla 5.8. Frecuencias en la tarea Patios iguales.
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alumnos en esta tarea y en 
la siguiente es necesario comparar las respuestas que dan en ambas 
preguntas y buscar su coherencia. Esto nos permite distinguir si los alumnos 
en la comparación centran su atención sólo en las cantidades de la misma 
especie. Todos los alumnos de cuarto curso y todos los de sexto han 
argumentado directamente de forma correcta. Si no hubiésemos comparado 
las actuaciones en esta tarea del bloque Densidad con las actuaciones en la 
siguiente, tendríamos que haberlas clasificado todas como clase 1.1.1, de ahí 
la necesidad de que en cuestionarios de lápiz y papel con los que se intente 
investigar tareas parecidas, por ejemplo mezclas, se diseñen tareas 
complementarias que permitan resolver este problema.
Diez alumnos de tercero responden adecuadamente, centran su atención en 
la comparación de cantidades de niños dando por hecho la igualdad de las 
áreas. De los quince alumnos de cuarto que responden adecuadamente, sólo
2 1 3
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tres explicitan en su respuesta que toman en cuenta la igualdad de las 
superficies. De estos últimos, dos hacen la comparación de las cantidades de 
niños de forma cualitativa y el otro de forma cuantitativa.
Dieciocho alumnos de quinto responden adecuadamente argum entando con 
un razonamiento de tipo directo: doce centran su atención en la 
comparación de las cantidades de niños dando por hecho la igualdad de las 
áreas (uno lo hace de forma cuantitativa), cinco explicitan en su respuesta 
que toman en cuenta la igualdad de las superficies y hacen la comparación 
de las cantidades de niños de forma cualitativa y finalmente uno asocia a 
cada niño un "hueco" de una unidad de superficie, reitera el proceso y 
decide en función de la superficie que le sobra o que le falta.
Diecinueve alumnos de sexto responden adecuadamente. Diecisiete 
argum entando con un razonamiento de tipo directo: doce centran su 
atención en la comparación de las cantidades de niños dando por hecho la 
igualdad de las áreas (uno lo hace de forma cuantitativa), los otros cinco 
relacionan todas las cantidades en juego, explicitan en su respuesta que 
toman en cuenta la igualdad de las superficies y hacen la comparación de las 
cantidades de niños de forma cualitativa. Los otros dos asocian a cada n iñ o  
una unidad de superficie, uno lo explicita con las marcas " •  n iño" y 
responde que "salen a menos terreno" y el otro con las expresiones "sobran 
cinco terrenos" y "sobran 3 terrenos" y parece que toman su decisión con u n  
razonamiento de tipo inverso.
Nueve alumnos de tercer curso centran su atención en la comparación de 
cantidades de la misma especie (siete en las cantidades de niños y dos en la 
igualdad de las superficies). Los cinco alumnos de cuarto que centran su 
atención en la comparación de cantidades de la misma especie lo hacen en 
las cantidades de niños. Al parecer este comportamiento (2.2.3) podría estar 
vinculado a la complejidad de relacionar cuatro cantidades para los a lum nos 
del segundo ciclo.
Dos alumnos de quinto y uno de sexto centran su atención en la 
comparación de cantidades de la misma especie. De los de quinto, uno se 
centra en las cantidades de niños y el otro en la igualdad de la superficies, y 
el de sexto en las cantidades de niños.
Un alumno de tercero se centra en parte de la información gráfica. Parece 
que compara las alturas de los niños dibujados y las dim ensiones de las 
unidades de superficie.
Es de destacar que al cambiar la estructura de la tarea, respecto de la diseñada 
en las dos experiencias anteriores, México (1993-96) y Valencia (1996-97), h a n  
dejado de aparecer, como respuesta de los niños, expresiones ambiguas 
relacionadas con la palabra "juntos". Parece que al cambiar una situación 
estática por otra dinámica y no identificar en el enunciado la posición de los
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niños con cruces en el suelo el llamado "efecto autobús" desaparece (ver la 
nota 1 al final del capítulo tercero).
5 .2 .2 . E n  la  ta r e a  P a tio s  dist in t o s
En esta tarea (ver la figura 3.14) los antecedentes de las razones de densidad 
que se comparan son iguales. Los resultados de la clasificación de las 
actuaciones de los alumnos al resolverla están resumidos en la tabla 5.9.
P a t io s
d is t in to s 3 o B 4 o B
T ota l 2o. 
C ic lo 5o B 6o B
T ota l 3r. 
C ic lo
T o ta l
Prueba
1.1 .1 1 0 /2 0 1 5 /2 0 2 5 /4 0 1 8 /2 0 1 9 /2 0 3 7 /4 0 6 2 /8 0
2 .2 .3 9 /2 0 5 /2 0 1 4 /4 0 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 1 7 /8 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
2 .2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  ca n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  la in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica
Tabla 5.9. Frecuencias en la tarea Patios distintos.
Al igual que en la tarea anterior, también en ésta han dejado de aparecer, 
como respuesta de los niños, expresiones ambiguas relacionadas con la 
palabra "juntos". Para realizar el análisis de las actuaciones de los alumnos 
en esta tarea ha sido necesario buscar la coherencia entre las respuestas que 
dan en ésta y en la anterior.
Diez alumnos de tercer curso responden adecuadamente, centran su 
atención en la comparación de superficies dando por hecho la igualdad de la 
cantidad de niños. Todos ellos hacen un razonamiento inverso coherente 
con el directo que utilizaron en la tarea anterior. Además hay un estudiante 
que también hace un razonamiento inverso para resolver esta tarea, pero 
éste no es coherente con su razonamiento directo anterior ya que en ambos 
casos se centra únicamente en la comparación de las superficies.
Quince alumnos de cuarto responden adecuadamente haciendo un  
razonamiento de tipo inverso coherente con el directo que utilizaron en la 
tarea anterior. De ellos solamente tres explicitan la igualdad de las cantidades 
de niños.
Dieciocho alumnos de quinto y diecinueve de sexto responden 
adecuadamente, todos ellos hacen un razonamiento de tipo inverso 
coherente con el directo que utilizaron en la tarea anterior.
De los dieciocho de quinto que hacen un razonamiento inverso para 
resolver esta tarea, seis explicitan la igualdad de las cantidades de niños y 
doce, aunque no explicitan dicha igualdad, son coherentes en sus dos 
respuestas. Solamente tres alumnos relacionan explícitamente todas las 
cantidades en juego en las dos tareas. De los diecinueve de sexto, ocho 
explicitan la igualdad de las cantidades de niños y once, aunque no explicitan
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la igualdad, son coherentes en sus dos respuestas. Solamente cinco alum nos 
relacionan explícitamente todas las cantidades en juego en las dos tareas.
Parece que, tal como dice Winch (1913 y 1914), se cumple que los alum nos 
que desarrollan correctamente un razonam iento cualitativo de tipo inverso 
también desarrollan correctamente el razonam iento cualitativo de tipo 
directo.
Nueve alum nos de tercero centran su atención en la comparación de 
cantidades de la misma especie. Ocho de ellos se centran en la igualdad de las 
cantidades de niños, por tanto responden con una igualdad de razones 
haciendo un razonam iento de tipo directo, y el otro se centra en la 
desigualdad de las superficies y responde con una desigualdad de razones 
haciendo un  razonamiento de tipo inverso.
Cinco alum nos de cuarto centran su atención en la comparación de 
cantidades de la misma especie, todos ellos en las cantidades de niños, por 
tanto responden con una igualdad de razones haciendo un razonam iento de 
tipo directo. Sin embargo dos de ellos argum entan su respuesta con la 
misma frase que dieron en la tarea anterior.
Un alum no de tercero se centra en parte de la información gráfica. Parece 
que compara las alturas de los niños dibujados y las dimensiones de las 
unidades de superficie.
Dos alum nos de quinto y uno de sexto centran su atención en la 
comparación de cantidades de la misma especie. Uno de los de quinto y el 
alumno de sexto se centran en las cantidades de niños, por tanto responden 
con una igualdad de razones haciendo uso de un razonam iento de tipo 
directo. El otro de quinto se centra en el tamaño de las superficies.
5.2.3. En  l a  ta r ea  R a z o n e s  iguales
En esta tarea (ver la figura 3.15) los antecedentes y los consecuentes de las 
razones que se comparan son distintos, pero éstas son iguales. Los resultados 
del análisis y clasificación de actuaciones se resumen en la tabla 5.10.
Tres alum nos del segundo ciclo y once del tercero responden 
adecuadam ente con comportamientos varios.
El de tercero asocia cuatro unidades de superficie con dos niños y los dos 
alumnos de cuarto relativizan su respuesta, pues argum entan la igualdad de 
razones con un  razonam iento del estilo: "en ambos casos está ocupada la 
mitad de la superficie de los campos de juego".
Las actuaciones de los tres alumnos de quinto que responden 
adecuadamente son: uno ve la igualdad de razones norm alizándolas, "2 por 
niño", otro asocia a cada niño una unidad de superficie y reitera el proceso, 
es decir que emplea el resultado de una operación interm edia, la d iv isión
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cuotitiva, para hacer la comparación, y el tercero relativiza su respuesta y 
argumenta la igualdad de razones en la forma "en ambos casos está ocupada 
la mitad de la superficie de los campos de juego".
R a zo n es
ig u a le s 3o B 4 o B
T o ta l 2 o. 
C ic lo 5o B 6o B
T o ta l 3r. 
C ic lo
T o ta l
Prueba
1.1.1 1 /2 0 2 /2 0 3 /4 0 3 /2 0 5 /2 0 8 /4 0 1 1 /8 0
1 .4 .5 1 /2 0 3 /2 0 4 /4 0 4 /2 0 7 /2 0 1 1 /4 0 1 5 /8 0
2 .2 .3 1 6 /2 0 1 3 /2 0 2 9 /4 0 1 3 /2 0 7 /2 0 2 0 /4 0 4 9 /8 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 2 /8 0
4.1 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
4 .3 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
1.4.5 U so  d e  u n a  estra teg ia  d e  co m p e n sa c ió n  cu a lita tiv a
2 .2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  c a n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  la in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica
4.1 A ctu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te
4.3 N o  con testa
Tabla 5.10. Frecuencias en la tarea Razones iguales.
Los comportamientos de los cinco alumnos de sexto son: dos ven la igualdad 
de dos razones normalizadas "dos cuadrados por niño", uno asocia a cada 
niño una unidad de superficie y concluye "sobra igual espacio que número 
de jugadores", lo que le permitiría reiterar el proceso y establecer la igualdad, 
y los otros dos relativizan la situación en su respuesta y argumentan la 
igualdad de razones de la misma forma que en segundo ciclo: "en ambos 
casos está ocupada la mitad de la superficie de los campos de juego".
Cuatro alumnos de segundo ciclo y once del tercero desarrollan una 
estrategia de compensación cualitativa del tipo "más de una cantidad puede 
compensarse o no con más de la otra cantidad" y por tanto las razones 
pueden ser o no iguales. De ellos, el alumno de tercer curso, dos de cuarto, 
dos de quinto y dos de sexto consideran que las diferencias se compensan y 
concluyen que las razones son iguales. El otro alumno de cuarto curso, dos 
de quinto y cinco de sexto estiman que son distintas, pues consideran que la 
diferencia entre las cantidades de niños no llega a compensarse con la 
diferencia entre las superficies. %
Más del 60% de los alumnos tiene una percepción aislada de la información 
y comparan cantidades de la misma especie.
De los de dieciséis tercero, nueve usan un razonamiento de tipo directo 
(siete hacen una comparación cualitativa de las cantidades de niños y dos 
una cuantitativa) y siete usan razonamientos de tipo inverso (dos con una 
expresión del tipo "campo más grande", cuatro con una expresión del tipo 
"campo más pequeño" y otro que se centra en una de las dimensiones, la 
anchura).
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De los trece alum nos de cuarto, seis usan un  razonam iento de tipo directo 
(cuatro se centran en la comparación cualitativa de las cantidades de niños y 
los otros dos parece que se centran en las cantidades mayores) y  siete usan 
razonam ientos de tipo inverso (cuatro con comparaciones cualitativas, del 
tipo "campo más grande" o "campo más pequeño" y los otros tres se centran 
en la comparación cualitativa de una de las dimensiones y usan la expresión 
"más estrecho").
De los trece alumnos de quinto: tres usan un razonam iento de tipo directo, 
centrado en la comparación cualitativa de las cantidades de niños y diez 
usan razonamientos de tipo inverso (dos con comparaciones cualitativas del 
tipo "campo más grande" y ocho con expresiones del tipo "campo m ás 
pequeño).
De los siete alum nos de sexto: uno usa un  razonam iento de tipo directo, se 
centra en la comparación cualitativa de las cantidades de niños, y los otros 
seis usan razonam ientos de tipo inverso (uno argum enta a partir de una 
comparación cualitativa del tipo "campo más grande" y cinco argum entan a 
partir de una comparación cualitativa del tipo "campo más pequeño").
Un alum no de tercer curso y uno de sexto tienen un centram iento en la 
información gráfica del enunciado. El primero parece que compara el 
tamaño de los niños con el tamaño de las unidades de superficie y el 
segundo decide que jugarán igual de apretados en función de las distancias 
que hay entre los niños. Es el único caso entre todos los alum nos que h an  
realizado la prueba en el que las figuras que representan a los niños actúan 
como un distractor.
5.2.4. En  la  ta r ea  R a z o n e s  distin ta s
En esta tarea (ver la figura 3.16) se requiere la comparación de dos razones 
distintas cuyos cuatro datos también lo son. Los datos de la categorización de 
las actuaciones de los alumnos al resolverla se resumen en la tabla 5.11.
Para los alum nos de primaria la dificultad de esta tarea es similar a la de la 
anterior pues solamente dos alumnos del segundo ciclo y siete del tercero 
responden adecuadamente.
Los dos alumnos de cuarto curso tienen comportam ientos distintos, uno de 
ellos relativiza la ocupación de los campos de juego y el otro relaciona 
adecuadamente todas las cantidades en juego, aunque unas las compara 
cualitativamente y las otras cuantitativamente.
Tres alum nos de quinto responden adecuadamente con actuaciones 
distintas: uno ve la desigualdad de dos razones normalizadas, "2 por niño" y 
"3 por niño", otro asocia a cada niño una unidad de superficie y reitera el 
proceso, por lo que en un caso no le sobra campo y en el otro sí, y el tercero 
argum enta la desigualdad de razones en la forma: en una clase dejan m edio 
por ocupar y en la otra ocupan 1/3.
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R a zo n es
d is t in t a s 3o B 4 o B
T o ta l 2o. 
C ic lo 5o B 6o B
T ota l 3r. 
C ic lo
T o ta l
Prueba
1.1.1 0 /2 0 2 /2 0 2 /4 0 3 /2 0 4 /2 0 7 /4 0 9 /8 0
1 .4 .3 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 5 /8 0
1 .4 .5 2 /2 0 2 /2 0 4 /4 0 5 /2 0 6 /2 0 1 1 /4 0 1 5 /8 0
2 .2 .3 1 3 /2 0 1 3 /2 0 2 6 /4 0 1 0 /2 0 8 /2 0 1 8 /4 0 4 4 /8 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4.1 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
4 .3 2 /2 0 2 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 4 /8 0
1.1.1 R e sp u e s ta  acertada
1.4 .3  U s o  d e  u n a  estra teg ia  d e  tip o  a d it iv o
1.4 .5  U s o  d e  u n a  estra teg ia  d e  c o m p e n sa c ió n  cu a lita tiva
2 .2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  c a n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  la in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica
4.1 A c tu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te
4.3 N o  con testa
Tabla 5.11. Frecuencias en la tarea Razones iguales.
Cuatro estudiantes de sexto responden adecuadamente: dos ven la
desigualdad de dos razones normalizadas, "2 por niño" y "3 por niño", otro 
asocia a cada niño una unidad de superficie y parece que compara las 
superficies ocupadas con las sobrantes y el tercero relativiza la comparación y 
argumenta la desigualdad de razones en la forma: una clase utiliza 1/3 y e n  
la otra más de 1/3.
Dos alumnos de tercero, uno de cuarto, uno de quinto y uno de sexto tienen 
comportamientos que se consideran aditivos, asignan a cada niño una 
unidad de superficie y con una expresión del tipo "sobra lo mismo" 
argumentan que las razones son iguales. Basan la respuesta en la igualdad de 
las diferencias entre el antecedente y el consecuente de las dos razones que 
comparan.
Cuatro alumnos del segundo ciclo y once del tercero desarrollan estrategias 
de compensación cualitativa del tipo "más de una cantidad puede 
compensarse o no con más de la otra cantidad" y concluir con la igualdad o 
desigualdad de razones. Los dos alumnos de tercero, uno de cuarto, dos de 
quinto y tres de sexto concluyen que las razones son iguales. El otro alumno 
de cuarto, tres de quinto y tres de sexto responden que son distintas.
Trece alumnos de cada curso del segundo ciclo y dieciocho del tercero se 
centran en parte de la información gráfica y comparan cantidades de la 
misma especie.
De los alumnos de tercer curso, doce usan un razonamiento de tipo directo 
centrado en las cantidades de niños (diez hacen una comparación cualitativa 
y dos una cuantitativa) y el otro argumenta con un razonamiento de tipo 
inverso, compara las superficies. De los alumnos de cuarto curso, nueve  
usan un razonamiento de tipo directo (siete se centran en la comparación
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cualitativa de las cantidades de niños, uno parece que se centra en las 
cantidades mayores y el otro en la comparación cuantitativa de las 
cantidades de niños) y cuatro usan razonamientos de tipo inverso (tres con 
comparaciones cualitativas: "campo más grande" o "campo más pequeño" y 
el otro se centra en la comparación cualitativa de una de las dimensiones: 
usa la expresión "más estrecho").
De entre los diez alumnos de quinto curso: nueve usan un razonamiento de 
tipo directo, se centran en la comparación cualitativa de las cantidades de 
niños, y el otro usa un razonamiento de tipo inverso, para ello hace una 
comparación cualitativa del tipo "campo más pequeño". Entre los de sexto: 
seis usan un razonamiento de tipo directo, se centran en la comparación 
cualitativa de las cantidades de niños y los otros dos usan un razonamiento 
de tipo inverso, para ello hacen una comparación cualitativa del tipo 
"campo más pequeño".
5 .2 .5 . E n  la  t a r e a  R e p o b l a c ió n  bo sq u e s
En la tabla se exponen de forma resumida los resultados de la categorización 
de las actuaciones de los alumnos al resolver la tarea de comparación de 
razones de densidad Repoblación bosques (ver la figura 3.17).
R ep o b l.
B osques 3o B 4 o B
T o ta l 2o 
c ic lo 5o B 6o B
T ota l 3r. 
C ic lo
T o ta l
Prueba
1.1.1 0 /2 0 0 /2 0 0 /4 0 0 /2 0 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
1.1 .2 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
1 .4 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 2 /8 0
2 .2 .3 1 3 /2 0 1 2 /2 0 2 5 /4 0 1 6 /2 0 1 2 /2 0 2 8 /4 0 5 3 /8 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4.1 3 /2 0 4 /2 0 7 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 9 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .3 4 /2 0 2 /2 0 6 /4 0 1 /2 0 4 /2 0 5 /4 0 1 1 /8 0
1.1.1 R e sp u e sta  a certad a
1.1 .2  E n fren ta  d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d is tin ta
1.4 .5  U sa  u n a  e s tra teg ia  d e  c o m p e n sa c ió n  cu a lita tiv a  
2 .2 .3  C om p ara  c a n tid a d e s  d e  la m ism a  e sp e c ie
2 .2 .5  C en tra m ien to  e n  la  in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica .
4.1
4.2
A ctu a c ió n  id en tifica d a  p ero  n o  p ertin en te  
A ctu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  con testa
Tabla 5.12. Frecuencias en la tarea Repoblación bosques.
Ningún alumno del segundo ciclo responde adecuadamente. Un alumno de 
quinto tiene una actuación satisfactoria, pero manifiesta dificultades en el 
conteo y en la correspondencia entre las unidades de superficie y los árboles, 
que en este caso no es uno a uno. Los dos de sexto se dan cuenta de que se 
pueden distribuir los árboles de forma equivalente en cada parcela, tres por 
unidad de superficie en cada parcela.
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Un alum no de cuarto y uno de quinto desarrollan una estrategia de 
compensación cualitativa del tipo "más de una cantidad puede compensarse 
o no con más de la otra cantidad". El de cuarto concluye que las razones son 
iguales y el de quinto estima que la compensación no llega a producirse y 
decide que las razones no son iguales.
Dos tercios del total de alumnos tienen una percepción aislada de la 
información y comparan cantidades de la misma especie.
De los trece alum nos de tercero, diez de ellos usan un  razonam iento  
cualitativo de tipo directo (hacen una comparación cualitativa de las 
cantidades de árboles), uno compara las cantidades de árboles, pero su 
argum entación no es consistente tal vez por el significado de la expresión 
"denso o espeso", otro parece que compara las superficies de la parcelas, pero 
la dificultad de comprensión del enunciado le lleva a responder centrándose 
en las cantidades mayores "donde hay más árboles y la parcela es más grande 
el bosque será mas denso", y el último asocia el significado de denso o espeso 
al de lleno y compara las superficies de las parcelas concluyendo m ediante 
un razonamiento de tipo inverso.
Doce alum nos de cuarto comparan cantidades de la misma especie, diez de 
ellos usan un razonam iento de tipo directo a partir de una com paración 
cualitativa de las cantidades de árboles, uno compara las cantidades de 
árboles pero su argumentación no es consistente, tal vez por el significado de 
la expresión "denso o espeso" y el otro parece que se centra en las cantidades 
mayores.
Dieciséis alum nos de quinto y doce sexto se centran en parte de la 
información y comparan cantidades de la misma especie.
Entre los de quinto: once usan un razonam iento de tipo directo a partir de 
una comparación cualitativa de las cantidades de árboles, uno compara las 
cantidades de árboles pero su argumentación no es consistente, tal vez por el 
significado de la expresión "denso o espeso" y los otros cuatro se centran en  
la comparación cualitativa de las superficies (tres con un  razonam iento de 
tipo directo "donde la parcela sea más grande, el bosque será más espeso" y el 
otro con un razonam iento de tipo inverso "donde la parcela es m ás 
pequeña, el bosque será más espeso").
Entre los de sexto: siete usan un razonam iento de tipo directo, a partir de 
una comparación cualitativa de las cantidades de árboles, tres se centran en  
las cantidades mayores y argumentan también con un  razonam iento de tipo 
directo y dos se centran en la comparación cualitativa de las superficies (uno 
con un razonam iento de tipo directo "donde la parcela sea más grande, el 
bosque será más espeso" y el otro con un razonam iento de tipo inverso  
"donde la parcela es más pequeña, el bosque será más espeso").
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Un alumno de cuarto curso se centra en parte de la información gráfica (los 
guiones que hay dibujados en las parcelas) y argumenta "con ellos" haciendo 
un razonamiento de tipo directo.
Siete alum nos del segundo ciclo y dos del tercero tienen una actuación que 
se considera no pertinente. De ellos, tres alumnos de tercero, tres de cuarto y 
los dos de sexto tienen dificultades de comprensión del enunciado y dan u na  
respuesta no pertinente, tal vez por la estructura de la pregunta, u n a  
disyunción entre dos palabras difíciles para ellos como son denso y espeso. El 
otro alum no de cuarto curso plantea en su argum entación u n a  
contradicción entre la respuesta que da a la primera cuestión y la pregunta 
que se le hace en la segunda.
A dos alumnos de tercer curso, cinco de cuarto, tres de quinto y dos de sexto, 
que preguntaron sobre el significado de "espeso o denso", se les respondió 
recordándoles el cuento de Robin Hood en el que los bandidos se escondían 
en la espesura del bosque. Una alumna de sexto, que tam bién preguntó, 
resolvió su duda consultando el diccionario.
Para los alum nos esta tarea es la más difícil de las del del bloque Densidad, 
pues 20/20 en tercer curso, 19/20 en cuarto y 18/20 en cada curso del tercer 
ciclo tienen una actuación débil en su actuación al intentar resolverla. Al 
parecer la asociación de una unidad de medida alargada "hilera" con u na  
cantidad de árboles que se han de plantar en ella causa mayores dificultades 
que una discretización "más familiar" de la superficie por medio de la 
retícula. Por otra parte, la representación de unos bosques m ediante unas 
parcelas para imaginárselos después iguales cuando hayan crecido los árboles 
es una abstracción m uy fuerte para los alumnos de primaria.
5 .2 .6 . R esu lta d o s  globales e n  el bloque  D e n s id a d .
En la tablas siguientes: 5.13 y 5.14 se agrupan todos los resultados de la 
clasificación de las actuaciones de los alumnos de segundo y de tercer ciclo 
respectivamente al resolver todos los problemas del bloque de tareas 
Densidad.
En la comparación de los resultados globales, que se han obtenido del 
análisis de las actuaciones de los alumnos al resolver las cinco tareas del 
bloque Densidad, hemos de separar, por una parte, las dos tareas en las que 
dos datos de las razones que se comparan son iguales -hem os dicho 
anteriorm ente que se analizaban de forma conjunta- y por otra, las tres 
tareas en las que los cuatro datos son distintos.
En el primer caso, y como puede verse en en las tablas 5.13 y 5.14, el éxito, en  
la resolución de las tareas en las que los antecedentes o los consecuentes de 
las razones que los alum nos han de comparar son iguales, se increm enta 
notablemente al pasar de un curso a otro en el segundo ciclo y no es 
significativo en el tercero; el Índice de aciertos va desde el 50% en tercer
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curso hasta el 95% en sexto. Este tipo de tareas no resultan discriminatorias 
para los alumnos de tercer ciclo, pues en los dos cursos se supera el 90% de 
actuaciones satisfactorias.
T a rea P a t io s
ig u a le s
P a t io s
d is t in to s
R azon es
ig u a le s
R azon es
d is t in t a s
R ep o b la c ió n
bosques
T o ta l
2 °
c ic loCurso 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 °
1.1 .1 1 0 /2 0 1 5 /2 0 1 0 /2 0 1 5 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 0 /2 0 2 /2 0 0 /2 0 0 /2 0 5 5 /2 0 0
1 .4 .3 2 /2 0 1 /2 0 3 /2 0 0
1.4 .5 1 /2 0 3 /2 0 2 /2 0 2 /2 0 1 /2 0 9 /2 0 0
2 .2 .3 9 /2 0 5 /2 0 9 /2 0 5 /2 0 1 6 /2 0 1 3 /2 0 1 3 /2 0 1 3 /2 0 1 3 /2 0 1 2 /2 0 1 0 8 /2 0 0
2 .2 .5 . 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 5 /2 0 0
4.1 2 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 4 /2 0 1 1 /2 0 0
4.3 1 /2 0 2 /2 0 4 /2 0 2 /2 0 9 /2 0 0
Tabla 5.13. Frecuencias en el bloque de tareas Densidad. Segundo ciclo
T a rea P a t io s P a t io s R a zo n es R a zo n es R ep o b la c ió n T o ta l
ig u a le s d is t in to s ig u a le s d is t in t a s bosques 3r
Curso 5o 6o 5o 6o 5o 6o 5o 6o 5o 6o Ciclo
1.1.1 1 8 /2 0 1 9 /2 0 1 8 /2 0 1 9 /2 0 3 /2 0 5 /2 0 3 /2 0 4 /2 0 0 /2 0 2 /2 0 9 1 /2 0 0
1.1 .2 1 /2 0 1 /2 0 0
1.4 .3 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 0
1.4 .5 4 /2 0 7 /2 0 5 /2 0 6 /2 0 1 /2 0 2 3 /2 0 0
2 .2 .3 2 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 1 /2 0 1 3 /2 0 7 /2 0 1 0 /2 0 8 /2 0 1 6 /2 0 1 2 /2 0 7 2 /2 0 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /2 0 0
4.1 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 0
4.2 1 /2 0 1 /2 0 0
4 .3 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 7 /2 0 0
Tabla 5.14. Frecuencias en el bloque de tareas Densidad. Tercer ciclo
En el otro caso, las tres tareas en las que las cuatro cantidades de las razones 
que hay que comparar son distintas, el éxito disminuye ostensiblemente, 
tanto en un ciclo como en el otro.
Ahora, para la comparación de resultados, conviene separar por un lado las 
dos tareas que se desarrollan en un mismo contexto y tienen una estructura 
similar (Razones iguales y Razones distintas) y por otro la tarea Repoblación 
de bosques, que es muy difícil para los alumnos -recordemos que hay una 
doble discretización y que se usa la palabra denso en el enunciado-. En esta 
última tarea, sólo algún alumno del tercer ciclo tiene una actuación 
satisfactoria (uno en quinto y dos en sexto). En relación con las otras dos 
tareas, vemos que los alumnos del segundo ciclo no son competentes en su 
resolución (1/40 en tercer curso y 4/40 de cuarto) y que, aunque hay una 
mejoría significativa en tercer ciclo, los alumnos son poco competentes (6/40 
en quinto curso y 9/40 en sexto).
Si vemos ahora la categorización de los alumnos que no tienen una 
actuación satisfactoria al resolver estas dos tareas, pero tienen en cuenta las
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cuatro cantidades en su actuación, observamos en segundo ciclo que 3/40 en 
tercer curso y 6/40 en cuarto se comportan de esa m anera y que en tercer 
ciclo 10/40 en quinto curso y 14/40 en sexto se comportan igual. Entre estos 
alumnos predom ina el uso de una estrategia de compensación cualitativa 
(145) frente a comportamientos aditivos (143). Estos resultados nos indican 
que mediante el uso de un modelo de enseñanza adecuado los alumnos del 
tercer ciclo pueden ser competentes en la resolución de este tipo de 
problemas.
Entre los alumnos que tienen una actuación débil predom ina en los dos 
ciclos la comparación de cantidades de la misma especie (223). Es de destacar 
la disminución de los alum nos que tienen un  centramiento en la 
información gráfica (225) respecto de los que la tuvieron en la investigación 
de Valencia (1996-97). Hemos de tener en cuenta que en aquel trabajo 
solamente formaban parte del cuestionario dos tareas equivalentes a las dos 
primeras tareas del bloque Densidad y que en éste se ha intentado elim inar 
los distractores gráficos (ver capítulo tercero).
Parece que éstas dos últim as tareas, Razones iguales y Razones distintas, 
tienen una dificultad similar para los alumnos de tercero de primaria, ya que 
18/20 tienen una actuación débil al resolver la primera y 16/20 la tienen en  
la segunda. Los dos alum nos que tienen una actuación ubicada en la 
categoría 1 en la tarea anterior también la tienen ubicada en dicha categoría 
en ésta. También las dos tareas tienen una dificultad similar para los 
alumnos de cuarto curso, pues 15/20 tienen una actuación débil en ambas. 
Los cinco alumnos cuyas actuaciones se han ubicado en la categoría 1 son los 
mismos en ambas tareas, aunque sus actuaciones no son exactamente 
iguales en las dos. Únicamente un alum no tiene una actuación correcta en  
las dos.
También tienen una dificultad similar para los alumnos de quinto curso. De 
los ocho alumnos que han desarrollado actuaciones que se han ubicado en la 
categoría 1, siete son los mismos en ambas tareas y sus actuaciones son 
exactamente iguales en las dos. Al igual que en cuarto curso, en el tercer ciclo 
un alumno tiene un comportamiento aditivo en la tarea Razones distintas y 
ninguno en la tarea Razones iguales. El porcentaje de los alum nos que h an  
tenido una actuación débil es prácticamente equivalente en ambas tareas, 
65% en la tarea Razones iguales y 60% en la tarea Razones distintas.
En sexto curso parece que estas dos últim as tareas también tienen u n a  
dificultad similar para los alumnos. De los cinco alum nos que h an  
desarrollado actuaciones que se han ubicado en la clase 1.1.1, cuatro son los 
mismos en ambas tareas y el quinto argum enta correctamente la prim era 
pero no sabe explicar su respuesta a la segunda.
La diferencia entre el núm ero de alum nos que han tenido una actuación 
ubicada en la categoría 1, de un  curso y otro del tercer ciclo, no es 
significativa, pues en quinto hay 19/40 y en sexto 20/40.
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Entre los alumnos de tercero, ocho alumnos tienen una actuación en la que 
comparan únicamente las cantidades de niños en las cuatro primeras tareas 
del bloque Densidad -la  denominada serie Patios- aunque dos de ellos no  
argum entan en las dos últimas (siete argumentan siempre cualitativam ente 
y el otro cuantitativamente). Un alumno de tercero compara únicamente las 
superficies en los cuatro casos.
Entre los alum nos de cuarto, cuatro tienen actuaciones centradas en la 
comparación de las cantidades de niños en las cuatro tareas de la serie Patios, 
y su razonam iento siempre es de tipo directo, aunque uno de ellos parece 
que en las dos últimas tareas se centra en las cantidades mayores.
Dos alum nos de quinto comparan cualitativamente las m ismas cantidades 
en las cuatro tareas, uno se centra en el núm ero de niños y el otro en el 
tamaño de los campos de juego.
Solamente un  alum no de sexto compara cualitativam ente las m ism as 
cantidades, el núm ero de niños, en estas cuatro tareas del bloque Densidad.
El seguimiento, en relación con este bloque de tareas, de los alum nos que 
tuvieron una actuación no satisfactoria o débil en la tarea Fotografía puede 
hacerse en las tablas 5.28, 5.29, 5.30 y 5.31 de resultados globales de los 
alumnos que hay al final del capítulo.
Resumen
-La tarea Repoblación de bosques es la más difícil del bloque Densidad 
(0/40 en segundo ciclo y 3/40 en tercero tienen éxito), probablem ente 
por el diseño del problema, por lo que los comentarios respecto a ella 
conviene hacerlos de forma aislada.
-Los dos primeros problemas del bloque Densidad, en los que hay que 
comparar dos razones que tienen iguales los antecedentes o los 
consecuentes, resultan asequibles para los alum nos de segundo ciclo y 
muy sencillos para los del tercero.
-Los problemas de comparación de razones de densidad con las cuatro 
cantidades distintas (Razones iguales y Razones distintas) tienen  
prácticamente la misma dificultad para los alumnos, tanto si se trata de 
alumnos de segundo ciclo como de tercero.
-Los alumnos de segundo ciclo no son competentes en la resolución de 
los dos problemas anteriores de comparación de razones con las cuatro 
cantidades distintas (5/80 tienen éxito). En tercer ciclo se observa una  
mejoría notable, pero todavía la competencia es baja (15/80 tienen  
éxito).
-La tendencia más fuerte que se observa en la resolución de las tareas es 
la comparación de cantidades de la misma especie (54% en segundo
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ciclo y 36% en tercero). Los alumnos ignoran parte de los datos y 
solamente comparan antecedentes o consecuentes para tomar la 
decisión. Estrategia incorrecta reseñada por varios investigadores (Hart, 
1981; Karplus et al., (1983), etc.).
-En los dos problemas Razones iguales y Razones distintas, once 
alumnos de segundo ciclo y 24 de tercero utilizan las cuatro cantidades 
en juego para tomar la decisión. Entre ellos predom ina el 
razonamiento cualitativo frente al cuantitativo.
-En tercer ciclo se observa, respecto del segundo, un increm ento 
notable del razonam iento cualitativo con las cuatro cantidades y u n  
decremento de la estrategia "ignorar parte de los datos". Parece que la 
estrategia de compensación cualitativa para comparar razones (145) es 
una actuación intermedia entre los alumnos que sólo utilizan dos datos 
para hacer la comparación y los que usan los cuatro satisfactoriamente.
5.3. RESULTADOS DEL ANÁLISIS DE ACTUACIONES EN EL BLOQUE 
COMPARACIÓN DE RAZONES V TANTO POR CIEN
En este bloque de cinco tareas, dos de ellas son comunes para todos los 
alumnos: Bocadillos y Refresco de limón, una tiene la misma denominación 
en ambas versiones del cuestionario, Mermeladas, pero m odalidades 
diferentes y las otras dos se aplican en un solo ciclo: Refresco de naranja en 
el segundo y Com unidad Valenciana en el tercero. Algunas de ellas tienen 
dos apartados.
5.3.1. En  la  tarea  Bo c a d illo s
La tarea Bocadillos tiene dos apartados (ver la figura 3.18). Los resultados del 
análisis y categorización de las actuaciones de los alum nos al resolverla se 
exponen de forma resumida en la tabla 5.15.
Hay distractores en las viñetas que promueven ver más bocadillos de los que 
en realidad hay, sobre todo en la viñeta A. En algunos casos, como ocurrió 
con las dos primeras tareas del bloque Densidad, ha sido necesario com parar 
las respuestas que los niños dan en ambos apartados de la tarea y buscar su 
coherencia.
En el apartado a) ocho alumnos de tercer curso, nueve de cuarto, quince de 
quinto y dieciséis de sexto tienen una actuación satisfactoria al resolver la 
tarea.
En segundo ciclo parece que la mayoría de sus actuaciones están sustentadas 
en un reparto unitario, solamente un alum no de cuarto interpreta la razón 
como cociente y da el resultado en forma de núm ero decimal. Un a lum no  
de cuarto curso, que tiene una actuación satisfactoria, parece que tiene
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dificultades con las fracciones impropias y no elige la respuesta correcta, pues 
interpreta el reparto como una fracción y ésta con el modelo "parte-todo".
T a rea B o c a d illo s  a) T o ta l
Ap.
B o ca d illo s  b) T o ta l
Ap.
T o ta l
T a reaB o ca d . 3 o 4 ° 5 o 6 o 3 o 4 ° 5 o 6 o
1.1 .1 8 /2 0 8 /2 0 1 5 /2 0 1 6 /2 0 4 7 /8 0 4 /2 0 7 /2 0 1 2 /2 0 1 3 /2 0 3 6 /8 0 8 3 /1 6 0
1 .1 .2 1 /2 0 1 /8 0 1 /2 0 1 /8 0 2 /1 6 0
2 .2 .3 4 /2 0 4 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 1 3 /8 0 9 /2 0 4 /2 0 2 /2 0 5 /2 0 2 0 /8 0 3 3 /1 6 0
2 .2 .5 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 3 /8 0 2 /2 0 2 /8 0 5 /1 6 0
4 .2 3 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 5 /8 0 3 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 1 /2 0 9 /8 0 1 4 /1 6 0
4 .3 4 /2 0 6 /2 0 1 /2 0 1 1 /8 0 4 /2 0 6 /2 0 2 /2 0 1 2 /8 0 2 3 /1 6 0
1.1.1 R e sp u e sta  acertac
1.1.2 E n fren ta m ien to  cc
2 .2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  c 
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  1
4 .2  A c tu a c ió n  n o  ider
4.3 N o  con testa
a
>n d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d iferen te , 
a n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie  
a in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica  
itificad a
T a b la  5 .1 5 . F r e c u e n c ia s  e n  la  ta r e a  B o c a d i l lo s .
Entre los estudiantes de tercer ciclo, dos de quinto curso y dos de sexto parece 
que se dan cuenta de la igualdad del número de bocadillos en tres viñetas 
por lo que estiman suficiente argumentar con una comparación cualitativa 
de las cantidades de estudiantes basándose en un razonamiento de tipo 
inverso.
El resto de alumnos de quinto curso y trece de sexto parece que sus 
respuestas están sustentadas en un reparto unitario (cinco de cada curso se 
expresan en forma de número mixto "uno y medio"). Y sólo uno de sexto 
interpreta las razones como cocientes y da la respuesta en forma de número 
decimal.
Cuatro alumnos de cada curso del segundo ciclo, dos de quinto y tres de sexto 
comparan cantidades de la misma especie. La mayoría argumenta 
directamente y sólo dos del tercer ciclo lo hacen inversamente. Las 
comparaciones que hacen son del siguiente tipo:
-"donde más bocadillos, hay más se come" (tres de tercero, uno de 
cuarto, uno de quinto y dos de sexto)
-"donde más gente hay, más se come" (uno de tercero, tres de cuarto y 
uno de sexto).
-"donde menos estudiantes hay, más se come" (uno de quinto)
-"donde hay menos gente más se come" (uno de sexto).
Al parecer las argumentaciones se centran en el número de entidades 
enteras que le tocan a cada niño: excepto en los casos que hacen un  
razonamiento de tipo inverso, no parece que tomen en cuenta las razones.
En el apartado b) de la tarea, once alumnos del segundo ciclo y veintiséis del 
tercero tienen una actuación satisfactoria. Es difícil distinguir cómo hacen la 
comparación entre el resultado del reparto en A y en C. Al parecer "ven" que
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les toca más de la mitad en el C y eso puede ser un argumento que les lleve a 
tener éxito en la comparación.
Entre los alumnos del segundo ciclo, sólo dos alumnos de cuarto parece que 
comparan razones, uno da la respuesta en forma de fracción y el otro en  
forma de núm ero decimal.
Los comportamientos de los alum nos del tercer ciclo, cuya actuación se 
considera satisfactoria, son:
-argum entar con la fracción un medio (cinco de quinto y uno de sexto), 
-argum entar con una descripción cuantitativa -tres bocadillos y seis 
estudiantes- (cinco de quinto y once de sexto),
-darse cuenta de que permanece constante el núm ero de bocadillos en  
tres viñetas y hacer un razonam iento de tipo inverso basado en el 
número de estudiantes (dos de quinto y dos de sexto),
-interpretar la razón como cociente (uno de sexto que responde con u n  
núm ero decimal, 0'25, parece que tiene problemas de cálculo con los 
núm eros decimales).
Hay que resaltar que el éxito en este apartado de la tarea es m enor que en el 
anterior, ya que hay tres viñetas donde tienen que fraccionar para repartir y 
comparar, m ientras que en el anterior solamente hay una viñeta en la que 
los estudiantes pueden repartir a más de uno.
Trece alumnos del segundo ciclo y siete del tercero comparan cantidades de 
la misma especie. Las argumentaciones de tipo directo que hacen son:
-"donde menos bocadillos hay, menos se come" (ocho de tercero, dos 
de cuarto y dos de sexto)
-"donde menos gente hay, menos se come" (uno de tercero, dos de 
cuarto, uno de sexto
-"donde más niños hay, más se come" (uno de quinto)
Y la argumentación de tipo inverso que hacen es:
-"donde más gente hay, menos se come" (uno de quinto y dos de 
sexto).
Dos alumnos de cuarto se centran en la información gráfica (cantidad de 
bocadillos en la viñeta) y en el reparto unitario.
5 .3 .2 . En  la  ta r ea  M er m ela d a s
La tarea Mermeladas tiene dos modalidades (ver las figuras 3.22 y 3.23). La 
diseñada para el cuestionario de segundo ciclo tiene un solo apartado y la del 
cuestionario de tercero, dos. Los resultados del análisis de las actuaciones de 
los alumnos al resolver la tarea se m uestran en la tabla 5.16.
Es im portante señalar que ningún alum no preguntó por el significado del 
simbolo %, parece ser que forma parte de una información visual cotidiana y 
no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la inform ación
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numérica, sin embargo uno de quinto curso pone de manifiesto en su 
respuesta que no se lo han enseñado.
T a rea M erm ela d a s  2C T o ta l M erm . 3C. a) T o ta l M erm . 3C . b) T o ta l T o ta l
Curso 3 o 4 o 2o ciclo 5 o 6 o ap. a) 5 o 6 o ap . b) 3o ciclo
1.1 .1 6 /2 0 8 /2 0 1 4 /4 0 3 /2 0 3 /2 0 6 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 8 /8 0
1 .1 .2 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
1.4 .1 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0
2 .2 .1 1 /2 0 4 /2 0 5 /4 0 1 0 /2 0 8 /2 0 1 8 /4 0 1 8 /8 0
2 .2 .5 1 0 /2 0 1 /2 0 1 1 /4 0
2 .3 .3 2 /2 0 2 /2 0 4 /4 0 3 /2 0 2 /2 0 5 /4 0 9 /8 0
2 .3 .4 8 /2 0 7 /2 0 1 5 /4 0 1 5 /8 0
4.1 2 /2 0 2 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .3 3 /2 0 3 /4 0 7 /2 0 7 /2 0 1 4 /4 0 4 /2 0 8 /2 0 1 2 /4 0 2 6 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
1.1 .2  E n fren ta  d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d is tin ta
1.4.1 P red o m in io  d e  lo s  n atu ra les.
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l en u n c ia d o
2 .2 .5  C en tra m ien to  en  la in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica
2.3 .3  O p era  co n  p arte  d e  lo s  d a to s
2.3.4 O pera co n  e l % co m o  con  u n a  can tid ad  ex ten siv a
4.1 A ctu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p er tin en te
4.2  A ctu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  con testa
T a b la  5 .1 6 . F r e c u e n c ia s  e n  la  ta r e a  M e r m e la d a s .
En un principio comentaremos los datos incluidos en la tabla 5.16, que son el 
resultado del análisis y clasificación de las actuaciones de los alumnos del 
segundo ciclo al resolver la modalidad de la tarea para la correspondiente 
versión del cuestionario.
En este ciclo, seis alumnos de tercero y ocho de cuarto tienen una actuación 
satisfactoria. Aun cuando algunos de éstos usan el simbolo % en sus 
respuestas, es posible que la comparación la hagan en el conjunto de los 
números naturales.
Dos alumnos de tercero y uno de cuarto centran su atención de forma 
explícita en los naturales para hacer la comparación.
Diez alumnos de tercer curso centran su atención en parte de la información 
gráfica (nueve en el tamaño de los recipientes y uno en la cantidad de fresas 
que aparecen en las etiquetas) y uno de cuarto también centra su atención en 
parte de la información gráfica (el tamaño de los recipientes).
Dos alumnos de cuarto tienen una actuación considerada como no  
pertinente, pues uno en su argumentación asocia el resultado a una 
información que no está en el enunciado y el otro interpreta el tanto por 
ciento como una medida.
2 2 9
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Dada la estructura de la tarea, no es fácil distinguir entre el éxito en tercer 
curso (6/20) y el éxito en cuarto (8/20), sin embargo es de destacar que en 
cuarto curso únicamente 1/20 se centró en el tamaño de los recipientes para 
decidir su elección frente a los 10/20 que lo hizo en tercer curso.
A continuación comentamos los resultados que hay en la tabla 5.16 
correspondientes a la categorización de la actuaciones de los alumnos al 
resolver el prim er apartado de la tarea Mermeladas en su versión para 
estudiantes del tercer ciclo.
Tres alum nos de cada curso de este ciclo tienen una actuación satisfactoria, 
interpretan de forma correcta el enunciado verbal. Estos seis alum nos 
argum entan de la siguiente manera: si tienen la misma calidad, tendrán el 
mismo tanto por ciento de fruta.
Los alum nos manifiestan un predom inio de la operatividad en sus 
comportam ientos al resolver la tarea, pues prácticamente el 50% de las 
actuaciones de cada curso se ubica en la subcategoría 2.3.
Dos alumnos de cada curso operan con parte de los datos. Tres de ellos 
responden 40 -resultado de la diferencia entre 100 y 60- (uno de quinto y los 
dos de sexto) y el otro de quinto curso responde 25 -las dos cifras decimales 
del cociente de la división 225 entre 100-. Sin embargo las actuaciones de los 
dos de sexto no son muy explícitas respecto a sus comportamientos; así uno  
argumenta: "1 /4  más pequeño" y el otro: "porqué es el doble".
Ocho alumnos de quinto y siete de sexto operan con el tanto por ciento como 
si fuera una cantidad extensiva. Todos los de quinto y seis de sexto tienen el 
mismo comportamiento: cinco relacionan los pesos de m erm elada de los 
dos frascos y responden con la mitad de 60, aunque uno de los de sexto 
parece que relaciona los tamaños (argumenta con la expresión "el doble de 
pequeño"). El otro alumno de sexto responde 120 (su argum ento es 
equivalente al siguiente: si es la m itad de pequeño, entonces tendrá el doble 
de fruta).
En los párrafos siguientes comentamos los resultados en el segundo 
apartado de la tarea donde los alum nos de tercer ciclo han de hallar una  
cantidad dado un referente y un tanto por cien.
Tres alumnos de quinto y uno de sexto tienen una actuación satisfactoria, 
parece que aplican un regla aprendida: tomar el tanto por cien como una 
fracción y ésta como un operador. Sin embargo dos de quinto tienen  
problemas con la división no entera o con los números decimales.
Diez alum nos de quinto y ocho de sexto repiten parte de la inform ación 
verbal. Los de quinto responden con el dato del enunciado que se refiere al 
peso de la mermelada en el frasco (450g.). Uno de ellos intenta justificar su 
respuesta argum entando, como en el apartado anterior, que 450 es la m itad 
de "algo" y es el resultado de una diferencia, para ello introduce el dato 900
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en el problema y escribe 900 -  450. De los de sexto: cinco responden con el 
dato del enunciado que se refiere al peso de la mermelada en el frasco (450g.), 
dos con el dato que se refiere al tanto por ciento de cantidad fruta (60%) y el 
otro con la frase "el 60% del 450".
Tres alumnos de quinto y dos de sexto operan con parte de los datos. De los 
de quinto: dos responden con el cociente de dividir 450 entre 60 y el otro, que 
también divide 450 entre 60, contesta con el resultado de multiplicar las 
cifras del cociente de la división anterior por 450. Los dos de sexto responden 
75 g., en ambos casos dan esta respuesta como el cociente de la división 450 
entre 60, por lo que manifiestan tener problemas con el algoritmo.
Un alumno de sexto responde 265g. y no se encuentra explicación a su 
actuación, aunque parece que manifiesta un predominio de la operatividad 
por las operaciones que hizo y luego borró.
5.3.3. E n  l a  t a r e a  R e f r e s c o  d e  l i m ó n
La tarea Refresco de limón tiene dos modalidades (ver las figuras 3.19 y 3.20), 
ambas tienen la misma estructura numérica, pero se diferencian en la forma 
en la que se proporciona la información a los alumnos: en el segundo ciclo 
con ayuda gráfica y en el tercero sólo verbal. A continuación exponemos de 
forma resumida en la tabla 5.17 la categorización de las actuaciones de los 
alumnos al resolverla.
R efresco T ota l 2o. T o ta l 3r. T o ta l
d e  lim ón 3o B 4 o B C ic lo 5o B 6o B C ic lo P rueba
1.1.1 1 /2 0 0 /2 0 1 /4 0 1 /2 0 4 /2 0 5 /4 0 6 /8 0
1 .4 .3 1 /2 0 1 /4 0 2 /2 0 2 /2 0 4 /4 0 5 /8 0
1 .4 .5 2 /2 0 2 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 4 /8 0
2 .2 .3 1 4 /2 0 1 3 /2 0 2 7 /4 0 1 4 /2 0 1 0 /2 0 2 4 /4 0 5 1 /8 0
2 .2 .5 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
4.1 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
4 .2 2 /2 0 2 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 4 /8 0
4.3 3 /2 0 3 /4 0 1 /2 0 2 /2 0 3 /4 0 6 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
1.4 .3  U s o  d e  u n a  e stra teg ia  d e  tip o  a d it iv o
1.4.5 U so  d e  u n a  estra teg ia  d e  c o m p e n sa c ió n  cu a lita tiv a
2 .2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  ca n tid a d es  d e  la m ism a  e sp e c ie
2 .2 .5  C en tra m ien to  e n  la in fo rm a c ió n  verb a l o  gráfica
4.1
4.2
A ctu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te  
A ctu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  con testa
T a b la  5 .1 7 . F r e c u e n c ia s  e n  la  ta r e a  R e fr e s c o  d e  l im ó n .
Es conveniente comparar los resultados en esta tarea con los de las tareas 
tercera y cuarta del bloque Densidad, ya que en ella los alumnos han de 
comparar dos razones (mezclas) en las que los cuatro datos son distintos.
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La respuesta del alumno de tercer curso que tiene una actuación satisfactoria 
es interesante pues la da como una razón norm alizada "menos cantidad de 
agua en cada vaso".
En el tercer ciclo cinco alum nos tienen una actuación satisfactoria. El 
alumno de quinto y dos de sexto parece que comparan las razones 
normalizadas unitarias (fracciones) y explicitan un razonam iento de tipo 
inverso. Los otros dos alum nos de sexto explicitan una relación in terna 
entre dos cantidades que no se conserva entre las otras y toman la decisión 
con un razonamiento de tipo inverso.
Un alumno de cuarto curso y dos de cada curso del tercer ciclo tienen  
comportamientos aditivos al comparar razones. El alum no de cuarto, uno  
de quinto y uno de sexto parece que primero compensan el sabor de un litro 
de jarabe con el de uno de agua y después concluyen con un  razonam iento  
de tipo inverso, pues la comparación la hacen con las diferencias entre 
antecedente y consecuente. El otro alumno de quinto compara la diferencia 
entre las cantidades de jarabe con la diferencia entre las cantidades de agua 
(también argum enta con un razonam iento inverso). El otro alum no de 
sexto responde con la igualdad de razones pues sostiene (con error) que, si la 
diferencia entre antecedente y consecuente es la misma, entonces el sabor es 
igual.
Dos alumnos de tercer curso y dos del tercer ciclo desarrollan estrategias de 
compensación cualitativa al comparar razones. Uno de tercer curso y los dos 
del tercer ciclo compensan la diferencia entre las cantidades de agua con la 
diferencia entre las cantidades de jarabe y responden con la igualdad de 
razones, y el otro de tercer curso responde con la desigualdad.
Como en las tareas de compararación de razones de densidad, los alum nos 
que no responden satisfactoriamente m uestran la tendencia a comparar 
cantidades de la misma especie. Las actuaciones de veintisiete estudiantes 
del segundo ciclo y veinticuatro en tercero se han ubicado en esta clase, unas 
responden a razonamientos de tipo directo y otras inverso.
Las treinta y dos argumentaciones de tipo directo han sido:
-centrándose en las cantidades de jarabe: "donde más jarabe hay tendrá 
más sabor" (cinco de tercer curso, cuatro de cuarto, siete de quinto y tres 
de sexto),
-centrándose en las cantidades mayores: "donde hay m ás líquido 
(jarabe y agua) hay más sabor" (cuatro de tercero, cinco de cuarto, u n o  
de quinto y uno de sexto) y
-centrándose en las cantidades de agua (un alumno de quinto).
Las diecinueve argumentaciones de tipo inverso han sido:
- centrándose en las cantidades de agua: "donde hay más agua hay 
menos sabor" (cinco de tercero, cuatro de cuarto, cinco de quinto y seis 
de sexto).
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A pesar de que se considera más natural el razonamiento de tipo directo que 
el de tipo inverso, hay un núm ero significativo, entre los alum nos que 
comparan cantidades de la misma especie, que usan uno de tipo inverso. A 
m edida que están en cursos superiores, los alum nos trabajan 
indistintam ente con un razonam iento de tipo directo o inverso con u na  
cantidad, tal como se vio en los dos primeros problemas de comparación de 
razones de densidad del bloque de tareas Densidad.
Los resultados de tercer curso son ligeramente mejores que los de cuarto, sin  
embargo parece que la dificultad de la tarea es similar en estos cursos.
Teniendo en cuenta que la modalidad de tarea en tercer ciclo tiene u n a  
presentación diferente a la de la versión del cuestionario de segundo ciclo, el 
incremento del éxito en la resolución de esta tarea por los alumnos de 
quinto curso respecto al obtenido por los alumnos de cuarto no es 
significativo. Uno ha respondido satisfactoriamente en quinto curso y 
ninguno en cuarto. En quinto curso las actuaciones que se han ubicado en la 
primera categoría son 4/20, frente a 1/20 en el cuarto curso.
El incremento del éxito en la resolución de esta tarea por los alumnos de 
sexto respecto al obtenido por los alum nos de cuarto y quinto curso sí es 
significativo. Cuatro han respondido satisfactoriamente, uno en quinto y 
ninguno en cuarto.
Si comparamos los resultados de las tareas de comparación de razones de 
densidad Razones iguales y Razones distintas con los de esta tarea, se 
observa que la hipótesis que se lanzó en el capítulo prim ero al hacer el 
análisis fenomenológico de los conceptos de razón y proporción "los 
problemas de mezclas (composiciones) son más difíciles que los problem as 
de densidades (exposiciones)" es plausible.
5 .3 .4 . En  la  ta r ea  R efresco de  n a r a n ja
Se trata de una tarea que únicamente se propone a los alum nos del segundo 
ciclo. En el problema (ver la figura 3.21) se requiere la comparación de dos 
razones (mezclas) en las que una de las cantidades permanece constante.
El resum en de los resultados del análisis de actuaciones se m uestra en la 
tabla 5.18.
Once alumnos de tercer curso tienen una actuación satisfactoria en esta tarea 
y todos ellos argum entan con un razonamiento de tipo inverso. De los trece 
alum nos de cuarto que tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, 
también todos ellos argum entan con un razonam iento de tipo inverso, sólo 
cuatro explicitan la igualdad en una de las magnitudes para su argum ento. 
Uno de éstos ha normalizado las razones para compararlas usando la form a 
"tanto por uno".
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Seis alumnos de tercero comparan cantidades de la misma especie, todos 
ellos con un razonamiento de tipo directo: dos se centran en las cantidades 
mayores, dos en las cantidades de jarabe (dan como respuesta una igualdad 
de razones) y los otros dos en las cantidades de agua (su argumentación es 
contradictoria). Los tres alumnos de cuarto que comparan cantidades de la 
misma especie lo hacen con un razonamiento de tipo directo centrado en las 
cantidades de agua, por lo que su argumentación es contradictoria.
R efresco
naranja 3o B 4o B
T o ta l  
2o c ic lo
1.1.1 1 1 /2 0 1 3 /2 0 2 4 /4 0
2 .2 .3 6 /2 0 3 /2 0 9 /4 0
4.1 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0
4 .2 1 /2 0 1 /4 0
4 .3 1 /2 0 3 /2 0 4 /4 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
2.2 .3  C o m p a ra c ió n  d e  ca n tid a d es  d e  la  m ism a  e sp e c ie
4.1 A ctu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p er tin en te
4.2  A ctu a c ió n  n o  id en tificad a
4.3 N o  con testa
T a b la  5 .1 8 . F r e c u e n c ia s  e n  la  ta r e a  R e fr e s c o  d e  n a r a n ja .
Si se comparan los resultados, en esta tarea de comparación de dos mezclas, 
con los de las dos primeras tareas del bloque Densidad, se observa que el 
éxito en las tres tareas es muy parecido, pero en ésta de mezclas se 
incrementa el número de respuestas ubicadas en la cuarta categoría.
5 .3 .5 . E n  la  t a r e a  C o m u n id a d  V a l e n c ia n a
Esta tarea, que se puede ver en la figura 3.24, sólo se propone a los alumnos 
del tercer ciclo y en ella los estudiantes han de convertir una razón (dos de 
cada diez) en un tanto por cien. Los resultado del análisis de las actuaciones 
de los estudiantes al resolverla se resumen en la tabla 5.19.
Se considera que cinco alumnos de quinto curso y ocho de sexto tienen una 
actuación satisfactoria.
De ellos, los tres de quinto y tres de sexto que dan la respuesta correcta 
utilizan la misma estrategia para resolver el problema (normalizan el todo 
como 100, en este caso diez habitantes, y operan con el otro dato, multiplican 
por diez). Y los otros dos de quinto y cinco de sexto dan la respuesta en forma 
de fracción (parece que tienen dificultades para ponerlas en forma de 
porcentaje). De éstos, uno de quinto y cuatro de sexto responden en forma 
simbólica, 2/10, y uno de quinto y uno de sexto responden en forma verbal, 
un quinto.
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C o m u n id a d
V a le n c ia n a 5o B 6o B
T o ta l  
3r. c ic lo
1.1.1 3 /2 0 3 /2 0 6 /4 0
1 .1 .2 2 /2 0 5 /2 0 7 /4 0
2 .2 .1 3 /2 0 5 /2 0 8 /4 0
2 .3 .3 4 /2 0 1 /2 0 5 /4 0
4.1 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0
4 .3 7 /2 0 5 /2 0 1 2 /4 0
1.1.1 R e sp u e sta  acertada
1 .1 .2  E nfren ta  d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d ife r e n te
2.2.1  R ep ite  a lg ú n  d a to  d el en u n c ia d o  
2.3 .3  O p era  co n  parte d e  lo s  d a to s
4.1 A c tu a c ió n  id en tificad a , a u n q u e  n o  p er tin en te
4.3  N o  con testa
T a b la  5 .1 9 . F r e c u e n c ia s  e n  la  ta r e a  C o m u n id a d  V a le n c ia n a .
Cuatro alumnos de quinto y uno de sexto operan con parte de los datos (el 10 
y el 2) con comportamientos distintos:
-responden con el resultado de la división 10 : 2 = 5 o con la mitad y 
argumentan que es la mitad de diez y por tanto la mitad de la población 
(respectivamente, uno de quinto curso y el de sexto),
-responde con el resultado de la multiplicación expresada de forma
aditiva, 10 + 10 (uno de quinto), y
-responden con el resultado de la resta 1 0 - 2  (dos alumnos de quinto).
Es importante señalar que, como en las otras tareas en las que está
involucrado el tanto por cien, ningún estudiante preguntó por el significado
de la palabra "porcentaje".
5.3.6. R e s u l t a d o s  g l o b a l e s  e n  el  b l o q u e  C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y t a n t o  p o r  
c ie n
En la tabla 5.20 agrupamos todos los resultados del análisis y clasificación de 
las actuaciones de los estudiantes del segundo ciclo al resolver las tareas del 
bloque Comparación de razones y tanto por cien y en la tabla 5.21 los de los 
alumnos del tercer ciclo al resolver las tareas del mismo bloque.
Para facilitar la agrupación de datos, en dichas tablas ordenamos los 
problemas de forma distinta a la que tienen en el cuestionario, ya que este 
bloque está conformado por tareas de naturaleza diferente. Primero las tareas 
de comparación de razones y segundo las que están relacionadas con un  
tanto por cien.
El 33'5% de alumnos del segundo ciclo y poco más del 35% de los alumnos 
del tercero tienen una actuación satisfactoria en este bloque de tareas. El 
aparente estancamiento en el éxito, al pasar de un ciclo a otro, se debe a la 
mayor dificultad de los problemas que conforman el bloque de tercer ciclo.
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Para los alumnos del segundo ciclo la tarea denominada Refresco de limón  
es la más difícil, pues en ella los alumnos han de comparar dos mezclas 
(composiciones) donde las cuatro cantidades son distintas. Los resultados 
nos dicen que los alumnos tienen mayor dificultad para resolver los 
problemas de mezclas -Refresco de naranja y Refresco de limón- que sus 
equivalentes (numéricamente) de densidad (exposiciones).
T a rea B o c a d il lo s
a)
B o c a d il lo s
b)
R efresco  d e  
lim ó n
R efresco  d e  
naranja
M e r m e la d a s T o ta l
2 °
c ic loCurso 3 o 4° 3 o 4 o 3 o 40 3 o 4° 3 o 4°
1.1.1 8/20 8/20 4/20 7/20 1/20 0 11/20 13/20 6/20 8/20 66/200
1.1.2 1/20 1/200
1.4.1 2/20 1/20 3/200
1.4.3 1/20 1/200
1.4.5 2/20 2/200
2 .2.1 1/20 4/20 5/200
2.2.3 4/20 4/20 9/20 4/20 14/20 13/20 6/20 3/20 57/200
2.2.5. 1/20 1/20 2/20 2/20 10/20 1/20 17/200
4.1 1/20 1/20 1/20 1/20 2/20 6/200
4.2 3/20 3/20 1/20 2/20 1/20 1/20 11/200
4.3 4/20 6/20 4/20 6/20 3/20 1/20 3/20 1/20 3/20 31/200
T a b la  5 .2 0 .
F r e c u e n c ia s  e n  e l  b lo q u e  C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y  ta n to  p o n  c ie n . S e g u n d o  c ic lo
Tarea Bocadillos
a)
Bocadillos
b)
Refresco de 
limón
Mermeladas
a)
Mermeladas
L
Comunidad
Valenciana
Total
3r
cicloCurso 5o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o
1.1.1 15/20 16/20 12/20 13/20 1/20 4/20 3/20 3/20 1/20 1/20 3/20 3/20 75/240
1.1.2 1/20 2/20 2/20 5/20 10/240
1.4.3 2/20 2/20 4/240
1.4.5 1/20 1/20 2/240
2.2.1 10/20 8/20 3/20 5/20 26/240
2.2.3 2/20 3/20 2/20 5/20 14/20 10/20 36/240
2.2.5 1/20 1/240
2.3.3 2/20 2/20 3/20 2/20 4/20 1/20 14/240
2.3.4 8/20 7/20 15/240
4.1 1/20 1/20 1/20 3/240
4.2 1/20 1/20 4/20 1/20 1/20 1/20 1/20 10/240
4.3 1/20 2/20 1/20 2/20 7/20 7/20 4/20 8/20 7/20 5/20 44/240
T a b la  5 .2 1 .
F r e c u e n c ia s  e n  e l  b lo q u e  C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y  ta n to  p o r  c ie n .  T e r c e r  c ic lo
El problema más difícil para los alumnos de tercer ciclo es el del apartado b) 
de la tarea Mermeladas en la que los alumnos han de hallar una cantidad 
dado un tanto por ciento y su referente.
Aproximadamente el 40% los alumnos de segundo ciclo tiene una 
percepción aislada de la información; en este caso (57 de los 79 incluidos en
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la categoría 2) m uestran una tendencia a comparar elementos de la m ism a 
especie. Sin embargo en la versión de la tarea Mermeladas, tal vez por su 
diseño, el comportamiento anterior no aparece y los que predom inan son la 
repetición de un dato (en cuarto curso) y el centram iento en la inform ación 
gráfica -el tamaño del bote- (en tercer curso).
A lrededor del 38% los alumnos de tercer ciclo tiene percepción aislada de la 
información, pero ahora estos alumnos manifiestan dos tendencias: una, 
comparar cantidades de la misma especie (en problemas de comparación de 
razones) y otra, un predominio de la operatividad o repetición de algún dato 
(en problemas de tanto por cien).
Hay que señalar que, en los dos ciclos, la cantidad de actuaciones ubicadas en  
la categoría 4 es similar: el 24% (48/200 en segundo ciclo y 57/240 en tercer 
ciclo), lo que supone un incremento respecto de las que ha habido en los 
bloques anteriores.
Solamente las actuaciones del 3% de alumnos de segundo ciclo y del 2'5% de 
los alumnos de tercero se ubican en la subcategoría 1.4 y principalm ente en  
la tarea Refresco de limón.
Aunque ya se ha dicho anteriorm ente, volvemos a señalar que, al resolver 
las tareas en las que está involucrado un tanto por cien, ningún estudiante 
preguntó por el significado del símbolo %. Parece ser que forma parte de una  
información visual cotidiana y no se cuestionan el significado, ya que 
centran su atención en la información numérica.
Resumen
-Los comportamientos asociados a las tareas de comparación de 
razones son distintos a los asociados a problemas en los que está 
involucrado un tanto por cien.
-Los resultados de la categorización de actuaciones al resolver los 
problemas de comparación de dos razones (mezlas), tanto si m an tienen  
una de las cantidades constante o no (tareas Refresco de naranja y 
Refresco de limón), son parecidos a los obtenidos en los cuatro 
primeros problemas del bloque Densidad (ver las tablas 5.13 y 5.14). Sin 
embargo, y tal como era de esperar, la competencia dism inuye al 
resolver estos problemas de mezclas; en segundo ciclo, 2 /40 tienen éxito 
en la resolución de la tarea de densidad Razones distintas y 1/40 en  
Refresco de Limón y, en tercer ciclo, 7/40 resuelven satisfactoriam ente 
el problema de densidad y sólo 5/40 el de mezclas.
-La tendencia a comparar cantidades de la misma especie (clase 2.2.3) 
aparece en los problemas de comparación de razones y no en los de 
tanto por cien.
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-Los problemas de tanto por cien son más difíciles para los alumnos de 
tercer ciclo que los de comparación de razones; 52/120 resuelven 
satisfactoriamente los segundos frente a 23/120 que resuelven los 
primeros. Dados los problemas que constituyen este bloque de tareas en 
segundo ciclo, no puede hacerse la comparación anterior en este ciclo.
-Los alumnos de tercer ciclo que no resuelven satisfactoriamente los 
problemas de tanto por cien muestran una tendencia a repetir algún 
dato del enunciado (26/240) o a operar con parte de los datos (29/240).
-Éste es el bloque de tareas del cuestionario donde aparece una 
tendencia mayor a no responder o a dar una respuesta singular (24%). 
Esta tendencia se incrementa en la resolución de problemas de tanto 
por cien (35%).
-El problema de la primera parte de la tarea Mermeladas del 
cuestionario de tercer ciclo es el único que favorece usar una cantidad 
relativa (el tanto por cien) como una extensiva y entonces operar con 
ella.
5.4. RESULTADOS DEL ANÁLISIS DE ACTUACIONES EN EL BLOQUE 
VALOR PERDIDO Y PROPORCIONALIDAD
Este bloque de tareas está conformado por cuatro tareas comunes a los dos 
ciclos: Tazas, Caramelos, Tendederos y Tabla de cambio. Aunque la primera 
y la cuarta tienen dos modalidades, una para cada versión del cuestionario, 
agruparemos los datos en una sola tabla por tarea.
5.4.1. E n  l a  t a r e a  T a z a s
La tarea Tazas se propone a los alumnos en dos modalidades (ver las figuras 
3.25 y 3.26) que tienen una estructura similar, pero que los números que se 
usan en ellas son diferentes. Los resultados del análisis de las actuaciones de 
los alumnos al resolverlas se exponen en la tabla 5.22.
T a z a s 3o B 4 o B
T o ta l 2 o. 
C ic lo 5o B 6o B
T ota l 3r. 
C ic lo
T o ta l
P rueba
1.1 .1 1 0 /2 0 1 4 /2 0 2 4 /4 0 1 0 /2 0 1 6 /2 0 2 6 /4 0 5 0 /8 0
1 .4 .3 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 7 /2 0 2 /2 0 9 /4 0 1 1 /8 0
2.2 .1 6 /2 0 1 /2 0 7 /4 0 2 /2 0 2 /4 0 9 /8 0
2 .3 .3 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 4 /8 0
4 .3 1 /2 0 3 /2 0 4 /4 0 2 /2 0 2 /4 0 6 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
1.4.3 U so  d e  u n a  e str teg ia  d e  tip o  a d it iv o
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l e n u n c ia d o
2.3 .3  O p era c ió n  co n  p arte  d e  lo s  d a to s
4.3 N o  con testa
Tabla 5.22. Frecuencias en la tarea Tazas.
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No se puede distinguir las características de las actuaciones de los alum nos 
que dan una respuesta satisfactoria, ya que únicamente responden con u n  
dibujo.
Diez alum nos de tercer curso y catorce de cuarto tienen una actuación 
satisfactoria en la resolución de la modalidad de segundo ciclo y diez de 
quinto y dieciséis de sexto la tienen en la modalidad de tercer ciclo.
Solamente en las actuaciones de dos alumnos de sexto se puede distinguir 
las características de cada una de ellas, en una el alum no da pruebas, con 
operaciones al margen, de estar utilizando la relación escalar (doble) para 
resolver el problema y en la otra el alumno hace agrupam ientos para 
resolverlo.
Dos alumnos de segundo ciclo, uno de cada curso (dibujan cuatro tazas), y 
siete alumnos de quinto y dos de sexto (dibujan ocho tazas) desarrollan una  
estrategia de tipo aditivo, responden de manera que m antienen constante la 
diferencia de los datos en la relación funcional. El incremento en el tercer 
ciclo se debe a que la relación funcional no es entera (el factor asociado es 
3/5) mientras que en el segundo ciclo las dos relaciones son enteras.
Seis alumnos de tercer curso, uno de cuarto y dos de quinto repiten algún 
dato del enunciado en su respuesta. Los comportamientos de los de segundo 
ciclo son:
-dibujar una taza (uno de tercero),
-dibujar tres tazas (tres de tercero),
-dibujar seis tazas (dos de tercero y uno de cuarto),
Y el comportamiento de los dos alumnos de quinto curso es:
-dibujar cinco tazas.
Se considera que dos alumnos de tercero, uno de cuarto y uno de quinto 
operan con parte de los datos. Al parecer los de tercero responden con la 
diferencia que hay entre los datos que determ inan la relación escalar (6 -  3), 
el de cuarto con la diferencia de dos datos (6 -  1) y el de quinto responde con 
el resultado de la diferencia de los dos datos que determ inan la relación 
funcional (5 -3 ) .
Hay algunas situaciones que dificultan el análisis de las actuaciones al 
resolver la tarea.
En la resolución de la modalidad de segundo ciclo, si aparece la respuesta 
"tres tazas de arroz", la actuación correspondiente tiene dos interpretaciones: 
o está repitiendo un  dato del enunciado o está operando con parte de los 
datos, y si la respuesta es "dos tazas de arroz", también quedan dudas de si 
está razonando apropiadam ente o está operando con parte de los datos 
(responde con la diferencia 2 = 3 - 1 ) .
En la resolución de la modalidad de tercer ciclo, cuando aparece la respuesta 
"cinco tazas de arroz", la actuación correspondiente tiene dos
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interpretaciones: o está repitiendo un dato del enunciado o está operando 
con parte de los datos (responde con el resultado de dividir un dato, diez 
tazas, entre la diferencia de los datos del primer recuadro). Con la respuesta 
"dos tazas de arroz" no quedan dudas de si está operando con parte de los 
datos, pero el alumno puede tener dos actuaciones distintas: una que 
responde con la diferencia 2 = 5 -  3 y otra que responde con la diferencia 
2 = 10 - (5+3).
Estas situaciones se han salvado en el análisis estimando las tendencias que 
el alumno tiene al resolver el cuestionario, pero en futuras investigaciones 
sería conveniente incluir en la tarea una pregunta del tipo: "explica cómo 
has obtenido la respuesta".
5.4.2. En l a  t a r e a  C a r a m e l o s
La tarea Caramelos (ver la figura 3.27) se propone a todos los alumnos del 
segundo y del tercer ciclo. En la tabla 5.23 se exponen de forma resumida los 
resultados del análisis de las actuaciones de los alumnos al resolverla.
T o ta l 2o. T ota l 3r. T o ta l
Caramelos 3o B 4 o B C ic lo 5o B 6o B C ic lo P rueba
1.1.1 8 /2 0 1 5 /2 0 2 3 /4 0 1 7 /2 0 1 4 /2 0 3 1 /4 0 5 4 /8 0
1 .1 .2 1 /2 0 1 /4 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 3 /8 0
1.4 .3 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
2.2.1 2 /2 0 1 /2 0 3 /4 0 3 /8 0
2 .3 .3 4 /2 0 2 /2 0 6 /4 0 1 /2 0 3 /2 0 4 /4 0 1 0 /8 0
4.1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 1 /2 0 1 /4 0 3 /8 0
4 .3 2 /2 0 2 /4 0 2 /2 0 2 /4 0 4 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
1.1.2 E n fren ta m ien to  co n  d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d is tin ta
1.4.3 U so  d e  u n a  e str teg ia  d e  t ip o  a d it iv o
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l en u n c ia d o
2.3.3 O p era c ió n  co n  parte  d e  lo s  d a to s
4.1 A ctu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te .
4.2 A c tu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  con testa
Tabla 5.23. Frecuencias en la tarea Caramelos.
Como en la tarea anterior no se puede distinguir las características de las 
actuaciones de los alumnos que dan una respuesta satisfactoria, a no ser que 
escriban alguna operación al margen; sin embargo no hay dudas sobre si 
están razonando apropiadamente.
Veinticuatro alumnos del segundo ciclo y treinta y tres del tercero tienen 
una actuación satisfactoria en esta tarea; uno de los de cuarto y uno de los de 
sexto tienen problemas de conteo al dibujar las monedas o de cálculo mental 
al hallar la mitad de dieciocho y uno de los de quinto tiene problemas con el 
algoritmo de la división.
2 4 0
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Algunos alum nos del tercer ciclo, m ediante operaciones al margen, 
proporcionan pruebas de la estrategia que han utilizado para resolver la 
tarea; cinco de los de quinto y uno de los de sexto han utilizado el valor 
unitario y uno de sexto la relación escalar "mitad".
Se considera que dos alumnos de segundo ciclo desarrollan estrategias de 
tipo aditivo: han dibujado quince tazas. Teniendo en cuenta la actuación 
global en el cuestionario parece que responden de forma que m antienen  
constante la diferencia entre los datos que determ inan la relación escalar y 
que no operan con parte de los datos.
Dos alum nos de tercero y uno de cuarto repiten parte de los datos en su 
respuesta. De los de tercero: uno el tres y el otro el seis. El de cuarto repite 
dos datos: por una parte el tres y por otra el 18, aunque en este caso 
manifiesta problemas de conteo.
Cuatro alumnos de tercer curso, dos de cuarto, uno de quinto y tres de sexto 
se considera que operan con parte de los datos. Los comportamientos son: 
-responder con el resultado de la diferencia 1 8 - 3  (dos de tercero), 
-responder con la diferencia 1 8 - 6  (uno de tercero y uno de cuarto), y 
-responder con el resultado de la división 18 : 3 (uno de cuarto, uno de 
quinto y tres de sexto).
En el segundo ciclo se observa que en tercer curso, en relación con la tarea 
anterior Tazas, ha dism inuido el éxito. Parece que se debe a que no está el 
valor unitario como dato en el enunciado, tal como han  observado otros 
investigadores. En dicho curso también se observa que dism inuye la 
repetición de datos, que aumenta la operatividad y  que de forma 
significativa se increm entan las actuaciones ubicadas en la categoría cuatro. 
Sin embargo en cuarto curso prácticamente se mantienen los datos.
En el tercer ciclo el éxito es similar al que han obtenido en la tarea Tazas, 
pero es de destacar que ningún alumno desarrolla estrategias de tipo aditivo.
Hay algunas situaciones que son difíciles de analizar por su 
indeterminación. Si aparece la respuesta "tres pesetas", la actuación 
correspondiente tiene dos interpretaciones: o está repitiendo un  dato del 
enunciado o está operando con parte de los datos. Con la respuesta "quince 
pesetas" la actuación correspondiente también tiene dos interpretaciones: o 
está desarrollando una estrategia de tipo aditivo o está operando con parte de 
los datos. Estas situaciones se han salvado en el análisis m ediante las 
tendencias que los alumnos manifiestan en su actuación global al resolver el 
cuestionario, pero si en un futuro se le añadiera a la tarea una pregunta del 
tipo "explica cómo has obtenido la respuesta", se facilitaría el trabajo.
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5.4.3. E n  l a  t a r e a  T e n d e d e r o s
La tarea Tendederos es un problema con enunciado verbal (ver figura 3.28) 
que se propone a todos los alumnos. Los resultados del análisis de sus 
actuaciones al resolverlo se muestran de forma resumida en la tabla 5.24.
T o ta l 2o. T ota l 3r. T o ta l
Tendederos 3o B 4 o B C ic lo 5o B 6o B C ic lo P rueba
1.1.1 7 /2 0 1 1 /2 0 1 8 /4 0 1 4 /2 0 1 6 /2 0 3 0 /4 0 4 8 /8 0
2 .2 .1 4 /2 0 1 /2 0 5 /4 0 5 /8 0
2 .3 .3 5 /2 0 4 /2 0 9 /4 0 3 /2 0 2 /2 0 5 /4 0 1 4 /8 0
4.1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .3 3 /2 0 3 /2 0 6 /4 0 3 /2 0 2 /2 0 5 /4 0 1 1 /8 0
1.1.1 R esp u esta  acertad a
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l e n u n c ia d o  
2.3.3 O p era c ió n  co n  parte  d e  lo s  d a to s
4.1 A c tu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te .
4.2 A ctu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  con testa
Tabla 5.24. Frecuencias en la tarea Tendederos.
Dieciocho alumnos de segundo ciclo y treinta de tercero tienen una 
actuación satisfactoria en esta tarea. Al contrario que en las dos tareas 
anteriores, en este caso sí que podemos identificar las estrategias que usan los 
alumnos para resolverla. Estas son:
-usar la relación escalar mitad (tres de tercero, siete de cuarto, ocho de 
quinto y doce de sexto);
-hacer uso del valor unitario (tres de tercero, dos de cuarto, seis de 
quinto y cuatro de sexto);
-contar unidades múltiples a partir del valor unitario (uno de tercero y 
dos de cuarto).
En el segundo ciclo de primaria, en la práctica, todavía no se ha enseñado el 
método del valor unitario y sin embargo hay cuatro niños de tercero y tres 
de cuarto que lo usan.
Cuatro alumnos de tercero y uno de cuarto repiten algún dato del enunciado 
en su respuesta. De los de tercero repiten uno el cuatro, dos el seis y el otro el 
uno, y el de cuarto escribe: "cuatro tendederos".
Se considera que cinco alumnos de tercer curso, cuatro de cuarto, tres de 
quinto y dos de sexto que operan con parte de los datos con actuaciones 
distintas:
-responden con el resultado de sumar o combinar aditivamente todos 
los datos (tres de tercero y uno de cuarto);
-responden con el resultado de una combinación aditiva y 
multiplicativa de todos los datos (uno de cuarto escribe en columna las 
operaciones siguientes: 6x4 = 24 -  12 = 6);
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-responden con el resultado de la suma o la resta de dos datos (uno de 
tercero y uno de sexto);
-responden con el resultado de la división 12 : 4 (uno de tercero, uno 
de cuarto y uno de quinto);
-responden con el resultado de la división 12 : 6 (uno de cuarto y uno 
de quinto);
-argumentan con la mitad de seis (uno de quinto); y
-responden con la diferencia entre un dato (6) y el valor unitario
calculado (uno de sexto).
5 .4 .4 . E n  l a  t a r e a  T a b l a  d e  c a m b io
Esta tarea es común para todos los alumnos y tiene dos modalidades muy 
parecidas (ver las figuras 3.29 y 3.30), una para cada versión del cuestionario. 
En la tabla 5.25 se muestra de forma resumida la categorización de las 
actuaciones de los estudiantes al resolverlas.
T abla d e T ota l 2o. T ota l 3r. T o ta l
cam b io 3 o B 4 o B C ic lo 5o B 6o B C ic lo Prueba
1.1.1 1 /2 0 8 /2 0 9 /4 0 1 0 /2 0 7 /2 0 1 7 /4 0 2 6 /8 0
1 .1 .2 1 /2 0 2 /2 0 3 /4 0 1 /2 0 2 /2 0 3 /4 0 6 /8 0
2.1 .1 9 /2 0 5 /2 0 1 4 /4 0 5 /2 0 7 /2 0 1 2 /4 0 2 6 /8 0
2 .1 .3 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
2.2 .1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
2 .2 .8 2 /2 0 2 /4 0 2 /8 0
2.3 .1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
2 .3 .3 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4.1 1 /2 0 1 /4 0 1 /8 0
4 .2 1 /2 0 1 /2 0 2 /4 0 2 /2 0 2 /4 0 4 /8 0
4 .3 5 /2 0 3 /2 0 8 /4 0 3 /2 0 3 /4 0 1 1 /8 0
1.1.1 R e sp u e sta  acertad a
1.1 .2  E n fren ta m ien to  co n  d if ic u lta d e s  d e  n a tu ra leza  d istin ta
2.1.1 C en tra m ien to  en  u n  d a to  im p líc ito  o  ex p líc ito
2 .1 .3  C o m p le ta m ie n to  d e  p artes d e  u n a  ser ie
2.2.1 R ep etic ió n  d e  a lg ú n  d a to  d e l en u n c ia d o
2 .2 .8  C en tra m ien to  en  p artes  d e  la in fo rm a ció n  con  co m p o r ta m ien to s  d is t in to s
2.3.1 Id en t ific a c ió n  d e  u n a  re la c ió n  m u ltip lic a t iv a
2 .3 .3  O p era c ió n  co n  p arte  d e  lo s  d a to s
4.1 A c tu a c ió n  id en tifica d a , a u n q u e  n o  p ertin en te .
4 .2  A c tu a c ió n  n o  id en tifica d a
4.3 N o  contesta
Tabla 5.25. Frecuencias en la tarea Tabla de cambio.
En el segundo ciclo, dos alumnos de tercero y diez de cuarto, y en el tercero, 
once de quinto y nueve de sexto, tienen una actuación satisfactoria. Pero de 
ellos, uno de tercero, dos de cuarto, uno de quinto y dos de sexto tienen 
dificultades, bien con el cálculo mental o escrito, bien por falta de atención o 
cansancio.
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Nueve alum nos de tercer curso, seis de cuarto, cinco de quinto y siete de 
sexto manifiestan un predom inio del conteo en su actuación.Todos m enos 
uno de cuarto se centran en un dato implícito del enunciado y continúan  
contando de cuatro en cuatro.
En el trabajo de Ricco (1978) se comenta que la m odalidad de la tarea de 
segundo ciclo tiene un distractor, los dos resultados consecutivos en el 
enunciado, que favorece este comportamiento; sin embargo en la tabla de la 
tarea de tercer ciclo los datos que se proporcionan no son consecutivos y este 
comportamiento relacionado con el conteo tiene una presencia significativa 
en los dos cursos del ciclo.
El otro alumno de cuarto curso, centrado en el conteo, completa varias series 
aritméticas en relación con los datos del enunciado y con los que va  
obteniendo.
Un alum no de tercer curso repite los datos de la primera columna del 
enunciado en su respuesta, aunque en distinto orden.
Dos alumnos de quinto tienen una actuación en la que se combinan dos 
comportamientos, uno aditivo o de conteo y otro multiplicativo, en relación 
con las partes del enunciado en las que se centran.
Un alum no de sexto identifica una relación multiplicativa: para hallar el 
valor correspondiente a un dato de la tabla multiplica éste por el anterior o 
por el siguiente.
Un alum no de tercero se considera que opera con parte de los datos, 
sumando datos y resultados.
En relación con las tres tareas anteriores de este bloque se observa que ha 
dism inuido sensiblemente el éxito y que la estructura de las preguntas 
favorece, en estos ciclos, un predominio del conteo.
5.4.5. R e s u l t a d o s  g l o b a l e s  e n  el  b l o q u e  V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d
En las tablas 5.26 y 5.27 agrupamos todos los resultados del análisis y 
clasificación de las actuaciones de los estudiantes del segundo ciclo y del 
tercero, respectivamente, al resolver las tareas del bloque Valor perdido y 
proporcionalidad.
Casi el 50% de los alumnos de segundo ciclo tiene una actuación satisfactoria 
en este bloque de tareas (78/160). Como era de esperar, aunque alguna tarea 
tenga mayor dificultad, el éxito se incrementa en el tercer ciclo, supera el 
68%. Hemos de destacar que éste es el bloque de tareas en el cual los alumnos 
del tercer ciclo tienen más éxito.
Hay un salto notable en el núm ero de actuaciones satisfactorias del tercer 
curso (26/80) al cuarto (48/80), sin embargo en los dos cursos del tercer ciclo
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es parecido: 53/80 en quinto curso y 56/80 en sexto curso. Se nota que este 
tipo de problemas no forma parte del curriculum de matemáticas en el tercer 
curso y que a partir del cuarto curso son parte de las actividades matemáticas 
en el aula de primaria.
T a rea T a z a s C a r a m e lo s T en d ed eros T abl
ca m
a d e  
3ÍO-1
T o ta l
2 °
c ic loCurso 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 ° 3 o 4 °
1.1.1 1 0 /2 0 1 4 /2 0 8 /2 0 1 5 /2 0 7 /2 0 1 1 /2 0 1 /2 0 8 /2 0 7 4 /1 6 0
1 .1 .2 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 4 /1 6 0
1.4 .3 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 4 /1 6 0
2 .1 .1 9 /2 0 5 /2 0 1 4 /1 6 0
2 .1 .3 1 /2 0 1 /1 6 0
2 .2 .1 6 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 1 6 /1 6 0
2 .3 .3 2 /2 0 1 /2 0 4 /2 0 2 /2 0 5 /2 0 4 /2 0 1 /2 0 1 9 /1 6 0
4.1 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 3 /1 6 0
4.2 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 5 /1 6 0
4 .3 1 /2 0 3 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 3 /2 0 5 /2 0 3 /2 0 2 0 /1 6 0
Tabla 5.26.
Frecuencias en el bloque Valor perdido y proporcionalidad. Segundo ciclo
T a rea T a z a s C a r a m e lo s T en d ed eros
T abl
ca m
a d e  
bio-2
T o ta l
3r
c ic loCurso 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o 5 o 6 o
1.1.1 1 0 /2 0 1 6 /2 0 1 7 /2 0 1 4 /2 0 1 4 /2 0 1 6 /2 0 1 0 /2 0 7 /2 0 1 0 4 /1 6 0
1 .1 .2 1 /2 0 1 /2 0 1 /2 0 2 /2 0 5 /1 6 0
1 .4 .3 7 /2 0 2 /2 0 9 /1 6 0
2 .1 .1 5 /2 0 7 /2 0 1 2 /1 6 0
2 .2 .1 2 /2 0 2 /1 6 0
2 .2 .8 . 2 /2 0 2 /1 6 0
2 .3 .1 1 /2 0 1 /1 6 0
2 .3 .3 1 /2 0 1 /2 0 3 /2 0 3 /2 0 2 /2 0 1 0 /1 6 0
4 .2 1 /2 0 1 /1 6 0
4 .3 2 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 2 /2 0 2 /2 0 3 /2 0 1 4 /1 6 0
Tabla 5.27.
Frecuencias en el bloque Valor perdido y proporcionalidad. Tercer ciclo
En segundo ciclo, prácticamente el mismo tanto por cien que en el bloque de 
tareas anterior tienen una actuación no satisfactoria ubicada en la categoría 1. 
Ahora bien, a diferencia de lo que sucede antes todos ellos han desarrollado 
una estrategia de tipo aditivo (4/160).
Entre los alumnos del segundo ciclo que han tenido una actuación débil los 
comportamientos que predominan varían según sea la tarea que se 
considere. En Tazas predomina la repetición de algún dato, en Tendederos 
predomina la operatividad y en Tabla de cambio predomina el conteo 
centrado en un dato explícito.
2 4 5
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El éxito en este bloque de tareas de los cinco alumnos de tercer curso que 
tuvieron una actuación débil al resolver la tarea "Fotografía" es: 0/5 en 
cuatro casos y 1/5 en uno. Y el de los tres alum nos de cuarto es: 2/5 en dos 
casos y 3 /5  en uno.
En relación con la tareas Tazas y Caramelos se observa que en la tarea 
Tendederos ha dism inuido el éxito; esto puede achacarse a la ausencia del 
valor unitario y de datos visuales en el enunciado. En este últim o sentido 
Dupuis y Pluvinage (1981) afirman que la disposición de los datos en form a 
de matriz 2x2 favorece la solución del problema. Además se observa que 
ningún alum no desarrolla una estrategia de tipo aditivo, parece que la 
estructura de la tarea no lo favorece -pues si la aplicaran aparecería una  
solución negativa (-2)-, y que aumenta la operatividad.
Entre los alum nos del tercer ciclo, las actuaciones débiles, no ubicadas en la 
categoría 1, con una presencia significativa en el ciclo corresponden a :
-u n  predominio del conteo en la tarea Tabla de cambio (7/5%),
-u n  predominio de la operatividad en las otras tareas (6'25%) y 
-no  contestar en todas ellas (8'75%).
R esum en
-Los problemas de valor perdido del cuestionario resultan m ás 
sencillos para los alum nos que el de proporcionalidad, tanto en el 
segundo ciclo como en el tercero.
-Entre los tres problemas de valor perdido de la versión del 
cuestionario para tercer ciclo, sólo el problema Tazas -es el único en el 
que hay una relación no entera entre los datos- favorece el desarrollo 
de estrategias de tipo aditivo de diferencia constante. En segundo ciclo, 
como las relaciones que subyacen en los tres problemas son enteras, no  
se manifiesta de forma significativa la estrategia aditiva.
-Tanto en el segundo ciclo como en el tercero la tendencia que 
muestran los alumnos que tienen una percepción aislada de los datos e 
intentan dar una solución a los problemas de valor perdido es el operar 
por operar con parte de los datos o con todos ellos.
-Los alumnos que no tienen una actuación satisfactoria al resolver u n  
problema de proporcionalidad, tanto en un ciclo como en el otro, 
manifiestan una tendencia a hacer uso del conteo.
5.5. RESULTADOS GLOBALES DEL ANÁLISIS DE ACTUACIONES POR 
ALUMNO
Para poder seguir las actuaciones de cada uno de los alumnos a los que se las 
ha pasado la prueba, hemos agrupado los datos resultantes del análisis y
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categorización de sus actuaciones en cuatro tablas 5.28, 5.29, 5.30 y 5.31, una 
por curso.
Las tablas se han confeccionado de la siguiente manera:
En la primera fila aparecen unos núm eros que correponden al orden en el 
cual los alumnos han entregado el cuestionario completado y que ha servido 
para identificarlos en el análisis (ver los Anexos: 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4).
En la primera columna aparece la denominación de cada una de las tareas 
que conforman la versión del cuestionario que el alum no ha completado. 
Las tareas están agrupadas por bloques y en el mismo orden que están en el 
cuestionario.
Los totales los hemos agrupado de cinco m aneras que se ubican, si 
corresponden a las tareas, en las cinco últimas columnas, y, si corresponden 
a las actuaciones de los alumnos, en las cinco últimas filas. En las casillas en 
las que se cruzan las últimas columnas y las últimas filas aparecen, en 
diagonal, los totales en la prueba correspondientes a cada una de estas 
agrupaciones de datos.
Estas cinco agrupaciones de los datos corresponden a:
Aciertos (1.1): Si la actuación del alumno se considera satisfactoria, es 
decir que se ubica en las clases 1.1.1 o 1.1.2.
C at.l3 (otras): Si la actuación del alumno se ubica en la categoría 1, pero 
no en las clases 1.1.1 o 1.1.2.
Cat.2a: Si la actuación del alumno se ubica en la categoría 2.
Cat.3a: Si la actuación del alumno se ubica en la categoría 3.
Cat.4a: Si la actuación del alumno se ubica en la categoría 4.
Con la ayuda de estas tablas podemos seguir la actuación global de u n  
alumno en la prueba. Por ejemplo, en la tabla 5.28 que recoge las actuaciones 
de los alumnos del tercer curso, el alumno 03, que tiene una actuación débil 
en la tarea Fotografía, tiene 0 aciertos, solamente percibe un  aum ento en la 
tarea Muñecos (x3) y muestra una tendencia a no contestar las preguntas.
Otro alumno que también ha tenido una actuación débil en la tarea 
Fotografía, el 21 de cuarto curso, tiene 8 aciertos, tiene com portam ientos 
aditivos en las tareas Rectángulo y Perro y hace uso de la estrategia de 
compensación cualitativa en dos tareas del bloque Densidad.
A partir de estas tablas se ha hecho la selección del subgrupo de a lum nos 
para su observación. Entre los alumnos del subgrupo harem os la selección 
de casos para poner a prueba secuencias de enseñanza que serán observadas
2 4 7
Precu r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
mediante entrevistas clínicas video-grabadas. El análisis y la interpretación 
de las entrevistas se hará en el capítulo siguiente.
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Tabla 
5.28. Resultados globales de 
los alum
nos de 
tercer curso.
C L A S IFIC A C IO N  D E A C T U A C IO N E S r  | 1-------- i-------- !-------- 3 o B 1 9 198
S E G U N D O  C IC LO
r  *
P or tareas:
■
A lum nos 01 02 03 04 05 07 08 10 11 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 Ac. C a teg o ría s  j
P regun tas 1.1 1* 2* 3a 4 a
F o tografía 111 111 221 111 111 221 111 111 111 111 111 221 111 111 221 111 111 221 111 111 15 0 5 0 0
M u ñ eco s (1/2) 43 43 43 111 221 221 111 221 111 144 111 43 221 111 221 111 111 43 43 221 7 1 6 0 6
M u ñ eco s (x3) 41 144 144 43 111 43 111 43 144 111 111 144 221 111 221 111 111 142 142 221 7 6 3 0 4
R ectángu lo 221 31 31 226 143 221 111 221 111 221 226 31 226 143 226 112 111 221 112 143 5 3 9 3 0
Perro 144 144 221 41 142 41 111 144 112 221 112 42 221 112 221 125 111 142 142 112 6 7 4 0 3
i !
i 40 17 27 ¡ 3 13
P atios ig u a les 223 223 223 223 223 225 111 223 111 111 223 223 111 111 111 111 111 223 111 111 10 0 10 0 0
P atio s d is tin to s 223 223 223 223 223 225 111 223 111 111 223 223 111 111 111 111 111 223 111 111 10 0 10 0 0
R azones ig u a les 223 223 43 223 223 225 223 223 145 223 223 223 223 223 223 223 111 223 223 223 1 1 17 0 1
R azones d is tin ta s 223 43 43 223 223 225 223 223 145 223 223 223 223 145 223 143 143 223 223 223 0 4 14 0 2
R epob l. b o sq u e s 223 43 43 223 223 223 223 41 223 223 223 43 223 43 223 41 223 223 41 223 0 0 13 0 7
1 21 5 64 0 10
B ocad illo s (a) 223 42 43 43 42 42 225 223 111 43 223 111 111 111 111 223 111 43 111 111 8 0 5 0 7
B ocad illos (b) 223 223 43 43 42 42 223 223 111 223 223 111 43 111 42 223 223 43 111 223 4 0 9 0 7
M erm ela d as 42 225 225 221 111 225 225 141 111 111 225 111 111 225 141 225 111 225 225 225 6 2 11 0 1
R efr. L im ón 223 223 223 223 223 223 223 145 145 223 223 223 223 223 223 42 111 42 41 223 1 2 14 0 3
R efr. N aran ja 223 43 41 111 223 223 111 111 111 223 111 111 223 111 111 111 111 42 111 223 11 0 6 0 3
30 4 45 0 21
T azas 111 221 43 233 143 221 111 221 111 221 111 111 111 111 221 111 111 221 233 111 10 1 8 0 1
C aram elos 111 221 43 111 143 42 233 221 111 41 111 233 111 111 233 143 111 43 233 111 8 2 6 0 4
T en d ed e ro s 111 221 233 111 43 43 111 43 111 221 111 221 221 233 233 111 111 233 233 41 7 0 9 0 4
T ab la  de  cam b io 211 221 42 111 41 211 43 211 112 233 211 211 211 43 211 43 211 43 43 211 2 0 11 0 7
P or a lum no: 1 27 3 34 0 16
A ciertos (1.1) 4 1 0 6 3 0 10 2 14 5 8 5 7 11 4 9 15 0 7 7 118
C A T .l*  (otras) 1 2 1 0 4 0 0 3 4 1 0 1 0 2 1 3 1 2 2 1 29
CAT.2* 11 10 7 9 8 13 8 11 1 11 11 9 11 4 13 4 3 10 6 10 170
CAT.3* 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 3
CAT.4* 3 5 10 4 4 6 1 3 0 2 0 3 1 2 1 3 0 7 4 1 60
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C L A SIF IC A C IO N  D E A C T U A C IO N E S ¡ ! ! 4 o B ¡ 19;98
S E G U N D O  C IC L O t Por tareas: ,
. A lum nos 
P regun tas
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 Ac. C ateg o ría s
1.1 I a 2a 3 a 4 a
F o tografía 123 123 123 111 223 42 111 111 221 225 111 111 123 111 123 111 111 111 111 221 10 5 4 0 1
M u ñecos (1/2) 41 43 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 141 111 144 16 2 0 0 2
M uñecos (x3) 144 144 111 111 221 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 142 111 41 15 3 1 0 1
R ectángu lo 111 31 143 221 143 226 111 111 111 112 233 111 221 221 221 143 111 221 111 143 8 4 7 1 0
Perro 43 144 144 221 144 144 111 112 226 144 112 111 112 142 144 111 112 144 112 142 8 9 2 0 1
i i 57 23 14 *í 5
Patios ig u a les 111 223 223 223 223 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 15 0 5 0 0
P atios d is tin to s 111 223 223 223 223 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 15 0 5 0 0
R azones ig u a les 223 223 223 223 41 223 145 223 223 223 111 223 41 223 223 145 111 223 223 145 2 3 13 0 2
R azones d is tin ta s 223 223 223 223 41 223 111 223 223 223 111 223 41 223 223 145 143 223 223 145 2 3 13 0 2
R epob l. b o sq u e s 223 223 223 223 223 223 145 223 223 223 223 41 41 41 43 225 223 223 41 43 0 1 13 0 6
i i i > 
1 i i 34 7 49 0 10
B ocadillos (a) 223 223 43 223 43 43 111 43 223 111 111 43 43 111 225 111 112 111 111 111 9 0 5 0 6
B ocadillos (b) 223 223 43 223 43 43 111 43 223 111 225 43 43 111 225 111 111 111 42 111 7 0 6 0 7
M erm elad as 41 41 221 221 43 221 111 111 225 43 111 221 111 111 43 141 111 42 111 111 8 1 5 0 6
R efr. L im ón 223 223 43 41 43 223 223 223 223 223 223 225 223 223 43 143 223 225 223 223 0 1 15 0 4
R eír. N aran ja 223 223 43 41 43 111 111 111 111 111 111 111 111 223 43 111 111 111 111 111 13 0 3 0 4
1
| 37 0 34 0 29
T azas 111 233 111 221 43 111 111 111 143 43 111 111 111 111 43 111 111 111 111 111 14 1 2 0 3
C aram elos 111 221 111 233 111 111 111 111 111 233 111 111 111 111 41 112 111 111 111 111 16 0 3 0 1
T e n d ed e ro s 111 42 43 111 233 111 111 111 111 43 111 233 221 111 233 111 233 111 111 43 11 0 5 0 4
T ab la  de  cam b io 211 213 112 42 211 111 111 111 211 43 111 112 111 211 43 111 111 111 211 43 10 0 6 0 4
P or a lum no : 51 1 16 0 12
A ciertos (1.1) 6 0 5 4 2 9 16 11 8 8 15 11 10 11 4 13 15 10 13 8 179
CAT. 1* (otras) 2 3 3 0 2 1 2 0 1 1 0 0 1 1 2 5 1 3 0 5 31
CAT. 2a 8 12 6 12 7 6 1 6 10 6 4 5 3 6 6 1 3 5 4 2 113
CA T. 3 a 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
CA T. 4a 3 3 5 3 8 3 0 2 0 4 0 3 5 1 7 0 0 1 2 4 56
P
r
e
c
u
r
so
r
es 
del 
r
a
z
o
n
a
m
ie
n
t
o 
p
r
o
p
o
r
c
io
n
a
l
T
abla 
5.30. R
esu
ltad
os 
glob
ales 
de 
los 
alu
m
n
os 
de 
quinto 
cu
rso
.
C L A S IF IC A C IO N  DE A C T U A C IO N E S  ¡ | T — *-------<-— - r ------ -  " T ' ■ I ! 5o B j j 19 198
TER C E R  C IC LO
'
1 Por tareas: ,
\  A lum nos 02 03 04 05 06 08 09 10 11 12 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 Ac. C ateg o rías
P reg u n ta s  • 1.1 I a 2a 3a 4a
F o to g rafía 111 111 221 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 221 111 123 111 111 111 111 17 1 2 0 0
M u ñ eco s  (1/4) 111 111 221 43 111 111 111 43 111 141 141 141 111 111 141 111 111 111 111 111 13 4 1 0 2
M u ñ eco s  (2/3) 141 111 221 43 141 111 43 43 111 43 141 141 111 31 141 43 31 141 141 43 4 7 1 2 6
R ectán g u lo 111 111 221 111 111 31 112 111 221 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 17 0 2 1 0
Perro 144 111 144 43 111 42 112 112 111 112 43 112 111 31 111 42 111 43 43 43 10 2 0 1 7
1 61 14 6 4 15
P atio s  ig u a le s 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 18 0 2 0 0
P atio s d is tin to s 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 18 0 2 0 0
R azones ig u a le s 223 223 223 145 145 223 223 223 223 223 223 223 223 111 145 145 111 223 223 111 3 4 13 0 0
R azones d is tin ta s 223 223 223 145 145 223 223 223 223 223 43 223 143 111 145 145 111 223 145 111 3 6 10 0 1
R ep o b l. b o sq u e s 223 223 223 223 223 223 223 223 223 145 43 223 223 223 41 223 112 223 223 223 1 1 16 0 2
¡
1 i 43 11 43 0 3
B ocad illo s (a) 225 111 223 43 111 111 111 111 111 42 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 15 0 3 0 2
B ocadillos (b) 223 111 42 43 111 111 111 111 111 42 223 111 111 111 111 42 111 42 111 43 12 0 2 0 6
M erm ela d as  (a) 111 234 43 43 234 234 43 111 233 43 43 111 234 233 234 43 43 234 234 234 3 0 10 0 7
M erm elad as  (b) 221 112 221 221 43 112 221 221 233 43 221 221 111 233 221 43 43 221 221 233 3 0 13 0 4
R efr. lim ó n 223 143 223 223 145 223 43 223 223 223 223 223 223 111 223 223 143 223 42 223 1 3 14 0 2
C om . V alen c ian a 43 111 233 43 43 233 43 43 111 43 43 233 111 233 221 221 112 41 221 112 5 0 7 0 8
39 3 49 0 29
T azas 143 111 143 233 143 111 221 143 111 143 143 143 111 111 111 111 111 111 111 221 10 7 3 0 0
C aram elos 112 111 111 111 111 111 111 42 111 111 111 111 111 111 111 233 111 111 111 111 18 0 1 0 . 1
T e n d e d e ro s 111 111 233 43 111 111 233 111 111 111 111 111 111 111 233 43 111 43 111 111 14 0 3 0 3
T ab la  d e  cam b io 111 211 111 211 112 228 42 111 111 211 211 42 111 111 228 111 211 111 111 111 11 0 7 0 2
P o r a lu m n o : 53 7 14 0 6
A cierto s (1.1) 9 14 2 5 11 11 9 10 13 7 6 8 15 13 9 7 15 9 11 12 196
CA T. 1* (otras) 3 1 2 2 5 0 0 1 0 3 3 3 1 0 4 3 1 1 2 0 35
CAT. 2 a 7 5 14 5 2 7 6 5 7 4 6 8 4 5 6 4 1 6 5 5 112
CA T. 3a 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 4
CAT. 4* 1 0 2 8 2 1 5 4 0 6 5 1 0 0 1 6 2 2 3 53
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C L A S IF IC A C IO N  DE A C T U A C IO N E S -------- 1 " 6o B ¡ | 19 j 98
T ER C ER  C IC L O Por tareas:
^ ^ A lu m n o s 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 12 13 14 16 17 18 19 20 21 22 Ac. C atego ñ a s
P reg u n tas 11 1* 2a ; 3* , 4 '
F o to g rafía 221 221 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 223 111 111 17 0 3 0 0
M u ñ eco s  (1/4) 221 221 111 111 141 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 43 111 111 141 15 2 2 0 1
M u ñ eco s  (2/3) 43 141 141 111 43 111 111 111 43 111 31 111 141 111 111 111 43 43 111 141 10 4 0 1 5
R ec tán g u lo 221 143 31 221 221 143 31 111 112 233 143 111 111 111 233 111 143 233 31 111 7 4 6 3 0
Perro 43 112 112 222 222 112 112 112 112 144 112 144 142 111 112 112 112 112 111 43 13 3 2 0 2
62 13 13 4 8
P atios ig u a le s 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 19 0 1 0 0
P atio s  d is tin to s 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 19 0 1 0 0
R azones ig u a le s 223 111 223 223 225 223 145 223 223 145 111 111 111 145 111 145 145 223 145 145 5 7 8 0 0
R azones d is tin ta s 145 43 223 145 223 223 223 223 223 145 111 111 111 145 111 145 143 223 145 223 4 7 8 0 1
R ep o b l. b o sq u e s 223 43 223 223 223 41 223 223 43 223 111 111 42 223 43 223 223 43 223 223 2 0 12 0 6
49 14 30 0 7
B ocad illos (a) 111 111 223 111 223 42 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 16 0 3 0 1
B ocadillos (b) 111 223 223 223 223 42 111 111 223 111 111 111 111 111 111 111 111 111 112 111 14 0 5 0 1
M erm elad as  (a) 43 234 41 233 111 43 111 43 234 43 234 111 234 233 43 43 43 234 234 234 3 0 9 0 8
M erm elad as  (b) 221 43 221 233 221 221 43 43 221 233 42 111 221 43 43 43 221 43 43 221 1 0 10 0 9
R efr. lim ó n 43 111 223 111 223 223 42 223 43 223 143 111 143 223 223 223 145 223 111 223 4 3 10 0 3
C om . V alenc iana 43 112 221 233 221 43 221 112 43 43 112 111 112 221 111 221 42 112 111 43 8 0 6 0 6
46 3 43 0 28
T azas 43 111 111 111 111 143 111 143 111 111 111 111 111 111 111 111 43 111 111 111 16 2 0 0 2
C aram elos 43 111 111 233 111 111 111 233 111 111 112 111 111 111 111 111 43 233 111 111 15 0 3 0 2
T e n d e d e ro s 111 111 111 111 43 233 111 111 111 233 111 111 111 111 111 111 43 111 111 111 16 0 2 0 2
T ab la  d e  cam b io 111 211 211 211 43 211 211 111 43 111 111 111 112 111 111 211 43 211 112 231 9 0 8 0 3
P or a lu m n o : 56 2 13 0 9
A ciertos (1.1.) 6 10 6 9 6 7 12 12 9 10 15 19 14 13 15 12 6 9 14 9 213
C A T. 1* (otras) 1 2 1 1 1 2 1 1 0 3 2 1 3 2 0 2 4 0 2 3 32
CA T. 2 ' 6 5 11 10 10 6 4 5 6 5 1 0 2 4 2 4 2 8 2 6 99
CA T. 3 a 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 4
C A T. 4* 7 3 1 0 3 5 2 2 5 2 1 0 1 1 3 2 8 3 1 2 52
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Del análisis de entrevistas
6.1. INTRODUCCIÓN
En este capítulo expondremos el análisis y la interpretación de las 
entrevistas que se han transcrito en los Anexos 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 y 
3.8. Este análisis nos perm itirá elaborar un conjunto de observaciones, 
relacionadas con las actuaciones de los alumnos en las entrevistas y con la 
enseñanza que se desarrolla en ellas, que formará parte del com ponente 
cognitivo y del componente de enseñanza del nuevo Modelo Teórico Local 
en el cual se enmarca la problemática inicial.
Las entrevistas se han agrupado de acuerdo con los cuatro bloques de tareas 
que conforman el cuestionario de lápiz y papel: Escalas, Densidad, 
Comparación de razones y tanto por cien y Valor perdido y 
proporcionalidad. En cada uno de los grupos analizaremos y resum irem os 
las dos entrevistas que se han llevado a cabo, una por ciclo de enseñanza.
Las entrevistas se realizaron en el Seminario del Departam ento de Didáctica 
de la Matemática de la Universitat de Valéncia sito en la Escuela de 
Magisterio o en una sala del Colegio Público de Prácticas, antigua Escuela 
Aneja a la Escuela Normal. En el Seminario se realizaron las seis entrevistas 
correspondientes a los bloques: Escalas, Densidad, Comparación de razones y 
tanto por cien y en el Colegio las dos correspondientes al bloque: V alor 
perdido y proporcionalidad.
Para la elección de los alumnos que hay que entrevistar se ha tenido en  
cuenta dos aspectos básicos:
Precu rso res d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
1) Que estuvieran en el último curso de un ciclo de primaria (alum nos 
de cuarto curso o de sexto curso).
2) Que su actuación al responder el cuestionario estuviera caracterizada 
por el desarrollo de alguna estrategia errónea directamente relacionada 
con el subtema sobre el cual se ha diseñado la secuencia de enseñanza.
Además, y siempre que fuera posible, que el índice de actuaciones 
satisfactorias fuera del tipo medio (alrededor del 50%). Y finalmente el tipo 
de actuaciones que tiene el alumno al resolver las tareas de los otros bloques 
que están relacionadas con el subtema sobre el que se ha construido el 
protocolo de la entrevista.
Para facilitar al lector el seguimiento de la entrevista, sombrearemos, en los 
protocolos que se han diseñado para organizar cada una de las secuencias 
didácticas, los problemas que han sido propuestos al alum no y resueltos por 
éste en el desarrollo de la misma. Estos protocolos sombreados, que 
denominaremos "itinerario de la entrevista", nos perm itirán tener u na  
visión global de la actuación del alumno en la entrevista, dónde tiene éxito y 
dónde no, y ver qué parte de la secuencia didáctica se ha necesitado para que 
el estudiante aprenda lo que se ha pretendido enseñar con ella.
6.2. ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE LAS ENTREVISTAS SOBRE 
ESCALAS
En relación con el subtema Escalas se han diseñado dos versiones de u n a  
secuencia didáctica (ver los organigramas 4.1 y 4.2 en el capítulo cuarto) para 
realizar dos entrevistas con enseñanza. Una con María José, alum na de 4°B, 
y otra con Lorenzo, alumno de 6°B.
6.2.1. En SEG U N D O  C ICLO
A María José, alum na de cuarto curso con el núm ero 21, se la ha  
seleccionado para entrevistarla debido a la actuación que ha tenido al 
responder el cuestionario.
Esa actuación se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) Usa la estrategia aditiva de diferencia constante para resolver la 
tarea del cuestionario Rectángulo (clase 1.4.3).
b) Resuelve aditivam ente la tarea del cuestionario Perro: interpreta 
el doble como un incremento aditivo de dos unidades (clase 1.4.2).
c) En sus actuaciones al resolver otras tareas del cuestionario, que 
están en el bloque Escalas (Fotografía y Muñecos), tiene 
comportamientos distintos. En la primera de ellas, su actuación se 
interpretó como repetición de un dato (clase 2.2.1) y en la segunda, 
que tiene dos apartados, en el primero hace una d ism inución
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arbitraria para responder a la mitad (clase 1.4.4) y en el segundo da 
una respuesta identificada, pero no pertinente: para el triple 
(subcategoría 4.1);
d) Utiliza una estrategia de compensación cualitativa (clase 1.4.5) en 
dos problemas de comparación de razones de densidad; y
d) Resuelve 8 de los 20 problemas del cuestionario con éxito.
La entrevista se ha realizado durante su jornada escolar en el Seminario del 
Departamento de Didáctica de la Matemática de la Universitat de Valencia, 
el 23 de junio de 1998. Tuvo una duración aproximada de una hora, de las 
l lh  30m a las 12 h 30m, y la transcripción completa de la misma está en el 
Anexo 3.1.
Éxito
Éxito
Éxito
Muñecos (x3) Muñecos (x2) 
(doble-mitad)
Comparar dos cosas. 
"Relativamente" 
mismo tamaño
Dos cuadrados 
Uno (2x2) junto con 
otro unitario
Fotografía
L ineal
Visualización 
de la parte 
"un tercio" y 
 "doble"___
Muñecos (1/2)
y
1/4 como 1/2 de
Cabeza de perro
Muñecos (1/3)Muñecos (1/4)
Éxito
Exito
Rectángulo (x2)
Comparar 
las figuras 
de dos en dos
Barcos (Tres figuras)
Rectángulo (x3)
Normalización 
N° de unidades de. 
"por cada una" de
Normalización. 
Número de unidades 
de...
"nnr rada una" dp...
Tarea de 
consolidación 
Rectángulo (x4)
Itinerario 5.1.
Secuencia seguida en la entrevista sobre Escalas, segundo ciclo.
La secuencia didáctica que se ha seguido en la entrevista llevada a cabo con 
María José se puede observar en el Itinerario 5.1.
2 5 5
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
6.2.1.1. Primer nivel
La solución que da María José al prim er problema del nivel, Fotografía (la 
tarea completa con los cuatro dibujos se puede observar en la figura 3.7 del 
capítulo tercero), se fundamenta en que el dibujo que escoge es el único en el 
que se conserva la razón interna. Ella da la respuesta correcta y en su 
razonamiento hace una referencia clara a los elementos que no preservan la 
razón: la cabeza y el libro, por lo que su justificación se considera 
satisfactoria.
E: ¿Por qué has escogido éste?
M.J.: Porque es igual.
E: ¿Por qué es igual?
M.J.: Porque no tiene la cabeza demasiado grande ni pequeña y el libro no es muy pequeño 
ni muy grande.
E: ¿Podrías escribirlo?
M.J.: (Escribe"En que es igual ni tiene la cabeza demasiada grande ni pequeña".)
6.2.1.2. Segundo nivel
La primera tarea de este nivel, Muñecos (triple), es un problema en el que 
hay que reproducir una figura a escala de otra dada. El factor de escala, tres, 
está explícito en el enunciado m ediante el térm ino triple (ver la figura 3.1.2 
del Anexo 3.1). María José dibuja un muñeco de ocho botones de altura -e l  
dibujo dado tiene cuatro botones de altura-, respuesta incorrecta, por lo que 
se le propone el siguiente problema de la serie de este nivel. Un problem a 
similar en el que el factor de escala está asociado a la expresión doble.
M.J.: (Lee el problema y rápidamente dibuja un muñeco de ocho unidades de 
altura.)
Dado que ha reconocido la relación multiplicativa, en la entrevista se regresa 
al prim er problema. Tras cuestionar a María José sobre el triple, ésta 
manifiesta que sabe lo que es el triple y que había tenido un  descuido de 
lectura.
M.J.: Sí, hacerlo tres veces.
E: Entonces, aquí ¿qué has hecho?
M.J.: (Puntea con el lápiz el dibujo dado y el suyo.) El doble.
E: El doble, ¿por qué?
M.J.: Es que creía que tenía que hacer el doble, lo pone arriba.
María José responde dibujando un muñeco de doce botones de altura. 
Aunque en su verbalización hay un error (cuatro veces), para hallar la altura 
del dibujo ella hace tres veces cuatro.
M.J.: Cuatro veces. Un, dos, tres, cuatro. (Puntea con el lápiz el muñeco dado.) Un, dos, 
tres, cuatro. Un dos, tres, cuatro. (Puntea con el lápiz el muñeco de ocho unidades que 
dibujó.) Un, dos tres, cuatro, un, dos, siete, ocho, doce. (Puntea con el lápiz a la derecha 
de la trama.) Doce.
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6.2.1.3. Tercer nivel
En la primera tarea de este nivel, el factor de escala (1/4) se explicita en el 
enunciado m ediante la expresión "la cuarta parte de" (ver la figura 3.1.4 del 
Anexo 3.1).
María José manifiesta que no sabe lo que significa la cuarta parte, por tanto el 
entrevistador le propone el siguiente problema de la serie, otro de escalas, en  
el que el factor está explícito en el enunciado m ediante la expresión "u n  
tercio" (ver la figura 3.1.5 del Anexo 3.1).
M.J.: (Observa el dibujo y puntea con el lápiz la altura.) Doce por tres. (Debajo de 1 a 
trama escribe la operación en columnas 12x3.) Tres por dos seis (escribe 6) y tres por una 
tres (escribe 3). Es treinta y seis.
E: Treinta y seis de alto.
M.J.: No puede ser.
E: No puede ser, ¿por qué?
M.J.: Porque es demasiado alto.
María José vuelve a tener problemas con la expresión verbal de una fracción 
unitaria, en este caso interpreta un tercio como el triple, tal vez influenciada 
por la resolución del prim er problema del nivel anterior, y halla una  
solución que le sorprende. Dada esta actuación de la alum na, la entrevista 
continúa con otra tarea de escalas en la que el factor se explicita mediante la 
expresión "la m itad" (ver la figura 3.1.6 del Anexo 3.1). Este problema tiene 
dos apartados con el mismo factor de escala, 1/2.
M.J.: (Lee el enunciado del primer apartado del problema.) (Observa el dibujo y vuelve 
a leer el enunciado.) Doce. (Escribe 12 a la derecha de la trama de arriba.) Seis. Uno, 
dos, tres, cuatro, cinco y seis. (Puntea con el lápiz desde la línea de abajo en la trama de 
arriba.) La mitad de doce son seis. (Dibuja, empezando por abajo, un muñeco de seis 
unidades de altura.)
E: ¿Y si ahora te pidiera continuar el problema?
M.J.: (Lee con dificultades el segundo apartado del problema. Parece que tiene 
problemas de comprensión.) La mi..., ¿más grande? la mitad del más grande.
E: ¿Cuál es el que tú has dibujado?
M.J.: Éste. (Señala con el lápiz su dibujo anterior.) El que tiene seis.
E: ¿Y tú sabes pintar uno que sea la mitad?
M.J.: La mitad, sí.
E: ¿Cuántos tendrá?
M.J.: Tres. (Dibuja un muñeco de tres unidades de altura.)
La alum na pone de manifiesto que no tiene dificultades para utilizar la 
relación mitad, como tampoco había tenido con el doble. Con el fin de que 
María José encuentre el significado al térm ino "tercio"m ediante la 
visualización, el entrevistador le propone una tarea que no está en el 
protocolo (ver la figura 3.1.7 del Anexo 3.1). Dibuja un  segmento y lo parte 
en tres trozos, como la alum na no reconoce la relación entre la parte y el 
todo, dibuja otro segmento y lo parte en dos trozos. Maria José reconoce la 
parte como la mitad y volviendo al dibujo anterior reconoce la parte como 
"el tercio".
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E: Dos. Y esta parte ¿qué es? (Señala la parte de arriba en el segundo segmento.)
M.J.: La mitad.
E: La mitad. Y entonces aquí ¿cuántas partes hemos hecho?
M.J.: Tres.
E.: Tres. ¿Y esta parte, qué es?
M.J.: El ter..., el tercio.
La visualización de la m itad le ha ayudado a María José a reconocer el 
significado del término "tercio" y abordar el segundo problema de la serie de 
otra manera.
E: ¿Qué hay que hacer ahora?
M.J.: Ahora tenemos que tener un tercio de doce.
E: ¿Y cuánto es?
M.J.: (Observa el dibujo e intenta puntear con el lápiz.) (Escribe en columna y debajo de 
la trama los siguientes números: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12.) Uno, dos, tres, cuatro 
cinco. (Puntea la columna de números con el lápiz.) Uno, dos, tres. (Puntea la columna de 
números.) Uno, dos, tres, cuatro. (Puntea la columna.) Cuatro. Son cuatro.
E: Cuatro. O sea que tú primero, ¿qué has hecho? ¿Has contado de cuánto?
M.J.: Primero he contado de cinco.
E: De cinco, luego de tres y ahora de cuatro.
M.J.: Y de cuatro me ha salido.
María José estima la parte y mediante una adición repetida busca el n ú m ero  
entero que le dé la solución. Siguiendo el protocolo ahora se le propone a la 
alum na el prim er problema de lnivel. La estrategia de la alum na para 
resolver el problema es la misma que en el anterior: escribe una columna de 
números y en ella estima la parte que quiere hallar. En este caso acierta a la 
primera, pues para hallar la cuarta parte inicia su estrategia con una parte 
más pequeña que antes, tres números.
M.J.: (Lee el problema.) Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once y 
doce. (Escribe debajo de la trama la columna de números: 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10, 11,12. 
Al mismo tiempo que puntea dibuja junto a la columna, de abajo a arriba, una línea 
vertical y hace en ella una marca cada tres números.) Tres.
E: Tres. ¿Has contado de tres en tres?
M.J.: Sí. (Vuelve a su columna de números y a su línea, observa y contesta.) Tres, sí sen 
tres.
6.2.1.4. Cuarto nivel
En la primera tarea de este nivel, denominada Cabeza de perro, se requiere 
que la alum na reproduzca una figura a escala de otra dada en un contexto 
geométrico bidimensional. El factor de escala (2) se explicita m ediante la 
expresión técnica "escala de 2 a 1" (ver la figura 3.1.8 del Anexo 3.1).
E:... Ampliar, ¿sabes lo que es?
M.J.: Pues no, no. ¿Hacerlo pequeño?
E: Ampliar, grande. En escala de dos a uno es lo mismo que lo que vale uno tiene que 
valer...
M.J.: Dos.
E: Dos. Es decir, doblar todas las dimensiones.
M.J.: Si ésta..., si es de tres líneas de seis.
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Mediante esta explicación María José no tiene dificultad para doblar en dos 
dimensiones siguiendo la cuadrícula. La actuación de la alum na es 
satisfactoria, pero para comprobar si verdaderamente no tiene dificultades al 
doblar en dos dimensiones se le propone el siguiente problema de este nivel, 
Dos cuadrados (ver la figura 3.1.9 del Anexo A.3.1). De nuevo no tiene 
dificultades con la relación doble en este contexto geométrico y resuelva 
satisfactoriamente la tarea.
6.2.I.5. Quinto nivel
El prim er problema de este nivel es la tarea del cuestionario denom inada 
Rectángulo. Cuando respondió el cuestionario la alum na, esta tarea la 
resolvió m ediante una estrategia de tipo aditivo, dibujó un rectángulo de 
dimensiones 12x14. Sin embargo, ahora su estrategia de resolución es 
distinta, responde adecuadamente, dibuja un rectángulo de 12x18, pero su 
argumentación se considera que no es satisfactoria.
E: Tú primero has mirado aquí el seis. (Le señala en el rectángulo dado)
M.J.: Sí.
E: Y lo has puesto aquí dos veces.
M.J.: Sí.
E: Y has dicho "no me sale", ¿por qué?
M.J.: Cuando hiciera así, saldría un cuadrado. (Remarca ccn el lápiz un hipotético 
cuadrado de 12 unidades de lado.)
E: Saldría un cuadrado, ¿y entonces?
M.J.: Y, ha de salir un triángulo.
E: ¿Un...?
M.J.:Tri...
E: ¿Triángulo?
M.J.: Un..., espera ..., un rectángulo.
Parece que en un principio utiliza la relación doble que existe entre los lados 
dados de 6 y 12 unidades -es la relación que mejor dom ina- y luego añade 
otra unidad más (el lado de 6 unidades) para encontrar una solución que 
conserve la forma de rectángulo. No parece que identifique la relación 
multiplicativa triple con la que resuelve el problema.
Dada la argumentación de la alumna, la entrevista continúa con el siguiente 
de este nivel, Rectángulo-doble (ver la figura 3.1.11 del Anexo 3.1). M aría 
José responde adecuadamente, dibuja un rectángulo de dimensiones 12x8, 
pero sus explicaciones nos indican que lo resuelve aditivam ente, parece que 
interpreta el doble como añadir una unidad más (el lado de cuatro 
unidades).
E: Ya está. ¿Y cuántas veces crees que es más grande éste que éste?
M.J.: Una.
E: Una vez más grande.
M.J.: Sí, pero me parece que lo he hecho un poco mal. Porque parece más un cuadrado, 
debe ser más alargado.
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La alumna continúa en su tendencia de m antener la forma, un  rectángulo 
alargado, sin tener en cuenta las relaciones entre los lados y hallar la 
solución m ediante una construcción aditiva. Por tanto, el entrevistador, 
como quiere que María José encuentre la relación m ultiplicativa asociada a 
la relación externa, centra la atención de la alumna en las dimensiones de 
los lados dados y le formula preguntas normalizadas.
E: Entonces, ¿qué relación hay entre este lado y éste?
M.J.: Es el doble.
E: Es el doble. Por cada una de aquí ¿cuántas hay aquí?
M.J.: Una.
E: No. Por cada unidad que hay aquí ¿cuántas unidades hay aquí?
M.J.: Dos.
E: Entonces, vamos a ver, ¿qué ocurre con este lado? (Señala el horizontal del rectángulo 
dado.)
M.J.: Aquí hay seis. (Señala con el lápiz el lado.)
E: ¿Cuántas tiene que haber en el otro?
M.J.: Doce.
Reconocida por la alum na la relación externa doble, en la entrevista se le 
presenta el prim er problema de la serie, Rectángulo-triple, que había 
resuelto m ediante una construcción aditiva.
E: ¿Cuántas unidades...? ¿Por cada una de aquí cuántas hay aquí? (Señala el rectángulo 
dado y el que ha dibujado.)
M.J.: Aquí hay cuatro. (Señala el lado vertical del rectángulo dado.) Tres.
E: Tres.
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once y doce.
E: Luego, ¿cuántas tiene que tener de largo?
M.J.: Tres veces.
Para comprobar si usa la relación multiplicativa en la resolución de u n  
problema similar, se le propone otro que no está en el protocolo (ver la 
figura 3.1.12 del Anexo 3.1). Ahora los datos del problema son: un  rectángulo 
de dimensiones 2x3 y el lado del rectángulo que hay que completar de 8 
unidades, por tanto el factor asociado a la relación externa es cuatro.
M.J.: Uno, dos. (Tras mirar el lado vertical del rectángulo dado.) Uno, dos; uno, dos; uno, 
dos; uno, dos. (Cuenta mientras puntea la línea vertical dada.) Tres (Tras observar el 
lado horizontal del rectángulo dado.) (Cuenta, mientras traza con el lápiz lado 
horizontal.) Uno, dos, tres; uno, dos, tres; uno, dos, tres; uno, dos, tres. Cuatro veces.
María José encuentra cuántas veces cabe el lado dado de dos unidades en el 
otro de ocho unidades y encuentra la solución del lado que falta m ediante 
una adición repetida, doce unidades como cuatro veces tres.
6.2.1.6. Sexto nivel
La tarea con la que se inicia la secuencia de este nivel es el problema Barcos 
con tres viñetas, una de las cuales no está hecha a escala (ver la figura 3.1.13 
del Anexo 3.1).
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M.J.: Lee el problema con dificultad. (Observa los tres dibujos.) El más grande.
E: El más grande le ha salido mal.
M.J.: Sí.
E: ¿Por qué?
M.J.: Porque se ha salido un cuadrado más, sólo era uno y hay dos. (Se fija en la altura de 
una bandera respecto de la otra.) La bandera la ha hecho más grande.
María José no tiene en cuenta el tamaño de las figuras para ver si hay alguna 
relación entre ellas, sino que sólo se fija en un detalle, en aquél en el que se 
rompe una igualdad (la distancia del casco a las velas). Para ella está m al 
hecha la figura que rompe dicha igualdad. Su actuación se considera 
insatisfactoria, pues tanto su respuesta como su argum entación son 
incorrectas.
Para continuar el protocolo, el entrevistador centra la atención de la a lum na 
en la comparación de la primera figura con la segunda, que no están hechas 
a escala. Con el fin de que la estudiante se dé cuenta de que, si encuentra una 
relación m ultiplicativa externa entre las dos figuras, ésta no es constante, el 
entrevistador le ayuda a construir la siguiente tabla de datos (ver la figura
3.1.14 del Anexo 3.1):
Barco Io Barco 2o
largo del barco arriba 6 11
palo grande 4 7
altura del casco 1 2
separación entre palos 1 2
lado horiz. vela derecha 2 4
Fijándose en las dos últimas filas se inicia una serie de preguntas:
E: ¿Entonces qué ocurre? Que lo que aquí vale uno (señala en la primera columna de 
datos), ¿aquí cuánto vale? (Señala en la segunda columna.)
M.J.: Dos.
E: Lo que aquí vale dos, ¿aquí cuanto vale?
M.J.: Cuatro.
E: Luego, ¿por cuánto estamos multiplicando?
M.J.: Por uno.
E: ¿Multiplicando por uno?
M.J.: No, por dos.
E: ¿Por dos?
M.J.: Sí, por dos.
E: Y entonces dos por cuatro, ¿qué tendría que dar?
M.J.: ¿Dos por cuatro? Dos por una dos, dos por dos, dos por una dos, dos por dos cuatro, 
dos por tres seis y dos por cuatro ocho.
E: Ocho, ¿y cuánto da?
M.J.: Siete.
Finalmente le propone el detalle que María José utilizó para tomar su 
primera decisión, la distancia del casco a las velas, el cual le bastó para 
estimar que el segundo dibujo estaba bien hecho y ahora se da cuenta de que 
no era suficiente.
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E: ... Porque... Fíjate, ¿cuánto hay de aquí a las velas? (Señala la distancia del casco a 
las velas en el primer dibujo.)
M.J.: Uno.
E: ¿Y de aquí a las velas? (Señala la distancia del casco a las velas en el segundo.)
M.J.: Uno.
E: ¿Y cuánto tendría que haber?
M.J.: Cua..., no, dos.
E: Dos. Luego, ¿está bien o está mal?
M.J.: Está mal.
Siguiendo el protocolo, ahora el entrevistador centra la atención de la 
alumna en la comparación de la primera figura con la tercera, que sí están 
hechas a escala. Con el fin de que la estudiante encuentre una relación 
multiplicativa constante, asociada a la relación externa entre las dos figuras, 
el entrevistador le ayuda a construir la siguiente tabla de datos (ver la figura
3.1.14 del Anexo 3.1):
Barco Io Barco 3o
largo del barco abajo 4 8
altura del casco a las velas 1 2
separación entre palos 1 2
lado horiz. vela derecha 2 4
largo del barco arriba 6 12
Sin hacer referencia, por parte del entrevistador, a una norm alización ni a 
una relación multiplicativa entre los datos María José reconoce una relación 
entre ellos (doble) y hace uso de ella, tanto en su sentido directo como en el 
inverso.
E: ... la separación entre los palos. Entre éste y éste, ¿cuántas son?
M.J.: Uno.
E: Luego, separar los palos uno. (Escribe: "sep. palos", seguido de una flecha.) ¿Cuánto 
crees que debe haber abajo? (Le tapa con la mano el tercer dibujo.)
M.J.: Dos.
E: ¿Seguro? Vamos a ver. (Levanta la mano.) ¿Cuántos hay abajo?
M.J.: Dos.
E: Dos. (Escribe: "2", a la derecha del "1".) Vamos a ver, ¿qué mide el barco arriba? 
(Señala la parte superior del casco en el tercer dibujo.) Arriba, ¿cuánto mide el barco? 
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once y doce. (Puntea con el 
lápiz, en la cubierta del tercero, mientras cuenta.)
E: Doce. (Escribe: "12", en la segunda columna de datos.) Luego, ¿cuánto crees que medirá 
aquí? (Señala en la primera columna de datos.)
M.J.: Seis.
E: (Escribe: "6", en la 1* columna.) Vamos a ver.
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis. (Puntea la cubierta del primer barco.)
E: Seis. ¿Cuánto mide aquí el barco? (Señala la altura del casco del tecero.)
M.J.: Dos.
E: ¿Qué medirá arriba?
M.J.: Uno.
E: Luego, ¿entonces qué ocurre?
M.J.: Que éste está bien.
E: Y éste respecto a aquél, ¿qué es?
M.J.: El doble.
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E: ¿Y éste? (El segundo dibujo)
M.J.: (Niega con la cabeza.)
Cuestionada de nuevo la alumna sobre la pregunta que hay en la tarea 
inicial del nivel, ésta cambia su respuesta anterior y da la correcta.
E: Dos. Luego, ¿cuál está mal?
M.J.: Éste. (Señala el segundo.)
La agrupación de datos en una tabla y la búsqueda de una relación 
m ultiplicativa entre ellos m ediante el uso de una norm alización "por cada 
uno hay ...", en la comparación de la primera figura con la segunda, ha  
permitido que María José aprendiera a encontrar una relación m utiplicativa 
constante, la asociada al factor de escala entre las figuras prim era y tercera, 
entre los datos de la segunda tabla. Todo ello, además, ha hecho posible que 
la alumna cambiara su primera respuesta, errónea, por la correcta.
6.2.1.7. Resumen de la entrevista
Resuelve la comparación cualitativa de la tarea Fotografía m ediante la 
exclusión de los dibujos en los que se viola la razón interna.
En los problemas de la serie Muñecos, la alumna tiene problemas con el 
significado de los términos verbales de las fracciones unitarias, la cuarta 
parte y el tercio, que se resuelven mediante la visualización y 
reconocimiento de la parte. En sus soluciones a los problemas en los que el 
factor de cambio no es 2 ni 1/2 manifiesta una tendencia a usar la 
construcción aditiva.
En un principio, en los problemas de la serie Rectángulo no relaciona los 
datos multiplicativamente. Únicamente a partir del uso de la norm alización 
en las preguntas (por ejemplo, la expresión "cuántos por cada uno") M aría 
José hace uso de las relaciones multiplicativas que le perm iten resolver los 
dos problemas propuestos y el ejercicio de consolidación Rectángulo (x4).
En el problema de los Barcos, la primera solución de la alum na es 
equivalente a la que utiliza para resolver la tarea Fotografía, elige el dibujo 
en el que según ella hay una cosa que no es igual. A través del agrupam iento 
de datos en tablas y de la norm alización "por cada uno hay ..." María José 
reconoce una relación multiplicativa que le permite resolver el problem a. 
Además ya no recurre a la construcción aditiva para relacionar los datos.
6.2.2. En TERCER CICLO
Para poner a prueba la secuencia didáctica sobre Escalas en el tercer ciclo se 
ha seleccionado a Lorenzo (alumno del sexto curso con el núm ero 02) debido 
a la actuación que ha tenido al responder el cuestionario -actuación global 
que se puede seguir en la tabla 5.31 del capítulo quinto.
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Éxito
Éxito
Éxito
D os cu ad rados 
U no (2x2) jun to  con 
o tro  u n ita rio
M uñecos (1 /3 )
C om parar dos cosas. 
"R elativam ente" 
mismo tamaño
M uñecos (1 /2 ) 
(doble-m itad)
C abeza de  perro
M uñecos (2 /3 )
Fotografía
M uñecos (1 /2 ) 
(doble-m itad)
L ineal E jercicios 
ad icionales con 
u n ita rio s  a is lados
M uñecos (1 /4 )
M uñecos 
(1 /4 ) com o 
1 /2  d e l / 2
Éxito
R ectángulo (x3)
Exito
B arcos 
(C uatro  figuras)
R ectángulo (x2)
C om parar 
las figu ras 
de dos en dos
N orm alización  
N úm ero de unidades 
de...
"por cada una" d e ...
N orm alización. 
N úm ero de unidades 
de...
"por cada una" de...
T areas de 
conso lidación  
R ectángulo (x4)
Itinerario 5.2.
Secuencia seguida en la entrevista sobre Escalas, tercer ciclo.
La actuación de Lorenzo se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) En sus actuaciones en las tareas del cuestionario que están 
incluidas en el bloque Escalas tiene comportamientos distintos:
-Usa la estrategia aditiva de la diferencia constante para resolver 
el problema Rectángulo (clase 1.4.3).
-En las tareas Fotografía y Muñecos-1/4, repite algún dato del 
enunciado (clase 2.2.1).
-En la tarea Muñecos-2/3, su actuación manifiesta un predominio 
de los naturales al trabajar con fracciones (clase 1.4.1).
-En la tarea Perro, su actuación es satisfactoria pero tiene 
dificultades para ampliar los cuadrados unitarios (clase 1.1.2).
b) En el problema Tabla de cambio-2, manifiesta un predominio del 
conteo centrado en un dato implícito (clase 2.1.1).
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c) Para resolver el primer apartado de la tarea Mermeladas opera con 
el tanto por cien como con una cantidad extensiva (clase 2.3.4).
d) Tiene una actuación satisfactoria en 10 de las 20 tareas del 
cuestionario.
La entrevista se realizó en el Seminario del Departamento de Didáctica de la 
Matemática de la Universitat de Valéncia el 23 de junio de 1998. Tuvo una  
duración aproximada de una hora, desde las 9h 30m a las lOh 30m. y su 
transcripción completa puede seguirse en el Anexo 3.2.
La secuencia didáctica que se ha seguido en la entrevista llevada a cabo con 
Lorenzo se puede observar en el Itinerario 5.2.
6.2.2.1. Primer nivel
La actuación de Lorenzo al resolver el primer problema del nivel, Fotografía, 
es satisfactoria. La tarea completa con los cuatro dibujos se puede observar en 
la figura 3.7 del capítulo tercero. Elige el dibujo adecuado, y sus explicaciones 
posteriores indican que escoge el que conserva la razón interna, pues hace 
una referencia clara en sus explicaciones a los elementos que no preservan la 
razón: la cabeza y el libro.
E: ¿Ya has escogido? ¿Por qué has escogido ése?
L: Porque se parece más.
E: ¿Sí?¿Se parece más?
L: Sí, porque...
E: (Saca los tres dibujos que Lorenzo había guardado en el sobre y los expone en la mesa 
junto al que había elegido.)
L: Ése lo veo, el libro más grande que lo otro. (Señala el dibujo que tiene el libro grande.) 
E: ¿Y en éste? (Le señala el dibujo con el libro pequeño.)
L: Pequeño, el libro.
E: ¿Y en éste? (Señala el dibujo con la cabeza desproporcionada.)
L: El muñeco es muy grande.
Al resolver el cuestionario Lorenzo escogió el dibujo en el cual el libro era 
del mismo tamaño, sin embargo ahora piensa que el libro es más grande que 
el otro y desecha el dibujo.
6.2.2.2. Segundo nivel
La primera tarea de este nivel es una de la serie Muñecos donde el factor de 
escala es una fracción unitaria (1/4), que se explicita en el enunciado 
mediante la expresión "la cuarta parte de" (ver la figura 3.2.2 del Anexo 3.2).
Lorenzo reconoce el significado de la expresión "la cuarta parte de" y, tras 
recordar un hecho numérico de la tabla de multiplicar, resuelve 
num éricam ente el problema. Sin embargo, al resolver el cuestionario, 
parece que tuvo dificultades al interpretar el enunciado y dibujó un m uñeco 
de doce unidades de altura -repitió un dato del enunciado.
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L: Pues entonces 12 por 4, ¡ay!, 3 por 4 ,12. ¿No? Entonces, la cuarta parte serían tres y 
el muñeco tiene que ser de tres. (Dibuja un muñeco que tiene una altura de tres unidades y 
media que después ajusta.)
6.2.2.3. Tercer nivel
La tarea inicial es una de la serie Muñecos donde el factor de escala es una 
fracción no unitaria (2/3), que se explicita en el enunciado mediante la 
expresión "dos tercios de" (ver la figura 3.2.3 del Anexo 3.2).
L: Entonces, dos tercios serían de cuatro cada uno, ocho, ocho de alto. De ocho botones.
E: Entonces dibújalo.
L: Hasta aquí. (Con el dedo cuenta líneas, deja el dedo marcando la línea y empieza a 
dibujar por abajo.) (Dibuja un muñeco de siete unidades de altura.)
E: Vamos a ver. ¿Cómo has hecho los dos tercios?
L: Pues, cuatro por tres doce.
E: Doce.
L: Entonces hay tres de cuatro.
E: ¿Tres?
L: Tres partes de cuatro cuadritos y he utilizado dos partes.
Lorenzo reconoce fácilmente la expresión dos tercios como asociada a una  
fracción no unitaria. Para hallar el resultado primero halla el tercio de doce 
unidades ("hay tres de cuatro"), de la misma forma que hizo en el n ivel 
anterior, y luego dobla el resultado obtenido ("he utilizado dos partes"). 
Aunque en su dibujo hay un pequeño error que no tiene relación directa con 
el tema, pues es de conteo -cuenta ocho extremos (líneas) en lugar de ocho 
intervalos-, su actuación es satisfactoria (clase 1.1.2).
Al resolver el cuestionario, se consideró que interpretó "dos tercios" como 
dism inuir en tres unidades y dibujó un muñeco de nueve unidades de 
altura, es decir que tuvo un predom inio de los naturales al trabajar con 
fracciones. Parece que en el tiempo transcurrido entre su cum plim entación 
del cuestionario y la entrevista ha mejorado su competencia en relación con 
las fracciones.
6.2.2.4. Cuarto nivel
La primera tarea de este nivel, denominada Cabeza de perro, requiere que el 
alum no reproduzca una figura a escala de otra dada en un  contexto 
geométrico bidimensional. El factor de escala (2) se explicita m ediante la 
expresión técnica "escala de 2 a 1" (ver la figura 3.2.4 del Anexo 3.2).
L: Amplíala en una escala de 2 a 1.
E: ¿Sabes lo que significa?
L: Sí.
E: ¿Escala?
L: Sí, hacer la cabeza, pues si tiene dos cuadritos pues de cuatro.
Lorenzo responde que sabe lo que es una ampliación y reconoce que la 
expresión técnica "escala 2 a 1" corresponde al doble, sin embargo la
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expresión "si tiene dos cuadritos pues de cuatro" nos indica que piensa en  
doblar el área. Esta percepción nos indica que posteriorm ente tendrá 
problemas con la ampliación de los cuadrados unitarios, tal como tuvo en la 
tarea Perro del cuestionario.
L: (Amplía la cabeza correctamente. Ubica bien el ojo y amplía bien la boca. La oreja 1 a 
transforma en un rectángulo horizontal de dos unidades.)
La actuación se considera satisfactoria, pero como el pequeño error que 
comete está relacionado con el tema de escalas, la ampliación de cuadrados 
unitarios, el entrevistador opta por continuar la entrevista en este nivel. El 
siguiente problema que se le propone a Lorenzo es el denom inado en el 
protocolo Dos cuadrados, uno de dimensiones 2x2 y otro unitario (ver la 
figura 3.2.5 del Anexo 3.2).
L: (Lee el problema. Observa la figura y empieza a dibujar. Transforma el cuadrado 2x2 
en otro cuadrado 4x4. El cuadrado unitario lo transforma en dos unitarios, unidos por un 
vértice en sentido oblicuo ascendente.)
Como el alum no persiste en el mismo error, pero ahora el cuadrado 
unitario lo amplía igual que cuando respondió la tarea Perro del 
cuestionario, la entrevista continúa con la tarea Líneas (ver la figura 3.2.6 del 
Anexo 3.2). En ella las ampliaciones son unidimensionales y el enunciado es 
equivalente a los dos anteriores.
L: (Empieza por la figura de abajo, dos segmentos perpendiculares de dos unidades cada 
uno. El segmento vertical lo amplía, a la derecha desde la última línea, a tres unidades 
e inicia el horizontal, se da cuenta del error, amplía el vertical hasta cuatro unidades y 
traza el horizontal de cuatro unidades.)
E: ¿De cuál estás haciendo el doble?
L: De ésta. (Señala la figura de abajo. Todas las demás las amplía correctamente.)
E: Entonces, vamos a poner unas rayas por ahí. (Le toma la hoja de trabajo del alumno y 
a la derecha le dibuja un cuadrado unitario.) Ponemos este cuadradito y te dicen que lo 
amplíes...
L: (Sin pedir más explicaciones amplía correctamente el cuadrado unitario, dibuja in 
cuadrado de dimensiones 2x2.)
E: Éste está ampliado a éste. En escala... (Señala primero el cuadrado unitario y luego 
su dibujo.)
L: Del 1 al 2.
Lorenzo no tiene problemas para ampliar los segmentos al doble, aunque de 
nuevo, como en el prim er problema del tercer nivel, parece que tiene 
problemas con el conteo -cuenta líneas en lugar de intervalos. Verbaliza la 
relación doble con la expresión "del 1 al 2" (puede considerarse u n a  
norm alización del tipo "por cada uno..."). Parece que el ejercicio con 
segmentos y la percepción normalizada que Lorenzo ha hecho de la 
ampliación ha hecho posible que el alumno aprenda a ampliar -m ediante la 
relación doble- el cuadrado unitario. Sin embargo no es suficiente para que 
Lorenzo se dé cuenta de lo que había hecho mal al resolver el segundo 
problema de este nivel Dos cuadrados. Por ello el entrevistador insiste en
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que Lorenzo amplíe un cuadrado unitario aislado, ahora sin cuadrícula (ver 
la figura 3.2.7 del Anexo 3.2).
E: (Le da la vuelta a la hoja del problema para dibujar en el reverso.) Si en vez de 
pintarlo de esta manera (dentro de una cuadrícula), lo pintáramos de ésta (pinta in 
segmento vertical y escribe 1 junto a él). Si esto vale uno, y te dicen que lo amplíes ¿cómo 
lo harías?
L: Más largo. (A la derecha dibuja un segmento mayor que el anterior. Parece que es el 
doble.)
E: Más largo. (Desde el extremo superior dibuja un segmento perpendicular con el 
anterior y del mismo tamaño.) Entonces, si éste lo amplias ¿cómo lo harías?
L: (Dibuja un segmento perpendicular al anterior que había dibujado.) El doble.
E: El doble también. Y si yo esto te lo pongo así, tú ¿qué necesitarías hacer ahora? 
(Lorenzo ha cerrado un cuadrado.)
E: Cuando tú amplías un cuadrado ¿es otro cuadrado?
L: Más grande.
E: Más grande. Y si lo amplías en escala 2 a 1, lo que mide uno pasa a medir...
L: Dos.
El entrevistador le presenta de nuevo el problema Dos cuadrados, que 
Lorenzo había resuelto antes, y éste utiliza lo que ha aprendido para 
resolverlo correctamente, tanto este problema como el prim ero de la serie 
del nivel, Cabeza de perro.
L: (Sin esperar más comentarios, empieza a completar su dibujo, en la parte de los 
unitarios, y dibuja un cuadrado formado por cuatro unitarios. (Ver la figura 3.2.5.)
E: ¿Qué tendrías que hacer?
L: Así, este cuadrado. (Señalando el perímetro de su nuevo dibujo.)
E: Ese cuadrado. Y, ahora aquí. (Toma la hoja de trabajo del problema Cabeza de perro.) 
L: (Intenta modificar el dibujo que hizo.)
E: Píntalo otra vez. Como si lo hicieras de nuevo.
L: (A la derecha del anterior dibuja una cabeza, que está ampliada correctamente, ubica 
bien el ojo y amplía bien la boca. La oreja la transforma en un cuadrado 2x2, pero la ubica 
mal, la pone pegada a la cabeza en una unidad, observa el dibujo original, rectifica y 1 a 
ubica correctamente desplazándola una unidad a la derecha.) (Ver la figura 3.2.4)
En relación con la ampliación de cuadrados unitarios, se considera ya 
satisfactoria la actuación de Lorenzo en este nivel y se pasa al siguiente.
6.2.2.5. Quinto nivel
El prim er problema de este nivel es la tarea del cuestionario denom inada 
Rectángulo. El alumno, para responder esta tarea del cuestionario, utilizó la 
estrategia aditiva de la diferencia constante, dibujó un  rectángulo de 
dimensiones 12x14, tal como hace ahora en la entrevista (ver la figura 3.2.8 
del Anexo 3.2).
L: Aquí, doce. (Señala la línea vertical dada en el enunciado. Traza una perperdicular 
al segmento dado desde el extremo de abajo y cuenta. Después traza otra perpendicular a 
ésta y finalmente cierra un rectángulo de dimensiones 12x14.)
E: ¿Entonces cómo lo has hecho?
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L: Pues, si aquí..., aquí hay cuatro, ¿no? (Señala el lado vertical del rectángulo dado.) 
Aquí se añade dos de largo. (Señala el lado horizontal del rectángulo dado.) Como éste 
tiene doce, yo le añado dos de largo.
Dado que no es satisfactoria su actuación, la entrevista continúa con el 
siguiente problema del nivel, la tarea Rectángulo (x2). Ahora Lorenzo 
reconoce la relación entera asociada a la relación funcional (doble) y resuelve 
correctamente la tarea.
L: (Lee el problema. Cuenta las unidades del segmento vertical dado y después dibuja un 
rectángulo de dimensiones 8x12.)
E: Y ahora, ¿cuántos has puesto?
L: Aquí hay ocho (señala el lado vertical dado).Yo he puesto doce.
E: ¿Por qué?
L: Cuatro, el doble es ocho (señala el lado vertical del rectángulo dado y luego el del 
otro). Seis, el doble es doce (señala el lado horizontal del rectángulo dado y luego el del 
otro).
Parece que si el alumno no reconoce la relación m ultiplicativa (en el p rim er 
problema era triple), entonces recurre a una estrategia de tipo aditivo. A ntes 
de regresar al prim er problema y con el fin de que el estudiante se dé cuenta 
de que la estrategia de la diferencia constante no es adecuada, la entrevista 
continúa con ejercicos complementarios al protocolo (ver la figura 3.2.10 del 
Anexo 3.2).
Con algunos ejercicios de visualización, Lorenzo se da cuenta de que con la 
estrategia aditiva no se conserva la forma. Al contrastarlos con el segundo 
problema Rectángulo-doble, que ha resuelto correctamente responde de la 
siguiente forma:
E: Entonces... (Mostrándole la hoja de trabajo del segundo problema Rectángulo- doble.) 
Estos dos, ¿tienen la misma forma?
L: Sí, pero ampliada.
E: Pero ampliada.
L: De la escala del 2 al 1.
E: En escala de 2 a 1. Y aquí, ¿tienen la misma forma? (Señala los dos rectángulos, 2x1 y 
3x2, dibujados en la cuadrícula, el segundo como resultado de añadir uno al primero.)
L: Niega con la cabeza.
E: No, ¿por qué?
L: Porque, es que no coinciden ninguna, ni largo ni...
El alum no verbaliza la relación asociada a la ampliación con la expresión 
técnico-simbólica de los ejercicios del nivel anterior. El entrevistador quiere 
que la verbalización de la relación que reconoce Lorenzo sea más familiar y 
que m ediante ese reconocimiento y una norm alización (del tipo "por 
cada...") el alumno sea capaz de resolver el primer problema.
E: ¿Y qué has hecho?¿Multiplicar?
L: El doble.
E: El doble. Por cada una de aquí, ¿cuántas hay aquí?
L: Dos. (Al mismo tiempo lo expresa con los dedos.)
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E: ¿Crees que hay alguna relación entre éstos dos? (En la hoja, en la que está su solución 
del problema Rectángulo-triple, le señala los lados verticales dados.) Por cada uno de 
aquí, ¿cuántos hay aquí?
L: Tres.
E: Tres. Entonces debería de haber por cada uno de aquí tres aquí.
L: Sí.
E: Sí. ¿Cuántos hay aquí ahora?
L: Catorce.
E: ¿Y aquí?
L: Seis.
E: Por cada uno de aquí, ¿hay tres aquí? (Señala el lado horizontal dado y el que h a 
dibujado Lorenzo.)
L: (Niega con la cabeza.)
E: No. Entonces ¿qué crees?, que está bien o que está mal.
L: Mal.
El entrevistador regresa al prim er problema de la serie, en una hoja 
cuadriculada en la que no está su respuesta anterior (ver la figura 3.2.12 del 
Anexo 3.2).
L: (Cuenta las unidades del segmento vertical dado, puntea con el lápiz. Después puntea 
los lados del rectángulo dado y empieza a dibujar el lado horizontal de arriba, a 
continuación el horizontal de abajo y cierra la figura de arriba a abajo. Ha dibujado m  
rectángulo de dimensiones 19x12.)
E: ¿Cuántos tienes que poner?
L: Dieciocho.
E: A ver, contamos.
L: (Cuenta, punteando con el lápiz el lado horizontal de abajo.) Hay diecinueve.
E:¿ Entonces qué tendríamos que hacer?
L: Pues, hasta aquí. (Traza, a la derecha, una línea vertical, de forma que el nuevo 
rectángulo es 12x18.) Y esto quitarlo. (Tacha la banda vertical, 1x12, que le sobra.)
Lorenzo ha resuelto satisfactoriamente el problema m ultiplicativo, a pesar 
de sus problemas de conteo, pero para ver si ha aprendido a resolver este 
tipo de problemas le propone un ejercicio de consolidación que no está en el 
protocolo. En esta tarea el rectángulo dado es de dimensiones 3x4 y el lado 
del rectángulo que ha de completar mide 9 unidades (ver la figura 3.2.12 del 
Anexo 3.2).
L: (Puntea con el lápiz el segmento vertical dado.)
E: ¿Cuántos hay?
L: Nueve. (Cuenta el lado horizontal inferior del rectángulo, puntea a partir del 
extremo inferior de la línea, y cuando termina, dibuja el lado horizontal en sentido 
contrario.)
E: Y ahí, ¿cuántos has pintado?
L: Doce.
E: Termínalo.
L: (Dibuja el lado vertical, de arriba a abajo, y cierra la figura, de izquierda a derecha. 
Ha dibujado un rectángulo 12x9.)
Se considera que la actuación de Lorenzo en este nivel es satisfactoria y la 
entrevista continúa en el siguiente.
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Ó.2.2.6. Sexto nivel 
La tarea con la que se inicia la secuencia de este nivel es el problema Barcos 
con cutro viñetas, una de las cuales no está hecha a escala (ver la figura 3.2.13 
del Anexo 3.2).
L: (Vuelve a leer el problema. Observa los cuatro dibujos.) Es éste (señala con el dedo el 
cuarto dibujo).
E: Es ése, ¿por qué?
L: Porque éste está más pegado al barco que los otros. (Primero señala la distancia entre 
la vela y el casco del cuarto dibujo. Después hace lo mismo en el segundo, en el primero y 
en el tercero.)
E: Éste está igual pegado que ése. (Señala con el dedo el primer dibujo y el cuarto.)
L: Pero es que éste es más pequeño (señala el primero). Y éste es más grande (señala el 
cuarto). Y éste es más o menos igual y está más separado (señala el tercero).
E: Maá o menos igual, ¿que cuál? ¿que éste? (Señala el cuarto.)
L: Sí, un poco más grande.
La actuación de Lorenzo se considera satisfactoria, ha resuelto y justificado 
correctamente la tarea de forma cualitativa. Tal como hizo en el prim er 
problema de la entrevista, Fotografía, el alumno centra su atención en algún 
detalle -la  distancia del barco a las velas- en el que no se conserva la razón 
interna para tom ar su decisión. Sin embargo el entrevistador continúa la 
entrevista para ver si Lorenzo identifica las relaciones m ultiplicativas 
externas, y por tanto el factor de escala, que puede haber entre la prim era 
figura y las otras, si están bien dibujadas. 
Comienza con la comparación entre la primera figura y la tercera, entre ellas 
el factor de escala es dos.
E: (Tapa con un folio los dos dibujos de la derecha.) Si solamente nos fijamos en estos dos 
(el primero y el tercero), ¿cómo crees que lo ha ampliado?
L: (Puntea con el dedo, de arriba a bajo, el barco del primer dibujo y luego el barco del 
tercero. Continúa observándolos.)
E: ¿Qué has hecho? ¿Qué estabas pensando?
L: No lo sé.
Para ver si el alum no reconoce la relación, le hace comparar cuantitativa­
mente varias cosas de una figura con la otra, por ejemplo:
E: ... ¿Cuánto mide de alto esta vela? (El palo de la vela de la derecha en el primer 
dibujo.)
L: Cuatro.
E: ¿Y ésta? (El palo de la vela de la derecha en el tercero.)
L: Siete.
E: ¡Siete! Vamos a contar, uno... (Puntea con un lápiz.)
L: Dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete y ocho.
E: Si aquí mide cuatro (señala la vela del primero ), ¿cuánto tendría que medir aquí? 
(señala en el tercero).
L: El doble.
E: El doble. Ésta ¿cuánto mide? (Señala el palo de la vela de la izquierda del primero.) 
L: ¿Esa barrita?
E: (Puntea con el lápiz.) Uno, dos y tres. ¿Cuántas tendría que medir aquí?
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L: Seis.
L orenzo con tin úa  con  su s problem as de conteo , con fu n d e extrem os co n  
in tervalos, y  fin a lem en te , tras otras com paraciones, responde:
E: Luego, de aquí a aquí (señala el primer dibujo y el tercero). ¿Qué relación hay?
L: Del dos al uno.
Para verbalizar la relación  m u ltip lica tiva  doble u sa  de n u e v o  la exp resión  
técn ico-sim b ólica  que h ay  en  lo s en u n ciad os d e  lo s p rob lem as d el cuarto  
n iv e l .  
La com paración  entre el prim er dibujo y  el seg u n d o  -e n tr e  e llo s  n o  h ay  u n a  
relación  externa co n sta n te - se  realiza de form a sim ilar a la com p aración  
anterior.
E: ... ¿Qué ocurre? Por ejemplo, ¿cuánto mide esta vela de alto? (Señala el cateto 
vertical de la menor en el primer dibujo.)
L: Tres.
E: De aquí a aquí, mide... (Vuelve a señalar los extremos del cateto vertical de la vela 
menor del primero.
L: Dos.
E: Dos. ¿Y de aquí a aquí? (Señala la vela menor del cuarto.)
L: Cuatro. No, no, cinco, cinco.
E: Uno, dos, tres, cuatro y cinco. (Puntea con el lápiz la vela menor del cuarto.) Y si aquí 
mide dos (señala la vela menor del primero), ¿cuánto tendría que medir aquí para ser el 
doble? (Señala el cuarto.)
L: Cuatro.
E: Y mide cinco. Si esto mide uno (señala la distancia entre la vela y el casco en el 
primero), ¿qué distancia tendría que medir aquí? (Señala lo mismo en el cuarto.)
L: Tres.
E: ¿Tres? ¿Por qué?
L: Porque, si ahí mide solo dos (señala la vela en el primero), aquí mide cinco (señala en 
el cuarto) y saldrán tres de diferencia.
L orenzo cu an d o  n o  encuentra una relación  entera m u ltip lica tiv a  entre lo s  
datos recurre, com o lo  h iz o  en  la tarea R ectángulo-trip le , a re lac ion ar los  
a d it iv a m en te .
E: ...¿Qué mide el barco aquí? (Señala el casco del barco en el primero.) Aquí, ¿qué 
mide? (Señala el casco del barco en el segundo.)
L: Dos.
E: ¿Y aquí? (Señala el primero)
L: Uno.
E: ¿Tú crees que este barco es el doble de éste?
L: No.
E: No. ¿Por qué?
L: Pues, las velas tendrían que llegar hasta aquí. (Señala la vela del cuarto dibujo e 
indica su reducción en una unidad por abajo.)
E: No. Luego éste (el cuarto) con éste (el primero), en unos sitios tiene el doble, en otros 
sitios no tiene el doble, aquí tiene igual (señala las distancias de las velas al casco). 
Luego estos barcos no tienen la misma forma.
L: No.
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A  con tin u ac ión  el en trevistad or le p rop one a L orenzo que com pare e l  
prim er d ibujo con  el segu n d o . Estas dos figuras están  h ech as a escala y  e l  
factor es u n o  y  m edio .
L: (Observa los dibujos.) Tampoco.
E: Tampoco. Entonces, ¿qué crees? ¿que ha hecho más de uno mal? ¿Ha hecho dos mal?
L: Dos mal.
E: Dos mal. Éste también estaría mal hecho. (Señala el segundo dibujo.)
L: Porque no se para en los puntitos.
E: Porque no se para en los puntitos.
L: Se queda a medias.
L orenzo p ien sa  que está m al porque el trazo n o  sigu e la línea  d e  p u n tos, se  
centra en  parte d e  la in form ación  gráfica: las líneas y  lo s  p u n to s  d e la m a lla  
cuadrada. Esta fu e la actuación  m ayoritaria d e los a lu m n o s en  la prueba  
p ilo to , el h ech o  d e que el d ibujo n o  siguiera la línea d e  p u n to s  actuó c o m o  
u n  distractor.
Para que el a lu m n o  com prenda, m ed ian te  la v isu a liza c ió n , q ue h a y  
transform acion es (sem ejanzas) en  las que el d ibujo resu ltan te  n o  s ig u e  la  
tram a de la cuadrícula, le  p rop on e que L orenzo reduzca u n  cuadrado  
unitario; e l factor d e escala n o  es entero p u es la relación  p lanteada es la  
m itad . T en ien d o  en  cuenta lo  que ocurrió en  el cuarto n iv e l, p r im ero  
plantea u n  ejercicio lineal, la m itad  d e un  segm en to  unitario , y  d esp u és u n o  
b ilin eal, la redu cción  d el cuadrado unitario  (ver la figura 3.2.16 d el A n e x o  
3.2).
D ada la d ificu ltad  que tien e el estu d ian te  para encontrar una re la c ió n  
m u ltip lica tiva  externa entre las d os figuras, el en trev istad or le  ayuda a 
construir la sigu ien te  tabla d e  d atos (ver la figura 3.2.16 d el A n exo  3.2):
Barco Io Barco 2o
altura de la vela menor 2 3
longitud del casco (abajo) 4 6
longitud del casco (abajo) 6 9
base de la vela menor 3 4'5
base de la vela menor 2 3
distancia del casco a la vela 1 1'5
Por cada unidad 1'5
Identificado e l factor d e cam bio asociado al va lor u n itario  m ed ia n te  u n a  
exp resión  n orm alizad a , el en trevistad or preten de que L oren zo  se  d é cu en ta  
d e la constancia d e la relación  externa.
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E: (Escribe "1'5", a la derecha de la flecha.) Entonces, vamos a ver. Dos por uno y medio, 
¿cuánto da? Escribe si quieres.
L: Dos y medio.
E: Dos por uno y medio, ¿dos y medio? Uno con cinco multiplicado por dos. (A la derecha 
de la tabla de datos escribe la operación en columnas 1'5 por 2.)
L: (Realiza la operación y escribe como resultado "3,0".)
E: Luego, dos por uno y medio, ¿cuánto da?
L: Tres.
E: Cuatro por uno y medio, ¿cuánto dará?
L: Seis.
E: Seis por uno y medio.
L: Nueve.
E: Dos por uno y medio.
L: Tres.
E: Y uno por uno y medio.
L: Uno y medio.
E: Entonces estos dos... (señala el primer dibujo y el segundo) en todas sus dimensiones, 
¿están siempre en la misma escala?
L: No.
E: No, ¿por qué?
L: Porque..., bueno sí. Este tiene de todo más uno y medio. (Señala el segundo dibujo.)
E: Este tiene de todo más uno y medio. Luego, ¿está bien pintado?
L: Sí.
A u n q u e la exp resión  con  la que L orenzo verbaliza la relación  es ad itiva  (m ás 
u n o  y  m ed io ), y  dada la d ificu ltad  que tien e para m anejar los n ú m e r o s  
m ixtos, p u ed e interpretarse que es la form a en  la que el a lu m n o  q uiere  
expresar esa relación  m u ltip lica tiva . En la en trevista  n o  ha verbalizad o  las 
relaciones m u ltip licativas enteras d e form a ad itiva , por ejem p lo  e l doble n o  
lo  expresa ad itivam en te (m ás dos).
Ó.2.2.7. Resumen de la entrevista
R esu elv e  la com paración  cu alitativa  d e la tarea Fotografía m ed ian te  la  
exclu sión  de lo s  dibujos en  lo s que se  v io la  la razón interna.
En los prob lem as d e  la serie M uñecos d el seg u n d o  y  d el tercer n iv e l n o  t ie n e  
d ificu ltades con  las exp resion es fraccionarias y  u tiliza  las fracciones asociadas  
al factor d e  cam bio com o operadores.
En e l cuarto n iv e l tien e d ificu ltades con  la am p liación  d e lo s cuadrados  
unitarios que supera con  la v isu a liza c ió n , tras recurrir a la d u p licación  de  
form as lin ea les.
C uando el a lu m n o  n o  reconoce la relación  m u ltip lica tiva , e l a lu m n o  t ie n e  
tend en cia  a u tilizar u na  estrategia aditiva . Por ejem p lo  en  la tarea  
R ectángulo-trip le , tanto en  la en trevista  com o en  el cu estion ario , y  en  la  
com paración  d e d o s figuras en  la tarea Barcos. Para q ue el a lu m n o  su p ere  
esta d ificu ltad  ha sid o  n ecesario  la v isu a liza c ió n  - la  estrategia ad itiva  n o  
con serva la fo r m a - y  la n orm alización .
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En el prob lem a d e lo s Barcos, la estrategia del a lum no es  eq u iva len te  a la que  
utiliza  para reso lver la tarea Fotografía, e lig e  el d ibujo en  el q u e  seg ú n  él h ay  
u n  e lem en to  que n o  conserva la razón  interna. L oren zo  r e su e lv e  
cu a lita tivam en te  la tarea, pero n o  reconoce la relación  n i e l factor d e escala  
entre d os figuras. Para superar esta deficiencia, ha sid o  n ecesario  usar só lo  la  
norm alización  "por cada u no  h ay  ..." , cuando la relación  es entera, y  ha s id o  
n ecesario  la n orm alizac ión  y  e l agru p am ien to  d e d atos en  tablas, cu an d o  la  
relación  n o  lo  es.
6.3. A N Á LISIS E INTERPRETACIÓN DE LAS EN TREVISTAS SOBRE  
D E N S ID A D
En relación  con  el subtem a D ensid ad  se han  d iseñ ad o  d o s  v er s io n es  d e u n a  
secuencia  d idáctica (ver los organigram as 4.3 y  4.4 en  el cap ítu lo  cuarto) para  
realizar d o s  en trevistas con  enseñanza. U na con  Fernando, a lu m n o  d e  4°B, y  
otra con  A lvaro , a lu m n o  d e  6°B.
6.3.1. En  SEGUNDO CICLO
Para p oner a prueba la secuencia  de en señ an za  del se g u n d o  ciclo  se  h a  
se leccion ad o  a Fernando (alum no d el cuarto curso con  e l n ú m ero  17) deb id o  
a la actuación  que ha ten id o  al responder el cu estion ario  -a c tu a c ió n  g lobal 
q ue se p u ed e  segu ir  en  la tabla 5.29 del cap ítu lo quinto.
La actuación  d e  Fernando se  p u ed e caracterizar d e  la m anera siguiente:
a) En d o s tareas d el b loq u e D ensid ad , R azones ig u a le s  y  R a zo n es  
d istin tas, desarrolla una estrategia d e  com p en sa c ió n  cu a lita tiva  al 
com parar razones (clase 1.4.5).
b) En la tarea R epob lación  d e  b osqu es del b loq u e D en sid a d  tien e u n  
centram iento en  la inform ación  gráfica (clase 2.2.5).
c) T iene com p ortam ien tos de tipo ad itivo  (clase 1.4.3) en  d o s  tareas d e l 
cuestionario: R ectángulo  y  R efrescos d e  lim ón .
d) R esu elve  13 d e  lo s 19 problem as d el cuestionario  con  éx ito .
La entrevista  se  realizó  en  el Sem inario d e l D epartam en to  d e  D idáctica d e la  
M atem ática d e  la U n iversitat d e V aléncia, sito  en  la E scuela U n iversitar ia  d e  
M agisterio, e l 25 d e ju n io  d e 1998; tu v o  una duración  ap roxim ad a d e  u n a  
hora, d e las 11 horas 30 m in u tos a las 12 horas 30 m in u to s y  la tran scrip ción  
com pleta  d e  la m ism a está en  el A n exo  3.3.
La secuencia  didáctica que se  ha segu id o  en  la en trev ista  llev a d a  a cabo co n  
F em an d o  se  p u e d e  segu ir en  el Itinerario 5.3.
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P a t io s  
R a zo n es  d is t in ta s  
9us /  3n v  1 2 u s/6 n
P a t io s  
R a zo n es  d is tin ta s  
. 6us /  2n v 10iis/6n
Ig u a la r
diutrLtuutíb u cunsccjeiues
U n id .su D . "Dor cada" n iñ o
Éxito
f
P a t io s  
R a zo n es  ig u a le s  
12us /  6n v  1 6 u s/8 n
<-------- ►
P a t io s  
R a zo n es  ig u a le s  
4us /  2n v  6 u s/3 n
—
N o r m a liz a c ió n  
U n id .su p . "por cada" n iñ o
Éxito
D e n s id a d  d e  trá fico  
R a zo n es  d is t in ta s  
12 co /  4 us y 16 co /  8 us
D e n s id a d  d e  tráfico N o r m a liz a c ió n  
N ° c o c h e s  "por cada"  
u n id a d  d e  sup erficie
c a z o n e s  a isr in ia s  
1 2 c o /4 u s  v  1 2 c o /6 u s
Éxito
I lu m in a c ió n  c a lle  
R a zo n es  ig u a le s  
1 2 1 u /4 u s  v  1 8 1 u /6 u s
—
Ilu m in a c ió n  ca lle  
R a zo n es  ig u a le s  
8 1 u /4 u s  v  1 2 1 u /6 u s
—
Éxito
R epob lación  b o sq u es  
R a zo n es  ig u a le s  
6 á r b /2 u s  v  9 á r b /3 u s
N o r m a liz a c ió n  
N ° á rb o les  "por cada"  
u  d e  s u d .  en  la parcela
Exito
A p a r c a m ie n to s  
R a zo n es  ig u a le s  
30 o l / lO c o  v  2 7 o l / 9 c o
A p a r c a m ie n to s  
R a zo n es  ig u a le s  
_ 20_e!/10 c o . V 18 p l /9  co ,
N o r m a liz a c ió n .  
N ° lu c e s  "por cada"  
u n id a d  d e  sup erfic ie
1 0 p l / 5 c o  y  8 p l / 4 c o  
¿C u á l e s tá  rela tivam ente  
 _________m á s  llen o? ________
Secuencia seguida
6.3.1.1. Prim er nivel
Itinerario 5.3. 
en la entrevista sobre Densidad, segundo ciclo.
La primera respuesta que da Fernando al primer problema Razones distintas 
se fundamenta en la suposición de que los dos espacios (superficies) son 
iguales. Toma la decisión mediante un razonamiento de tipo directo basado 
en el número de niños que juegan en cada uno de los campos de juego. Da la 
respuesta correcta pero su justificación no es satisfactoria.
F: (L o le e  to d o , in c lu so  la in fo rm a c ió n  gráfica . P ien sa  ...) En e l d e  la c la se  d e  M ig u e l.
E: Tú escribe.
F: (Tom a u n  lá p iz  y  escrib e  en  e l lu g a r  para  la p rim era  resp u esta  "En e l d e  la c la se  de
M ig u e l" .)
E: ¿Y q u é . . .?
F: Q u e  e s te  e sp a c io  e s  ig u a l que éste . (S eñ a la  con el d ed o , p r im ero  e l cam p o d e  juego de
arriba y  lu e g o  e l d e  abajo)
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A n te la in tervención  d el en trevistador, que le  hace ver  a Fernando que los  
esp acios d e  lo s cam pos d e juego  son  d istin tos, éste  cam bia d e  estrategia y  de  
respuesta .
F: Sí, pero aunque aquí sea más grande y hay más niños, aquí hay tres niños y sobran seis 
espacios (con el dedo puntea los niños y las unidades de superficie de la clase de Marta). 
Y aquí hay seis niños (puntea el grupo de niños de la clase de Miguel) y sobran seis 
espacios (señala en el campo de juego). Entonces es igual, están igual...
E: Entonces es igual. Entonces tú crees que también podríamos poner igual. (Señala el 
lugar para la respuesta.)
F: (Asiente can la cabeza.) Creo que sí, porque si aquí están tres niños y sobran seis 
espacios (con el dedo señala la información gráfica de arriba) y aquí hay seis niños y 
sobran otros seis espacios (señala la información gráfica de abajo).
F em an d o  asocia a cada n iñ o  una u n id ad  d e superficie y  com para lo s  esp acios  
que le  sobran en  cada cam po d e juego , com o lo  sobrante es  lo  m ism o  en  cada 
caso (seis esp acios), d ecid e que juegan igual de apretados. A hora la respu esta  
es incorrecta y  la estrategia y  la justificación  tam bién.
En el seg u n d o  problem a d e  la serie d el n ive l se  han  d e com parar d o s  razon es  
de d en sid ad  d istin tas, 2 n iñ o s /6 u n id ad es (cam po d e M arta) y  5 n iñ o s /10 
u n id ad es (cam po d e  M iguel). Fernando responde: "En e l de la clase de  
Marta". El s igu ien te  d iá logo  n os ilustra su  actuación:
E: ¿En el de la clase de Marta?
F: Sí
E: Vale. Escríbelo y luego escribes la explicación.
F: (Escribe "En el de la clase de Marta".) Que aunque hay menos niños el campo es mucho 
más pequeño. (Indica con la mano el grupo de niños de arriba y luego su campo de juego)
E: Aunque hay menos niños el campo es mucho más pequeño.
F:Sí.
Fernando argum enta  su  d ec isión  m ed ian te  una estrategia d e  co m p e n sa c ió n  
cualitativa. Parece que, para él, la d iferencia entre las su p erficies (el cam po es 
m u ch o m ás p eq u eñ o) n o  se  com pensa  con  la diferencia entre las cantidades  
d e n iñ os. La respu esta  es incorrecta y  su  argum entación  tam bién.
S igu ien d o  el p rotoco lo , e l en trevistad or le p rop on e e l prob lem a d el 
cu estion ario  d el b loq u e D ensid ad  en  el que las can tid ades d e n iñ o s  so n  
igua les y  las su p erfic ies no. F em an d o  respon d e ad ecu ad am en te "En e l d e la 
clase d e Ana" y  en  su  argu m en tación  hace explícita  la igu a ld ad  d e lo s  
an ted en tes y  com para cu a lita tivam en te  las otras can tid ad es ex ten siv a s . 
Tom a la d ec is ió n  m ed ian te  u n  razonam iento  d e  tip o  in verso .
E: En el de la clase de Ana. ¿Por qué?
F: Porque hay los mismos niños y el de la clase de Rosa es más grande que el de la clase 
de Ana.
A u n q u e en  esta actuación  el a lu m n o  tien e en  cuenta las cuatro cantidades  
en  ju ego , n o  com para razones. Éste n o  relaciona las can tid ades d e  m a n era  
q ue tenga n oción  d e  la cantidad in ten siva  den sid ad .
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La tarea que a con tin u ación  p rop on e el en trevistador es u n  problem a de  
com paración d e  razones de d en sid ad  en  el que lo s co n secu en tes  son  igu a les  
(las razones son: 4 n iñ o s /18 u n id ad es y  6 n iñ o s /18 u n id ad es) que n o  se  
corresponde con  el que tien e las m ism as características en  e l cu estion ario  
(ver la figura 3.3.4 en el A n exo  3.3).
Para que Fernando se  form e u n  objeto m ental in ic ia l sobre la cantidad  
in ten siva  d en sid ad , e l en trevistad or le form ula una p regu n ta  en  la que se  
incluye la exp resión  norm alizada "por cada".
E: Pero si yo te hiciera otra pregunta: ¿cuántas unidades de superficie hay por cada 
niño?
F: Una.
El a lu m n o v u e lv e  a hacer u so  de la correspondencia  "una u n id ad  de  
superficie, u n  n iño" com o h izo  an teriorm ente en  el prim er problem a. Tras 
u n  d iá logo , para centrar al a lum no en  la relación unitaria " ... por cada niño", 
Fernando resp on d e h acien do  u n  reparto.
E: Luego, ¿entonces aquí qué podríamos hacer con los niños? (Refiriéndose al campo de 
juego de la clase 4o B.)
F: Repartirlo.
E: Repartirlo. ¿Entonces cuántas unidades de superficie hay por cada niño?
F: Tres o cuatro.
E: ¿Tres o cuatro?
F: Tres sólo.
El entrevistador invita a Fernando a que responda a la m ism a p regunta  en  la 
otra clase (4°A). Parece que el a lu m n o  usa la razón unitaria "tres por cada 
niño" com o u n id ad  d e  cantidad in ten siva , en  el sen tid o  d e  la razón  co m o  
unidad  (Lam on, 1993b), y  responde: "N o queda bien".
F: (Piensa ...) Seis. No queda bien. No queda ningún hueco. (Piensa ...)
E: ¿Hay más de tres?
F: Sí.
E: Porque, si ponemos tres para cada uno, todavía sobra.
Centrado e l a lu m n o  en  la n orm alización , es decir sobre una re lac ión  
unitaria m ed ian te  la exp resión  " ...p o r  cada . . ." e l  en trev istad or le  p ro p o n e  
d e n u evo  e l seg u n d o  problem a d e  la serie y  Fernando usa  la relación  que h a  
aprendido.
F: Que cada niño tiene tres espacios. Si son dos niños, cada niño tendrá tres espacios para 
jugar. (Se refiere al campo de juego de Marta.)
E: ¿Y aquí? (Le señala el campo de Miguel.)
F: Menos de ... Menos de tres. Menos de tres espacios. (Piensa...)
E: Puedes rayar, puedes pensar como quieras o coges un folio.
F: (Rápidamente) Dos espacios.
Tras esta u tilización  de la  relación unitaria, la respuesta, ahora, d e F ern an d o  
al segu n d o prob lem a d el n ive l es:
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F: (Escribe "En el de Miguel por que aunque hay mas espacios solo tienen 2 trozos cada 
niño y en el de Marta 3".)
S igu e con  la ten d en cia  de la com paración  cualitativa  (m ás esp acios), p ero  
tom a la d ec is ió n  a partir d e la com paración  de las d o s  razon es u n itar ias  
(norm alizadas) "cada n iñ o  tiene d os trozos" y  "cada n iñ o  tien e tres trozos", 
eq u iva len tes a las d adas en  el en u nciad o , m ed ian te u n  razon am ien to  d e tipo  
inverso: "m ás apretados d o n d e cada n iño  tien e m en os espacio" .
R egresando al prim er problem a d el n iv e l, Fernando reflex ion a  sobre su s  
respuestas anteriores ("M iguel" e "Iguales") y  quiere averigu ar cu án tos  
esp acios tien e  cada n iñ o , es decir que usa lo  que se  le  h a  en señ a d o  
a n ter io rm en te .
E: ¿Qué estás haciendo?
F: Averiguar cuántos tienen cada niño.
E: Cuántos tiene cada niño. ¿Y cómo lo haces?
F: Haciendo que no me sobren..., que no me sobren espacios. Primero empiezo por la cifra 
que tenga una más que antes, no nos han dado los espacios. (Piensa ...) Juegan ..., juegan 
más ..., juegan más apretados en el de Miguel. Porque en el de Miguel hay seis niños y 
ocupan dos espacios cada niño.
E:¿Y en el de Marta?
F: Tres espacios.
E: Luego, ¿entonces qué pondrías aquí abajo? Escríbelo aquí debajo (Le señala al final de 
la hoja, fuera del lugar para las respuestas.)
F: (Escribe "En el de Miguel por que aunque hay mas espacios solo tienen dos espacios 
cada niño y en el de Marta tres.)
Parece que n o  usa  la u n id ad  m ú ltip le  anterior, sin o  q ue quiere buscar u n a  
n u eva . U n a v e z  encontrada la respuesta, d os esp acios cada n iñ o  y  tres 
espacios cada n iñ o , tom a la d ecisión , com o an tes, m ed ian te  u n  
razon am ien to  d e  tip o  inverso .
6.3.1.2. Segundo nivel
La prim era tarea d e  este  n iv e l R azones igu a les es u n  prob lem a en  el que h ay  
que com parar las s ig u ien tes  razones de densidad: 6 n iñ o s / 12 esp acios y  
8 n iñ o s /1 6  esp acios. Fernando usa de n u e v o  la n o rm a liza c ió n  -b u sca  u n a  
relación  d e  tip o  unitario: cantidad de esp acios por cada n iñ o . S in  em bargo, 
en  su  ju stificac ión  m atien e  su  tend en cia  a com parar can tid ad es ex ten s iv a s  
d e form a cualitativa .
F: (Lee el problema hasta las preguntas. Piensa ..., señala el grupo de niños de la clase 
de María y su campo de juego.) Dos espacios cada niño.
E: Dilo más alto. Dos espacios cada niño.
F: Y en el de Juan. (Piensa...) También dos espacios cada niño.
E: También dos espacios cada niño. Entonces cómo responderías a la pregunta. (Con el 
dedo le señala la primera pregunta.)
F: En el de María y en el de Juan es igual de apretados. Porque aunque ..., aunque hay en 
el d e ..., en el de Juan sea más grande hay más niños..., hay más niños que en el de María. 
E: Sin embargo tú antes has dado una respuesta ... ¿Tú ahora cómo lo escribirías? 
Escribirías tú aquí (señala el lugar para la primera respuesta). Tú has dicho igual.
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F: Igual. (Escribe "En el de María y en el de Juan igual".)
E: Y ahora... (Le señala la segunda pregunta.)
F: (Escribe "porque aunque hay menos niños-hay-el solo dos tzos por cada niño."
Parece que Fernando sabe que en  am bos casos la cantidad  in ten siv a  es la 
m ism a "dos trozos por cada niño", pero tiene d ificu ltad es para expresarlo  e n  
térm in os d e com paración  d e cantidades ex ten sivas (m á s-m e n o s  y  m e n o s -  
m ás). La u tilización  d e  la cantidad  unitaria in ten siva , q ue ha ap ren d id o  en  el 
prim er n iv e l, le perm ite reso lver satisfactoriam ente e l prim er prob lem a de  
este  seg u n d o  n ivel.
6.3.1.3. Tercer nivel
La prim era tarea d el n iv e l, D ensid ad  d e tráfico, es u n  prob lem a de  
com paración d e razones (12 co c h e s /4  esp acios y  18 c o c h e s /16 esp acios) en  e l  
que se ha in trod ucido la palabra d en so  en  el en unciado.
F em an d o  in icia  la reso lu ción  del problem a b uscand o la cantidad  in te n s iv a  
unitaria, com o ha h ech o  en  su s ú ltim as so lu cion es.
F: En ... (Está señalando con el lápiz en la información gráfica de arriba. Piensa ... 
Parece que puntea los coches.)
E: ¿Qué estás haciendo?
F: Ver cuántos coches caben en cada espacio. (Ahora señala con el dedo, primero el grupo 
de coches y luego una unidad de superficie de la calle E. Capuz.)
E: ¿Cuántos coches caben en cada espacio?
F: Para ver cuándo ..., para ver dónde están más apretados. O sea, cuantos más coches 
quepan aquí, más apretados estarán.
Parece que su  estrategia es: prim ero, buscar la razón  unitaria en  cada caso (la 
cantidad in ten siv a  "cuántos coches en  cada espacio") y, d esp u és, com parar  
cualitativam ente las cantidades d e coches (cantidades ex ten sivas) para tom ar  
una d ecisión  m ed ian te  u n  razonam iento d e tip o  d irecto.
Sin em bargo, halla una u n id ad -razón  (tres coches en  cada esp acio) en  u n a  
calle y  con  ella  com para o m id e  en  la otra, d e m anera que si le  sobra espacio , 
están  m enos apretados y , si le  faltara, estarían m ás apretados.
F: Porque..., porque aunque aquí hay más pequeño (señala la calle E. Capuz) hay menos 
coches (señala el grupo de coches correspondiente) y aquí hay tres en cada. Y creo que 
aquí hay ... , he estado con tres y ..., y me ha..., y me ha sobrado ..., y me ha .sobrado 
espacios. O sea que ... No, entonces está más apretado en el de Capuz.
E: O sea, que tú dices que aquí hay tres coches por cada espacio (señalando en la calle E. 
Capuz).
F: Sí.
E: Y aquí (señala en la calle L. Oliag) si pones de tres en tres te sobra espacio.
F: Sí. Tres (con la mano derecha puntea tres coches y con la izquierda una unidad de 
superficie de la calle L. Oliag.), tres,... (Va repitiendo la acción, no habla ni escribe.) Y 
me sobran.
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F in a lm en te  Fernando halla  la otra cantidad in ten siva  unitaria  y  con  e llas, 
tras una com paración  cualitativa de las cantidades ex ten siv a s , justifica la  
d ecisión  d e  la s igu ien te  manera:
F: (Escribe "Estaran mas apretados en la elase calle de Escultor Capuz".) (El 
entrevistador le interrumpe cuando escribe 'clase' con la pregunta ¿en la clase? y 
Femando tacha la palabra y contesta: 'No, en la calle, es que me he equivocado'. El 
entrevistador le recuerda que antes los problemas eran en las clases. Sin que le  
cuestionen, escribe a continuación, en el lugar para la segunda respuesta, " Por que hay  
mas coches y menos espacios y en cada sitio hay 3 eeh coches y en e i  la calle Luis 
Oliag hay 2 coches por espacio".)
6.3.1.4. Cuarto nivel
La prim era tarea que se  le  p rop one a Fernando en  este  n iv e l se  lla m a  
I lu m in ación  calle. Se trata de u n  problem a de com paración  d e  d os razon es  
de d en sid ad  igu a les (18 b o m b illa s/ 6 esp acios y  12 b o m b illa s / 4 espacios) en  el 
que la in form ación  ya n o  es ú n icam ente pictórica.
C om o en  el problem a anterior, e l a lu m n o  usa la estrategia d e buscar la  
cantidad in ten siv a  unitaria para lu eg o  tom ar la d ec ic ión  m ed ian te  u n a  
com paración  cualitativa d e  cantidades extensivas.
F: (Lee el problema. Piensa...)
E: ¿Qué estás pensando?
F: Las bombillas que hay en cada espacio y en el que haya más..., más bombillas ése 
estará más iluminado (señala con el dedo la calle E. Capuz). (Piensa...)
F: (Escribe "3" junto al farol que hay arriba a la derecha. Después puntea la unidades de 
superficie de Luis Oliag y el número 12, que hay a la derecha, y escribe a la derecha de 
la calle "3".) Aquí tres. Las mismas en cada sitio.
E: Entonces las mismas bombillas en cada sitio. ¿Qué contestarías a la pregunta? (Le 
señala la primera pregunta.)
F: En Escultor Capuz y en Luis Oliag están..., están..., están iguales de ..., tienen las 
mismas ..., aunque uno tiene más bombillas que el otro, uno tiene más espacio para 
iluminar que el otro y en total en cada sitio ..., en cada espacio ..., en los dos tiene que 
haber tres bombillas.
P osteriorm ente en  la en trevista  Fernando explica cóm o h alla  las cantidades  
por cada u n id ad  d e superficie. Para e llo  d ice que hace su m as iteradas hasta  
q ue le da el núm ero. Prim ero prueba a 5, lu eg o  a 4 y  fin a lm en te  a 3. E stim a  
la parte y  lu eg o  ajusta, n o  v e  la relación  m u ltip licativa  entre lo s  n úm eros.
D e n u e v o , lo  que aprend ió  en  el prim er n iv e l le  s irve  al a lu m n o  para 
resolver el prob lem a satisfactoriam ente.
6 .3 .I.6 . Quinto nivel
El prob lem a que aborda ahora Fernando en  la en trev ista  es la tarea d el 
cu estion ario  R epoblación  d e  B osques (ver la figura 3.3.10 d el A n exo  3.3). En  
ella , las razones d e d en sid ad  que ha d e com parar son  ig u a les  (6 árboles /2
E: Escribe.
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u n id ad es d e área y  9 árboles / 3  u n id ad es d e área). En la in form ación  h ay  u n a  
doble d iscretización  d e  la superficie, prim ero en  parcelas, que n o  son  igu ales, 
y  lu ego  éstas en  u n id ad es d e  superficie. A d em ás en  la p regunta  está e l  
térm ino técn ico  "denso".
El a lum no tien e una con fu sión  sobre el sign ificado  d e d en so  o  esp eso . En la  
reso lu ción  d el prob lem a m uestra u n  centram iento en  la in form ación  gráfica 
(los p eq u eñ os g u ion es que separan las u n id ad es d e  su perficie en  las parcelas) 
para tom ar la decisión . Esto le lleva  a estim ar que u n  b osq u e está m ás esp eso  
que el otro.
Para hallar la cantidad in ten siva  unitaria, el estu d ian te  dibuja d os lín e a s  
vertica les en  cada parcela, d e  esta form a la parcela m ás p eq u eñ a  queda  
d iv id id a  en  se is  trozos y  la m ayor en  n u e v e  trozos. P osteriorm en te  dibuja  
u n  arbolito en  cada trozo, es decir que realiza una asociación  u n o  a u n o  
(trozo-árbol) que le  perm ite afirm ar que lo s d os b osq u es están  igu a l de  
esp esos o  d en sos.
E: ¿Qué contestarías ahora?
F: Que estarán ..., que los dos bosques estarán igual de espesos o densos. Porque aunque 
aquí hay menos árboles, aquí hay más árboles, más sitio hay..., menos sitio para 
plantar y en el otro más sitio para plantar. (Ha ido señalando con el dedo las distintas 
informaciones gráficas.)
E: ¿Y cuántos árboles hay por unidad de superficie?
F: Uno.
Lo que ha h ech o  le  ha p erm itid o  buscar las cantidades in ten siv a s  u n itar ias  
(un árbol por cada trozo dibujado) y  darse cuenta d e  que so n  iguales. El 
en trevistad or in siste  en  que F em an d o  se fije en  las u n id a d es d e  su p erfic ie  
que h ay  en  el en u n ciad o  y  finalm ente el a lum no escribe com o respuesta:
F: (Escribe "igual Por que aunque en launa hay mas arbo la parcela A hay menos arboles 
que en la B hay menos espacio para plantar los arboles que en la B". Repasa en voz baja 
lo escrito.)
E: Sí. ¿Entonces cómo lo terminarías?
F: (Escribe a continuación de lo anterior "y en las dos en cada espacio habrían 3".)
El a lu m n o  ha u tiliza d o  d e n u e v o  la búsqueda d e  la relación  u n itar ia  
(norm alización) que le  p osib ilita  reso lver el prob lem a, au n q u e, en  este caso, 
m ed ian te  una n u ev a  d iscretización , ha u tilizad o  u na  relación  in term ed ia  
b iu n ívoca  que le  perm ite com parar d os cantidades in ten s iv a s  unitarias (u n  
árbol por cada espacio).
6.3.1.6. Sexto nivel
El prim er problem a que se le  p rop on e al a lu m n o  en trev ista d o  es una tarea 
d e la serie A p arcam ien tos que se  u tilizó  en  la prueba p ilo to  (ver la figura  
3.3.11 d el A n exo  3.3). Su so lu ción  requiere la com paración  d e  d os razones de  
d en sid ad  igu a les (10 c o c h e s / 30 p lazas y  9 c o c h e s /2 7  p lazas).
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Este prob lem a n o  tien e las m ism as características q ue lo s anteriores y  su  
estructura le  d ificu lta  u tilizar la n orm alizac ión  que ha ap ren d id o  en  e l  
prim er n iv e l, ya que la relación  natural es "un co c h e -u n a  plaza'. Esta 
relación  le  llev a  a tener u n  com p ortam ien to  a d itivo  y  tom ar la d e c is ió n  
m ed ian te  u n  argu m en to  d e tipo inverso: d on d e h ay  m ás p lazas vacías está  
m e n o s  llen o .
E: ¿Qué has contado?
F: He contado una una parte de las columnas y luego he multiplicado por tres, 
entonces me tendría que dar..., me tendría que dar...
E: El número de plazas que hay en el aparcamiento.
F: Sí. Y luego sumaré cuantos coches hay y se lo restaré al número que me dé en el 
aparcamiento. (Señala el 27 que ha escrito.) Y así me dará los que no ..., los espacios que 
no están ocupados. Y haré lo mismo con el otro. Y el que tenga menos..., más espacios sin 
ocupar es el que estará menos lleno.
D ad o  que la so lu c ió n  y  la estrategia son  incorrectas, se  le  p rop on e la  
sigu ien te  tarea d e  la secuencia  de este  n iv e l. Se trata d e  otro prob lem a d e  la  
serie A p arcam ien tos (ver la figura 3.3.12 en  el A n ex o  3.3) en  el q ue las  
razones d e d en sid ad  que el a lum no ha d e com parar son: 10 c o c h e s /  20 p lazas  
y  9 co c h e s /1 8  plazas.
D e n u e v o  tien e u n  com p ortam ien to  ad itivo , e l m ism o  que tu v o  en  e l  
problem a anterior, por lo  que se  le p rop on e la tercera tarea d e  este  n iv e l. Es 
otro prob lem a d e la serie A p arcam ien tos en  el q ue las razones so n  
eq u iv a len tes  a las d el problem a anterior (5 c o c h e s / 10 p lazas y  4 c o c h e s /8  
plazas), lo s  n ú m ero s que están  en  ju ego  son  m ás sen c illo s  que antes y  la  
in form ación  gráfica se  ha m od ificad o  para favorecer la v isu a liza c ió n  d e l 
problem a (ver la figura 3.3.13 en  el A n exo  3.3).
F: (Puntea primero la columna de la izquierda en el aparcamiento A y luego en el B. 
Escribe a la derecha del aparcamiento A la siguiente operación: 10 - 5 = 05. A la derecha 
del aparcamiento B escribe la operación: 8 - 4  = 4.) Está más lleno el A. Porque, aunque 
hay más coches, el aparcamiento es más grande entonces caben más coches.
E: ¿Está más lleno o menos lleno?
F: Más. No, menos. Más. Menos lleno, porque hay más espacio para aparcar (con el lápiz 
señala la plazas vacías en el aparcamiento A) que en el B (señala las plazas vacías del 
B).
La m od ificac ión  d e los n ú m eros y  d e la in form ación  gráfica n o  ha se r v id o  
para cam biar el com p ortam ien to  d e Fernando. Por e llo  el en trev ista d o r  
intenta, in trod u cien d o  en  el d iá logo  la exp resión  "la m itad  d e  llen o" , q ue e l  
a lu m n o  rela tiv ice su s argu m entos y  en cu en tre la so lu c ió n . Esta 
rela tiv ización  h ace que F em an d o  cam bie su  com p ortam ien to  ad itivo .
F: Sí, están igual en los dos.
E: ¿Y en éste cómo están? (Se refiere al aparcamiento A.)
F: Medio vacío y medio lleno.
E: Entonces ...
F: Igual.
E: ¿Relativamente, cómo están de llenos los dos?
F: Igual.
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E: Igual, porque se ha llenado ...
F: La mitad.
E: La mitad, ¿no? ¿Entonces podríamos poner igual? (Señala el lugar para la primera 
respuesta.) ¿Y luego qué pondrías tú como respuesta? (Señala el lugar para la  
explicación.)
F: Que aunque un aparcamiento es más pequeño que el otro, han ocupado la mitad, y en el 
grande han ocupado la mitad. Y por muy grande que sea y el otro por muy pequeño que 
sea están ...
E: Están relativamente igual de llenos.
F: Igual de llenos.
R egresando al seg u n d o  problem a d e la serie, en  él las razon es s o n  
eq u iva len tes a la unitaria 1 /2 , e l a lu m n o  n o  tien e d ificu ltad es para 
relativizar su s argum entos y  encontrar la igu ald ad  d e  las razones.
F: Hay dieciocho. (Señala el 18 que había escrito a la derecha del aparcamiento B)
E: ¿Y cuántas has ocupado?
F: Nueve, la mitad.
E: La mitad. ¿Y aquí ahora? ( Le señala el aparcamiento A.)
F: La mitad.
E: ¿Entonces qué pasaría?
F: Igual.
Se considera satisfactoria su  actuación  al reso lver la segu n d a  tarea y  e l  
entrevistador le p rop one, d e n u e v o , el prim er prob lem a d e l n iv e l. Las 
razones son  eq u iva len tes a la unitaria 1 /3 ,  razón por la cual el a lu m n o  tie n e  
dificu ltades para relativizar su  argum entación.
F: (Piensa ...) Estaría más..., estaría más lleno el ... (parece que duda, pues can el lápiz 
va señalando los dos aparcamientos) éste (se refiere al B), porque éste ya no ha cogido la 
mitad de ninguno de los dos. Entonces, si no han cogido la mitad, aunque uno sea más 
grande que el otro, si en uno sobran más..., más sitios que en el otro.
La in form ación  gráfica n o  le ayuda a Fernando a reconocer la "parte" q ue  
está llena (no es la m itad), por lo  que el entrevistador le  p rop on e representar  
los coches con  cruces y  agruparlos (ver la figura 3.3.15 d el A n exo  3.3) en  u n o s  
rectángulos cu ad ricu lados, d e  d im en sion es 2x15 (30 p lazas d el ap arcam ien to  
A) en  un caso y  d e d im en sio n es  3x9 (27 p lazas d el ap arcam iento  B) en  e l  
otro. Esta n u ev a  v isu a liza c ió n  d el problem a le p erm ite reconocer la parte y  
concluir la iguald ad .
F: La tercera parte.
E: ¿Y respecto a todo cuánto es?
F: La tercera parte.
E: Luego tenemos la tercera parte. Es decir u n ...
F: U n..., un tercio.
E: Un tercio. (Escribe "1/3" debajo del rectángulo de treinta cuadritos.) Y ahora vámonos 
aquí. (Se refiere al aparcamiento B.) ¿Ahora qué tendríamos en éste?
F: Veinti...
E: Veintisiete. ¿Qué pasa con veintisiete? Que podríamos tener por ejemplo éste (puntea 
nueve cuadritos y dibuja un rectángulo de dimensiones 3x9).
F: Lo he pensado de cabeza y son iguales. (Lo dice sin esperar a que el dibujo esté 
terminado.)
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E: Lo has pensado de cabeza y son iguales.
F: He pensado que nueve y nueve, dieciocho, y más nueve veintisiete.
E: Más nueve veintisiete. Es decir que si tú ahora pusieras los coches así. (Dibuja nueve 
cruces, en tres filas de tres, y luego un segmento horizontal de tres unidades.) ¿Qué parte 
hemos llenado?
F: La..., la ..., la tercera parte.
E: La tercera parte.
F: Un tercio.
E: Un tercio. (Escribe "1/3" debajo del rectángulo de veintisiete plazas.) Luego, ¿entonces 
qué podríamos poner aquí ahora? (Le señala el lugar para las respuestas en la hoja del 
primer problema de la serie.)
F: (Escribe "igual", en el lugar para la primera respuesta, y luego "por que aunque uno es 
mas grande y otro mas pequeño en cada sitio se a llenado -el un tercio.".)
Para ver si F ernando ha ap ren d id o el u so  de la re la tiv izac ión  para r e so lv e r  
u n  problem a d e com paración  d e d en sid ad es, e l en trev istad or le  p rop on e u n  
ejercicio sobre aforos y  cam pos d e fútbol que n o  está en  el p rotoco lo  (ver la  
figura 3.3.16 d e A n exo  3.3). Las razones que ha de com parar son: 30.000 
esp ec ta d o res/ 60.000 p lazas y  20.000 esp ectad ores/ 40.000 p lazas.
E: Y aquí asisten veinte mil espectadores (Escribe "Asisten 20.000 espectadores" debajo 
del segundo rectángulo.) ¿Qué campo está relativamente más lleno?
F: Los dos igual, porque han cogido la mitad.
6.3.1 .7 . Resumen de la entrevista
Para reso lver lo s d os p rim eros problem as de com paración  d e razones d e  
d en sid ad  d el prim er n ive l, e l a lum no u tiliza  las cuatro can tid ades en  ju eg o . 
B ien, com p en san d o  cu a lita tivam en te  las diferencias entre an teced en tes y  
con secu en tes, b ien , com parando cu an tita tivam en te  las d iferencias en tre  
an teced en tes y  con secu en tes, si u tiliza  la asociación  un  esp acio  con  u n  n iño.
M edian te la n orm alizac ión , el a lu m n o  ha aprend ido a buscar la cantidad  
in ten siva  unitaria q ue le facilite la com paración  d e las razon es d e  d en sid ad , 
y, por tanto, la reso lu ción  de los problem as del prim er n iv e l y  de lo s  
s igu ien tes, hasta  el quinto.
En los problem as d e  la serie A p arcam ien tos, la asociación  natural una p laza  
con  u n  coche con d u ce al a lu m n o  a desarrollar com p ortam ien tos d e  tip o  
ad itivo . La naturaleza d el problem a n o  facilita el u so  d e  la estrategia que  
había ap ren d id o  en  la en trevista  y, só lo , la v isu a liza c ió n  y  la re la t iv iz a c ió n  
d e la s itu ación  h an  p erm itid o  m odificar el razon am ien to  d e l a lu m n o  y  la  
reso lu ción  d e lo s prob lem as d e la serie.
6.3.2. En  TERCER CICLO
Para p oner a prueba la secuencia  de en señ an za  d el tercer ciclo  se h a  
seleccion ad o  a A lvaro (alum no d el sexto  curso con  el n ú m ero  18) d eb id o  a la  
actuación  que ha ten id o  al responder el cuestionario  -a c tu a c ió n  global que se  
p u ed e  segu ir en  la tabla 5.31 del cap ítu lo quinto.
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P a t io s P a t io s Ig u a la r
R a zó n  d is tin ta R a z ó n  d is tin ta <-------► an tecen tes o  con secu en tes
9us /  3n v  1 6 u s/8 n 6us /  2n v  10u s/5n U n id . Su d . "oor cada" n iñ o
Éxito
i f
P a t io s P a t io s N o r m a liz a c ió n
R azón  ig u a l <-------- ► R a zó n  ig u a l 4-------► U n id . Su p . "por cada" n iñ o
!2us_/ 6 n x l6us/8_n 4us /  2n v  6 u s/3 n
Éxito
D e n s id a d  d e  tráfico  
R a zó n  d is tin ta  
18 co /  6 us y 16c /  8us
D e n s id a d  d e  tráfico  
R a zó n  d is tin ta  
12 co /  4  us v  12c /  6us
N o r m a liz a c ió n  
N ° c o c h e s  "por cada"  
u n id a d  d e  su p erfic ie
Éxito
I lu m in a c ió n  < 
R azón  igu< 
36 lu  /  6 u s v  24
zalle
il
u / 4  us
Éxito 11
R epoblación  b o sq u es  
Igual razón  
6 árb /2  u s v  9 árb /  3 us
Éxito 11
A p a rca m ien to s  
R azón  ig u a l 
3Qp!/_10_co y 27 pl /9  co
I lu m in a c ió n  ca lle  
R a zó n  ig u a l 
12 lu /  6 us v  81u 74 us
N o r m a liz a c ió n  
N ° lu c e s  "por cada"  
u n id a d  d e  su p erfic ie
N o r m a liz a c ió n .
N ° á rb o les  "por cada"  
u  d e  s u p  en  la  parcela
A p a r c a m ie n to s  
R a zó n  ig u a l 
20 p l /1 0  co  y  1 8 p l / 9 c o
10 p l / 5  co  y  8 p l / 4  co  
¿C u á l e s tá  re la tivam en te  
_________m á s  llen o?________
Itinerario 5.4.
Secuencia seguida en la entrevista sobre Densidad, tercer ciclo.
La actuación de Alvaro se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) Resuelve correctamente las tareas del bloque Densidad en las que ha 
de comparar dos razones en las que uno de los valores de cantidad 
permanece constante. Hace explícita en sus justificaciones la igualdad 
de los valores de cantidad que permanecen constantes.
b) En las otras tareas del bloque Densidad tiene comportamientos 
distintos: En Razones iguales y Razones distintas, desarrolla estrategias 
de compensación cualitativa (clase 1.4.5) y en Repoblación de bosques, 
compara cantidades de la misma especie (clase 2.2.3).
c) Para resolver la tarea Refresco de limón, en la que ha de comparar las 
razones correspondientes a dos mezclas (composiciones), compara 
cantidades de la misma especie (clase 2.2.3).
d) Resuelve 12 de los 20 problemas del cuestionario con éxito.
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La entrevista  se  realizó  en  el Sem inario del D epartam en to  d e D idáctica d e  la  
M atem ática de la U n iversita t de V alencia el 24 d e ju n io  d e  1998; tu v o  u n a  
duración  aproxim ada d e  una hora, d e las 11 horas 35 m in u to s  a las 12 h oras  
40 m in u tos y  la transcripción com pleta de la m ism a está  en  el A n exo  3.4.
La secuencia  d idáctica que se  ha segu id o  en  la entrevista llevad a  a cabo con  
A lvaro  se p u e d e  segu ir en  el Itinerario 5.4.
6 .3 .2 .I. Primer nivel
La respuesta  que da A lvaro  al prim er problem a d e  este  n iv e l, R a zo n es  
distin tas, se  fu n d am en ta  en  la asociación  'un  esp acio -u n  n iñ o '. Las razo n es  
de d en sid ad  que ha d e com parar son: 3 n iñ o s /9  esp acio s y  6 n iñ o s / 12 
espacios.
A: (Lee el problema.) Pues, entonces lo que hecho yo es contar los niños que iban a jugar. 
Entonces, los de Miguel son seis, por lo tanto he hecho que cada niño ocupara in  
rectángulo, uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis, entonces dejarían libres: uno, dos, tres, 
cuatro, cinco y seis (puntea con el lápiz las unidades de superficie mientras cuenta). 
Entonces los niños ahora, que juegan en la clase de Marta, aunque sean menos y el campo 
sea menor, como los niños de la clase de Miguel son más, pues entonces..., el campo ah í 
toma una forma distinta, entonces sería, basándonos en lo mismo solamente ocuparían 
tres y dejarían libres seis. Igual que en el campo de Miguel.
E: Luego, ¿entonces tú qué responderías?
A: Que igual.
E: Igual. Pues escribe.
A: ¿Qué pongo? Daría igual.
E: No, igual.
A: (Escribe: "Igual" en el lugar para la primera respuesta.)
E: Y ahora, ¿por qué has dicho que era?
A: Por..., por el..., por el espacio.
E: Por el espacio que les sobra.
A: Sí.
A lvaro  com para lo s esp acios que le sobran en  cada cam p o d e  ju e g o  
(cantidades ex ten sivas). C om o lo sobrante es lo  m ism o  en  cada caso (se is  
rectángulos), d ecid e que juegan  igua l de apretados; por lo  q ue la respuesta  es  
incorrecta y  la  estrategia y  la justificación tam bién.
En el seg u n d o  problem a d e la serie de este n iv e l, el a lu m n o  ha d e com parar  
d os razones d e  d en sid ad  d istintas, 2 n iñ o s /6 u n id ad es (cam po d e Marta) y  
5 n iñ o s /1 0  u n id ad es (cam po de M iguel). A lvaro  d u d a  en  responder, e n  
d ecid irse por u n o  o  por otro cam po d e ju ego , p u es para él ahora n o  se  
verifica la igu ald ad . A u n q u e no está explícita en  su  actuación , parece que d e  
n u ev o  h ace la asociación  'uno a uno', pero n o  le  con ven ce .
A: No lee el problema.Vamos a ver... (observa durante un tiempo) Sería..., pues, por 1 a 
misma idea.
E: Por la misma idea. Entonces mira a ver ahora.
A: Lo que pasa es que el rectángulo está... (señala la altura del de abajo con el lápiz).
E: Esto, digamos que son unidades de superficie.
A: Sí.
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E: Y está hecho el dibujo de forma...
A: Son igual.
E: De forma que las unidades son iguales.
A: (Observa de nuevo el problema.) En el campo de Marta jugarán menos apretados.
E: En el campo de Marta (le señala con el dedo el lugar para la respuesta).
A: Sss..., no. Jugarían menos apretados. O sea que en el campo de Miguel jugarían más.
E: Vale.
A: ¿Explico el porqué?
E: Sí, sí.
A: Pues, puede ser, porque ya no es por la idea del sobrante sino por la idea de que esos 
niños se tienen que mover. Al moverse...
E: Mira, espérate, cuenta. ¿Cuántos niños hay aquí?
A: Cinco. Uno, dos, tres, cuatro y cinco (señala en la clase de Miguel). Cuatro (señala las 
unidades sobrantes en la clase de Marta). Pero..., entonces en la clase de Marta.
E: ¿Tienes duda?
A: Sí, pero entonces..., si aquí cambio, allí lo tengo mal.
A lvaro quiere argum entar su  d ecisión  m ed ian te una estrategia parecida a la 
que u só  en  el prob lem a anterior, pero la v isu a liza c ió n  d e  la in form ación  le  
plantea d u d as sobre su  decisión .
S ig u ien d o  el protoco lo , el en trevistad or le  p rop on e e l prob lem a d el b loq u e  
D en sid ad  d el cu estion ario  en el que las cantidades d e  n iñ o s  so n  d istin tas y 
las su perficies igu a les (ver la figura 3.4.3 d el A n exo  3.4). A lvaro  resp on d e  
ad ecu ad am en te "En el d e la clase de Pablo" y en  su  argu m en tación  hace  
explícita d e n u e v o  su  estrategia de asociar un  n iñ o  con  u n  espacio  y 
com parar, so lam ente, el espacio  que sobra en  cada caso.
A: (No lee el problema en voz alta, lo observa y puntea con el lápiz los niños de la clase 
de Pablo.) En el campo de Pablo.
E: En el campo de Pablo por...
A: El espacio sobrante, pero... es que lo que yo quería decir sobre el campo ocupado 
solamente es una idea, que a lo mejor no es cierta, es una teoría.
Aunque en esta actuación Alvaro tiene en cuenta las cuatro cantidades en  
juego, no compara razones. No relaciona las cantidades de manera que tenga 
noción de la cantidad intensiva densidad.
Para que Alvaro realice su comparación utilizando una cantidad intensiva 
unitaria, el entrevistador le formula una pregunta en la que se incluye la 
expresión "por cada" que favorece la normalización.
A: A ver, aquí hay cuatro niños. Por lo tanto podría ser...
E: O podríamos poner, si quieres, éste de aquí. ¿Cuántas unidades hay aquí por cada 
niño? (Señala el campo de la clase Rosa)
A: (En el campo de juego de la clase de Rosa, puntea can el lápiz las unidades de 
superficie.) Doce. Seis (niños). Dos.
E: Luego aquí hay dos unidades de superficie por cada niño. ¿Y aquí hay? (Señala 
arriba, en el campo de la clase de Ana.)
A: Nueve.
E: Entonces, ¿cuántas unidades hay por cada niño?
A: Seis entre nueve, a uno... uno y un poco más.
E: Uno y un poco más.
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E: Uno coma cinco. Luego donde tienen... ¿Dónde juegan más apretados?
A: Aquí (señalando abajo). Ahí (señalando arriba).
E: Aquí, porque tienen...
A: Uno coma cinco.
Centrado el alumno en la normalización, es decir sobre una relación 
unitaria mediante la expresión "...por cada .. ."el entrevistador le propone 
de nuevo el segundo problema de la serie y Alvaro usa la relación que ha 
aprendido.
A: (Parece que lee el problema y lo piense de nuevo) Aquí jugarían más apretados. 
(Señala con el lápiz primero en el campo de arriba y luego en el de abajo.)
E: ¿Dónde jugarían más apretados?
A: Aquí.
E: Aquí, ¿por qué?
A: Porque, a ver, estos niños pueden tener tres superficies mientras que éstos pueden tener 
dos.
Tras esta u tiliza c ió n  d e la relación  unitaria, la respuesta ahora d e  A lvaro  al 
seg u n d o  p rob lem a es: "En el d e  M iguel" y  la verb a lizac ión  escrita d e su  
ju stificación  es  la  sigu iente:
A: (Escribe: "Que en la clase de Marta cada niño tiene un espacio mayor para moverse".) 
(Parece que lee al mismo tiempo que escribe, en voz muy baja, y cuando termina lo vuelve 
a leer)
S igu e con  la ten d en cia  d e  la com paración  cualitativa (un  esp acio  m ayor), 
p ero tom a la d ec isión  a partir d e  la com paración de las d o s razon es u n itar ias  
(n orm alizad as) eq u iv a len tes  a las dadas en  el en u n c ia d o , m ed ia n te  u n  
razonam iento  d e  tip o  inverso: "m ás apretados d on d e cada n iñ o  tien e  m e n o s  
esp acio  para m overse" .
Regresando al primer problema del nivel, Alvaro quiere averiguar cuántos 
rectángulos puede ocupar cada niño, es decir que usa lo que se le ha 
enseñado anteriormente.
A: Tres (puntea las unidades de la primera fila del campo de Miguel), doce. En el 
campo..., a ver, en el campo de Marta ahora.
E: En el campo de Marta ahora, ¿por qué?
A: Porque en el espacio... Un niño de éstos puede ocupar más rectángulos que...
E: ¿Cuántos puede ocupar aquí?
A: Tres.
E: ¿Y aquí?
A: Dos.
A lvaro  verbaliza  su  argu m en tación  escrib iendo un  argu m en to  cu a lita tiv o , 
eq u iva len te  al q u e h iz o  an teriorm en te , sin  hacer referencia a las can tid ades  
in ten sivas un itarias q ue com para.
A: En el de Miguel. (Escribe: "Mas apretados en el de Miguel ya que los niños de la clase 
de Marta tiene una mayor superficie para moverse".) (Termina de escribir y tira el 
lápiz)
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6.3.2.2. Segundo nivel
La primera tarea de este nivel, Razones iguales, es un problema en el que 
hay que comparar las siguientes razones de densidad: 6 n iños/12 espacios y 
8niños/16 espacios). Alvaro usa rápidamente la normalización que ha 
aprendido en la secuencia didáctica del nivel anterior y resuelve 
satisfactoriamente el problema.
E: ¿Igual?
A: Dieciséis cuadrados tiene éste, doce éste. Aquí tienen seis niños, por lo tanto dos 
cuadros para cada niño. Aquí tienen ocho niños, dos cuadrados para cada niño.
E: Luego, entonces podrías ponerlo...
A: Igual. (Escribe: "Igual" en el lugar para la primera respuesta.)
E: Y ahora escríbelo. Todo lo que me acabas de decir.
A: Número igual de..., número igual de superficie por ejemplo.
E: Número igual de superficie para cada niño.
A: (Escribe: "Numero igual de superficie para cada niño".)
Parece que Alvaro no tiene dificultad para darse cuenta de que en ambos 
casos la cantidad intensiva unitaria es la misma "dos cuadrados para cada 
niño"; esto le lleva a encontrar una solución correcta de la tarea.
Ó.3.2.3. Tercer nivel
La prim era tarea de este  n iv e l, D ensid ad  d e tráfico, es u n  problem a de  
com paración  d e  razones (12 c o c h e s /4  espacios y  18 co c h e s/1 6  espacios) en  e l  
que se ha in trod u cid o  la palabra d en so  en  el en u n ciad o  (ver la figura 3.4.7. 
en el A n exo  3.4)
Tras una referencia al significado de la expresión "tráfico denso" (manifiesta 
que denso es lo contrario de fluido), Alvaro inicia la resolución del 
problema buscando la cantidad intensiva unitaria, número de coches por 
cada unidad de superficie.
A: Un, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho. Tres..., tres, seis, ocho. Dieciséis. 
Dieciséis entre, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, son a dos. Y doce entre cuatro 
a tres. Aquí estarían más fluidos. (Se refiere a la calle Luis Oliag.)
E: Aquí estarían más fluidos. ¿Entonces cómo contestarías a la pregunta? ¿Dónde el 
tráfico es más denso?
A: En la de Escultor Capuz, José Escultor Capuz.
Parece que su estrategia es buscar la razón unitaria en cada caso (la cantidad 
intensiva "cuántos coches en cada cuadrado"), mediante una división entre 
los valores de magnitud, y comparar cualitativamente las cantidades de 
coches (cantidades extensivas), para tomar una decisión mediante un  
razonamiento de tipo inverso: donde menos coches hay (por unidad de 
superficie), el tráfico está más fluido.
C om o en  el prob lem a anterior, para escribir la ju stificación  n o  h ace u so  d e  
las cantidades in ten siv a s unitarias que ha hallado. M ás b ien  parece que, 
com o h iz o  al reso lver el cu estion ario , desarrolla una estrategia de
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com p en sac ión  cualitativa (m en os cantidad  de una cosa, p ero  m u ch o  m e n o s  
d e la otra), d o n d e  una diferencia n o  se  com pensa con la otra.
A: (Al mismo tiempo que escribe va diciendo algunas palabras sueltas. Escribe: "Que 
circulan menos coches pero esta calle es mucho más pequeña que la otra".)
E: (Lee la respuesta que ha escrito.)
A: (La lee al mismo tiempo.)
E: Pero, ¿exactamente eso? Tú habías dicho algo más concreto.
A: Sí, bueno..., circulan tres mientras que en el otro circulan dos.
A lvaro  p o n e  d e  m an ifiesto  su  tendencia  a usar la com p aración  cu a lita tiva  
en  su  verbalización .
6.3.2.4. Cuarto nivel
La prim era tarea que se le  p rop on e a A lvaro  en  este  n iv e l se  lla m a  
I lu m in ación  calle. Es un  problem a de com paración  d e  d o s  razones d e  
d en sid ad  igu a les (36 b o m b illa s /6  espacios y  24 b o m b illa s /4  espacios) en  e l  
q u e la in form ación  ya  n o  es  ú n icam en te pictórica.
A l contrario que en  el problem a anterior, ahora A lvaro  n o  em p ieza  a 
reso lver  el prob lem a u san d o  la estrategia de buscar la cantidad  in te n s iv a  
unitaria para lu e g o  tom ar la d ecisión  m ediante una com paración  cu a lita tiva  
d e can tid ades exten sivas.
E: ¿Por qué habías decidido antes la de Luis Oliag?
A: Porque cuando..., porque cuando la calle sea menor, o sea, cuando la calle sea menor y 
más bombillas haya, la calle será más llena de bombillas, por lo tanto habrá más...
E: Más luz.
El a lu m n o  ha p resc in d id o  d e una parte d e la in form ación , e l n ú m ero  d e  
bom b illas, y  tom a la d ecisión , tras una com paración  cua lita tiva  d e  las  
su p erficies, m ed ian te  u n  razonam iento  d e tipo in verso . S in  la in te r v e n c ió n  
d el en trev istad or, el a lu m n o  tien e en  cuenta toda la in form ación  y  cam bia  
d e estrategia. V u elv e  a hallar las cantidades in ten sivas u nitarias (n ú m ero  d e  
b om billas por cada u n id ad  d e superficie) m ed ian te  una d iv is ió n , para lu e g o  
com pararlas.
A: Más colores, más luz, de todo, pero no me he dado cuenta del número de bombillas, por 
lo tanto vamos a ver... A seis. (Parece que ha resuelto alguna operación mentalmente.) 
Igual.
E: Igual. ¿Por qué?
A: He hecho: veinticuatro lo he dividido entre cuatro, a seis, a seis bombillas por cada 
trozo. Después, treinta y seis lo he dividido entre doce.
La verbalización  escrita d e  su  argum entación  es:
A: (Escribe: "Por la cantidad de espacios y de bamb el número de bombillas de cada 
calle".)
Esta v e z  n o  hace referencia a una com paración cualitativa , pero , com o en  lo s  
casos anteriores, n o  hace referencia a las cantidades in ten siv a s  unitarias que
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ha h allad o. D e n u ev o  lo  que aprendió  en  el prim er n iv e l, la n o rm a liza c ió n ,  
le  s irve  para reso lver el problem a satisfactoriam ente.
Ó.3.2.5. Quinto nivel
La tarea con la que se  in icia este n iv e l d e la en trevista  es  la d el cu estio n a r io  
R epoblación  d e  b osqu es (ver la figura 3.4.9 d e l A n exo  3.4); en  ella  las razon es  
d e d en sid ad  que ha d e com parar son  iguales (6 árboles /  2 u n id ad es d e  área y  
9 árboles /  3 u n id ad es de área). En la in form ación  gráfica h ay u n a  doble  
d iscretización  de la superficie, prim ero en parcelas, que n o  son  igu a les, y  
lu e g o  éstas en  u n id ad es d e  superficie. A d em ás en  la p regu n ta  se  h a  
in trod u cid o  e l térm ino técn ico "denso".
El estu d ian te  tien e claro el sign ificado de la exp resión  "bosque denso" y  
co m ien za  la so lu c ió n  del problem a con  la b úsq u ed a d e  una cantidad  
in ten s iv a  unitaria.
A: Por cada parcela.
E: Una parcela es esto. (Le remarca la línea gruesa que delimita las parcelas.)
A: ¿Eso?
E: Eso es una parcela.
A: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete... Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho y 
nueve. (Cuenta los árboles que hay que plantar en el monte B.)
E: Ahí hay nueve.
A: (Observa y piensa durante un tiempo.) Igual, ¿podría ser?
E: Igual podría ser. ¿Por qué? ¿Qué has pensado?
A: A ver, son tres árboles, y como... tres árboles aquí (señala una unidad de superficie en 
el monte A), tres árboles aquí (señala la otra unidad de superficie), entonces eso sería 
seis árboles en la parcela, pero, como esta parcela es mayor, aunque haya más árboles, o 
sea, tres árboles más, en este caso, al ser mayor la parcela no se notaría tanto.
A lvaro  ha encontrado d os cantidades in ten sivas unitarias -n ú m e r o  de  
árboles por p arce la - que n o  son  d irectam ente com parables, p u es  las  
u n id a d es d e superficie que usa n o  están  n orm alizad as - la  su p erfic ie  d e las  
parcelas es  d istinta. Para com pararlas u tiliza  una estrategia d e  co m p e n sa c ió n  
cualitativa  -m á s  superficie se  com pensa  con  la m ayor cantidad  d e  á rb o les- y  
d ecid e  q ue las razones son  iguales.
El en trev istad or centra al a lu m n o  en  las u n id ad es de su perficie  q ue h ay  e n  
cada parcela para que busq u e unas n u ev a s cantidades in ten siv a s  u n itar ia s  
q ue s í  p u ed a  com parar fácilm ente.
E: ¿Cuántos árboles hay por cada unidad de superficie?
A: Tres, tres.
E: ¿Y aquí?
A: Tres.
E: Tres. Luego, entonces tú ¿qué razonamiento harías?
A: Igual, pero...
A lvaro  m an tien e  su  con fu sión  y  d escon fian za con  la respuesta  q u e da, se  
en cu en tra  con  d os cantidades in ten siv a s  unitarias que so n  ig u a les  (tres
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árboles por cada u n id ad  de superficie) y  con  d o s can tid ades in te n s iv a s  
unitarias (árboles por cada parcela) que n o  lo  son . Para superar esta d ud a e l  
en trev istad or u tiliza  papel cuadricu lado y  en  él representa la s itu a c ió n  
planteada varias v eces  (ver la figura 3.4.10 d el A n exo  3.4). D e esta m anera se  
espera que la v isu a lizac ión  le  ayu d e a A lvaro  a reconocer la constancia  d e  la  
cantidad  in ten siv a  unitaria, y  por tanto la igu a ld ad  d e  las razones d e  
d en sid ad .
E:... Pero entonces ahora aquí, ¿qué pasaría en éste? (Señala la parcela superior en la  
hoja del problema.) ¿Cuántos árboles hay por unidad de superficie?
A: Tres.
E: ¿Y en éste? (Se refiere al monte B)
A: Tres.
E: Luego, los dos bosques...
A: Serían iguales.
E: Tendrían... No serían iguales, la respuesta es...
A: La densidad...
E: La densidad sería la misma.
O sea que tú intuitivamente..., como tú me has dicho antes.
A: (Escribe: "Igual" en el lugar para la primera respuesta.) Los árboles que crezcan 
será..., no, el nombre de árboles de cada... (Ha escrito: "El nombre de arboles de cada 
unidad de superficie".)
A l a lu m n o  le  cuesta aprehender la constancia d e  la cantidad  in te n s iv a  
unitaria, pero finalm ente lo  en tien d e, lo  acepta y  con clu ye con  la igu a ld ad  d e  
razones argum entada en  la n orm alización . En su  exp resión  escrita final h a  
p u esto  una palabra en  va len cian o  -'n om b re' que sign ifica  'núm ero'.
6.3.2.Ó. Sexto nivel
En este  n iv e l, e l prim er problem a es una tarea d e  la serie A p arcam ien tos q ue  
se u tilizó  en  la prueba p ilo to  (ver la figura 3.4.11 d el A n ex o  3.4). Su s o lu c ió n  
requiere la com paración  de d os razones d e d en sid ad  ig u a les  (10 c o c h e s / 30  
plazas y  9 co c h e s /2 7  plazas).
Este problem a, que n o  tien e las m ism as características q ue lo s anteriores, n o  
le p erm ite usar la n orm alizac ión  que ha aprend ido en  el prim er n iv e l para 
resolverlo , ya  que la relación  natural es u n o  a u n o  (un  coche con  una p laza) 
y  la relación  m ú ltip le  "núm ero d e coches por cada plaza" n o  tien e m u c h o  
sentido . Esta situ ación  le llev a  a dar dos respu estas basadas en  d os  
com p ortam ien tos d istintos: prim ero com para can tid ades ex ten sivas  (las 
cantidades d e  coches), para tom ar la d ec isión  m ed ian te  u n  argu m en to  de  
tipo directo -d o n d e  h ay  m ás coches, está m ás l le n o - , y  d esp u és com para  
tam bién can tid ades exten sivas (las cantidades d e  p lazas vacías), para tom ar la 
d ecisión  m ed ian te  u n  razonam iento  d e  tip o  in verso  -d o n d e  h ay  m ás p lazas  
vacías, está  m en o s llen o .
E: Antes habías dicho que éste estaba más lleno (señala el aparcamiento A).
A: ¡Ah! Era una intuición.
E: ¿Era una intuición? ¿Y cuál era la primera intuición?
A: Número de coches.
29 3
P recu r so r e s  del  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
E: Número de coches. ¿Y ahora?
A: Número de sitios.
E: Y ahora, mirando las plazas que hay vacías, dices que éste está más lleno (señala el 
aparcamiento B) porque hay menos plazas vacías.
A: No, porque aquí hay más coches. No aquí hay menos coches (señala el aparcamiento 
B), pero aquí (señala el A) sobran dos plazas.
E: Luego si sobran más plazas vacías aquí, (señala el A) éste está más lleno (señala el 
B).
A: Sí.
D ado que las so lu c io n es y  las estrategias son  incorrectas, la en trev ista  
continúa con  la s igu ien te  tarea d e  la secuencia de este  n ivel: u n  prob lem a de  
la serie A p arcam ien tos (ver la figura 3.3.12 en  el A n exo  3.3) en  e l que las  
razones d e  d en sid ad  que el a lum no ha de com parar son: 10 c o c h e s /  20 p lazas  
y  9 co ch es/1 8  plazas. H ay que tener en  cuenta que las razones c o n tin ú a n  
sien d o  igua les, pero que n o  so n  eq u iva len tes a las del prob lem a anterior: 
antes eran iguales a la razón 1 /3  y  ahora a la razón 1 /2 .
A: ... Sería lo de antes (señalando el lugar para las respuestas), pero es que ya lo de 
antes no ha sido..., no me he fijado bien. Una plaza es un coche, entonces como hay dos 
plazas más..., aquí había dos plazas más (indica en la hoja del problema anterior, y se 
refiere a que había dos plazas vacías más en uno que en el otro), como aquí había dos 
plazas más, una plaza le he quitado, entonces... (Señala en el B del ejercicio que está 
haciendo ahora.) Sería igual, otra plaza le sumaría al otro y ya sería más grande, o sea, 
estaría menos lleno.
E: ¿Estaría menos lleno éste? (Señala el A.)
A: Sí.
E: Porque sobran más plazas.
A: Dos plazas que quitan dos coches.
D e n u e v o  tiene u n  com p ortam ien to  en el que, tras la asociación  "un coch e  
una plaza", com para las p lazas que sobran y  tom a la d ecisión  m ed ia n te  u n  
razonam iento d e  tip o  inverso. El a lum no tiene en  cuenta tod os lo s  datos d el 
problem a pero n o  lo s relaciona m u ltip lica tivam en te , m ás b ien  parece que  
com pensa  las diferencias ad itivam en te. Esta argu m entación  le  llev a  a darse  
cuenta d e  que en  am bos aparcam ientos se produce la m ism a situ ación  - h a y  
tantos coches com o p lazas va c ía s-, por lo  que cam bia d e respuesta .
E: Antes sí que había una diferencia de dos plazas, pero al cambiar..., no se mantienen 
los números. Entonces debes pensar ahora en este problema. Entonces aquí hay, ahora, 
una plaza más vacía (Señala el A.) ¿Entonces dónde estaran...?
A: Igual.
E: ¿Igual?
A: Pero las condiciones... es que... Pero si aquí hay una plaza más (señala con el dedo los 
dos "10" que ha escrito), entonces éste tiene la ventaja de una plaza, pero también tiene 
un coche de más.
La respuesta es ahora correcta pero la estrategia no es satisfactoria, por lo  q ue  
se le  p rop on e la tercera tarea d e  la secuencia de este n iv e l. Se trata d e o tro  
problem a de la serie A parcam ientos en  el que las razones son  eq u iv a len tes  a 
las d el problem a anterior (5 co c h e s / 10 p lazas y  4 co c h e s /8  p lazas) y  la
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in form ación  gráfica se  ha m od ificad o  para que la v isu a liz a c ió n  le  ayu de a 
resolver el problem a (ver la figura 3.4.13 en  el A n exo  3.4).
A: (Observa el problema pero no lo lee en voz alta.) Uno, dos, tres, cuatro y cinco. 
(Puntea con el lápiz las plazas vacías del A.) Uno, dos, tres y cuatro. (Puntea los coches 
del A, pero no cuenta en voz alta, y señala las plazas vacías.) Igual.
E: Igual. ¿Por qué?
A: A ver, si... (Observa y piensa de nuevo el problema.) Sí, igual.
E: Igual.
A: Porque cada coche su..., enfrente tiene una plaza vacía. (Señala con los dedos los 
coches y luego las plazas en el B, posteriormente encara las dos mitades con las manos.) 
Igual que en éste (señala el A), pero éste es más grande, por lo tanto tendría una plaza 
más, pero tiene un coche más, igual.
Como en los dos casos anteriores Alvaro no aborda el problema mediante la 
normalización, sin embargo la visualización de la información gráfica le 
permite asociar coches con plazas vacías y justificar que en ambos casos la 
situación es la misma. Como la situación se repite, el entrevistador intenta 
que Alvaro utilice una normalización unitaria relacionando las cantidades 
de coches y la totalidad de las plazas con una pregunta que incluya el 
término "por cada". Pero como el alumno responde con la asociación 
natural uno a uno (un coche -  una plaza), el entrevistador desiste continuar 
por ese camino.
E: Igual. Entonces vamos a ver este igual, ¿cómo lo podemos interpretar? Entonces tú... 
podríamos decir lo mismo que antes, que aquí cada coche dispone de dos plazas. (Señala 
el B.) Hay dos plazas por cada coche. ¿Y aquí? (señala el A).
A: Pero sólo..., sólo hay una, el coche ocupa una, no ocupa dos.
Para relativizar la situación el entrevistador introduce el término mitad en 
el diálogo, y a partir de ese momento Alvaro comienza a utilizar fracciones.
E: Relativamente ¿cuántas plazas hemos ocupado? ¿la mitad? ¿Podríamos decir la  
mitad? ¿Hemos ocupado la mitad del garaje?
A: Aquí hay ocho.
E: Y has ocupado cuatro.
A: Y has ocupado... Y entra un coche y ocupa una. (Indica uno con el dedo.)
E: Una.
A: Un octavo. Ocupa un octavo del garaje.
E: Sí. Luego éste ocupa... (Señala el segundo coche.)
A: Dos.
E: Dos. Y luego...
A: Otro octavo del garaje, pero que...
E: Luego, ¿entonces el garaje cómo está de ocupado?
A: Medio.
E: La mitad del garaje ocupado.
A: Cuatro octavos.
E: Cuatro octavos que es medio.
A: Cinco décimos. (Señala con el lápiz el A.) Igual.
Alvaro domina las fracciones pero no con el significado razón sino con el de 
la relación parte-todo, esto le lleva a dudar de su respuesta.
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A :... A ver, lo que yo no entiendo es una cosa.
E: Dime.
A: Que yo ya no puedo averiguar, pero yo no me creo... Aquí hay ocho, aquí hay diez, 
ocupan cinco y ocupan cuatro, por lo tanto, si aquí quedan cinco y aquí quedan cuatro, 
sería que debería ser mayor.
E: No significa... Es que éste es mayor, pero te están preguntando otra cosa. Te están 
preguntando ¿cuál de los dos aparcamientos crees que está relativamente más lleno?
A: Mitad y mitad.
E: Luego, si están mitad y mitad...
A: Pero es que tiene más plazas.
E: Independientemente del tamaño, la mitad.
A: Será igual.
E: Independientemente del tamaño... Por eso dices relativamente más lleno. Si así tú..., 
tú sabes calcular la mitad de una cosa, tenga el tamaño que tenga.
A: Sí.
El en trevistador lleva  a A lvaro  a centrarse en  el térm ino m itad  y  f in a lm e n te  
responde:
A: Igual. (Ha escrito: "Relativamente igual" en el lugar para la explicación de 1 a 
respuesta.)
E: ¿Por qué?
A: Se ocupan del mismo modo.
E: En los dos están ocupadas la mitad de las plazas.
A: (Termina de escribir la explicación que queda así: "Relativamente igual porque en los 
dos se ocupa un 50% de las plazas".)
En lugar d e escribir el térm in o m itad , A lvaro  resp on d e con  u n a  
norm alización  standard "50%". R egresando al seg u n d o  p rob lem a d e la ser ie  
(en é l las razones son  eq u iva len tes a la unitaria 1 /2 ), d ad o  el d o m in io  q ue  
m an ifiesta  d el u so  d e fracciones, A lvaro  n o  tien e d ificu ltad es para r e so lv e r  
e l problem a: ahora só lo  usa el térm ino m itad .
A: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez. (Puntea can el lápiz 
mientras cuenta las plazas de la primera columna del aparcamiento A.) Uno, dos, veinte 
(señala en la segunda columna). Veinte y dieciocho. (Señalando con la mano el B, vuelve 
a puntear en el A.) Igual.
E: ¿Igual?
A: La mitad.
S igu ien d o  el p rotocolo , el en trevistad or le p rop on e d e  n u e v o  el p r im er  
prob lem a d e  la secuencia  d e este  n iv e l. En este  caso  las razones s o n  
eq u iva len tes a la unitaria 1 /3 ,  a pesar d e  ello  el a lum no n o  tien e d ificu ltad es  
para usar fracciones y  reso lver e l problem a m ed ian te  u na com paración  d e  
fracciones eq u iva len tes.
A: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez (puntea, de arriba a abajo, 
mientras cuenta las plazas de la primera columna del aparcamiento A). Uno, dos, tres, 
cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez (puntea, de abajo arriba, mientras cuenta las 
plazas de la segunda columna del A). Veinte, treinta. Nueve y veintisiete (cuenta las 
plazas del aparcamiento B). (Escribe: "30" abajo a la izquierda y "27" abajo a l a  
derecha.) Uno, dos ,tres, cuatro, cinco... (Comienza a contar coches en B.) Uno, dos, tres, 
cuatro, cinco, seis, siete, ocho y nueve. (Ha contado los coches del aparcamiento B.) Uno,
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dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez. (Ha contado los coches en el 
aparcamineto A.) Un tercio cada uno.
E: Un tercio cada uno.
A: Iguales.
E: Luego, entonces ahora podríamos decir un tercio cada uno.
A: Igual.
Para ver si A lvaro  ha ap ren d id o el u so  de la re la tiv izac ión  para reso lver  u n  
prob lem a d e  com paración  de razones de d en sid ad , e l en trev istad or le  
p rop on e u n  ejercicio sobre aforos y  cam pos de fú tbol que n o  está en  e l  
p rotocolo  (ver la figura 3.4.15 de A n exo  3.4). Las razones q ue ha d e com parar  
son: 30.000 esp ec ta d o res / 60.000 p lazas y  20.000 esp ec ta d o res/ 40.000 p lazas.
A: Igual. La mitad de cada uno de espectadores. (Señala con la mano los dos estadios 
simultáneamente.)
E: ¿Luego cuál está relativamente más lleno?
A: Igual.
C on el fin  d e  ver  si e l a lu m n o  con so lida  la estrategia, se  le  p rop on e u n  
ú ltim o problem a (ver la figura 3.4.16 d el A n exo 3.4) en  el q ue se  m a n tien e  la  
situ ación  y  se  cam bia u n  núm ero, para que ahora las razones n o  sean  ig u a le s  
(20.000 esp ec ta d o res/ 60.000 p lazas y  20.000 esp ectad ores/ 40.000 p lazas). 
A lvaro  v u e lv e  a u tilizar la relación  p arte-tod o  para hallar la fracción  
unitaria eq u iva len te , p ero  fin alm en te n o  com para fracciones n i razon es sin o  
q ue term ina con  u na com paración  cualitativa.
A: ...N o s fijamos también aquí (señala con los dedos simultáneamente los dos 
campos), pero vemos que aquí solo ha llenado un tercio. Los espectadores será 
igual, pero parecerá que éste está más lleno (señala el estadio del Levante).
D e la actuación de Alvaro en la entrevista podemos decir que ha aprendido a 
usar la normalización -búsqueda de la cantidad intensiva unitaria que le 
facilite la comparación de razones de densidad- y la relativización mediante 
el uso de fracciones equivalentes (a través de la relación parte-todo), cuando 
la situación no le permite usar la estrategia anterior.
6.3.2.7. Resumen de la entrevista
El a lum no, m ed ian te  la asociación  u n  n iñ o  con  u n  esp acio , u tiliza  las cuatro  
cantidades que h ay  en  ju ego  en  una com paración  d e razon es d e  d en sid ad . 
Sin em bargo, n o  com para razones, sin o  que só lo  com para las can tid ades  
exten sivas resu ltantes (superficies) d e quitar a las su perficies in ic ia les las q ue  
ha asociado a lo s  n iñ os. Estrategia que m an tien e, in ic ia lm en te , en  lo s  tres 
p rob lem as q u e se  le  p lan tean  en  el prim er n ivel.
La normalización en las preguntas permite el cambio de razonamiento de 
Alvaro y que éste resuelva los problemas comparando cantidades intensivas 
unitarias.
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Lo que ha aprend ido en  el prim er n iv e l s irve  para que el a lu m n o  r e su e lv a  
satisfactoriam ente lo s problem as d e com paración  d e razones d e d en sid ad  e n  
los n ive les segu n d o , tercero y  cuarto.
En el problem a R epoblación  d e b osq u es, el a lum no inicia su  reso lu ción  d e  la 
m ism a form a que los anteriores, pero encuentra d o s cantidades in te n s iv a s  
unitarias que n o  son  d irectam ente com parables, p u es  la u n id ad  d e su p erfic ie  
n o es la m ism a. C om o era d e esperar, las com para con una co m p e n sa c ió n  
cualitativa. R ep itien d o  el proceso encuentra otras cantidades in ten siv a s  que  
s í p u ed e com parar fácilm ente. La doble d iscretización  ha gen erado u na d uda  
en  e l A lu m n o q ue só lo  ha s id o  p osib le  superarla m ed ian te  la v isu a lizac ión .
En los problem as d e la serie A parcam ientos, la asociación  natural "una plaza  
con u n  coche" con d u ce al a lu m n o  a com parar cantidades ex ten siv a s d e  la  
m ism a esp ecie  o a desarrollar com p ortam ien tos de tip o  ad itivo . La 
naturaleza d el problem a n o  facilita el u so  de la estrategia q ue había  
aprendido en  la entrevista , pero la v isu a lizac ión , prim ero, y  la re lativ ización  
de la situ ación  y  su  d o m in io  de las fracciones, d esp u és, han  p erm itid o  
m odificar el razonam iento d el a lum no y  la reso lu c ió n  de lo s  tres p rob lem as  
d e la serie.
6.4. A N Á LISIS E INTERPRETACIÓN DE LAS ENTREVISTAS SOBRE  
CO M PARACIO N DE RAZO NES Y T A N TO  POR CIEN.
En relación con  los d os subtem as C om paración de razones y  T anto por c ien  
se han d iseñ ad o  d os v ersio n es d e una secuencia  didáctica (ver lo s  
organigram as 4.5 y  4.6 en  el cap ítu lo  cuarto). Para realizar d o s en trevistas con  
en señ an za  se han  seleccion ad o  dos a lum nos: R od olfo , a lu m n o  d e  4°B, y  
Javier, a lu m n o  d e  6°B.
6.4.1. En  SEGUNDO CICLO
La selección  d e R od olfo  (a lu m n o del cuarto curso con  el n ú m ero  12) se  h a  
d ebido a la actuación  que ha ten id o  al responder e l cu estion ario  -a c tu a c ió n  
global que se  p u ed e  segu ir en  la tabla 5.29 del cap ítu lo  quinto.
La actuación d e  R odolfo  se p u ed e  caracterizar d e la m anera siguiente:
a) En el b loq u e d e  tareas C om paración d e  razones y  tanto  por cien  t ie n e  
tres com p ortam ien tos d istintos:
-C om p ara  cantidades de la m ism a esp ec ie  en  la tarea R efresco de  
lim ón  (clase 2.2.3);
-T ie n e  u n  centram ien to  en  la in form ación  gráfica en  el seg u n d o
apartado d e la tarea B ocadillos (clase 2.2.5); y
-R e su e lv e  correctam ente las otras tres tareas (clase 1.1.1).
b) En otro tip o  d e problem as aparecen com portam ien tos com o:
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-Un predominio de la operatividad al resolver la tarea Rectángulo 
(clase 2.3.3);
-Tiene problemas para cerrar el dibujo en la tarea Perro (112); y 
-Compara cantidades de la misma especie en la tarea Repoblación de 
bosques (clase 2.2.3).
c) Resuelve con éxito 15 de los 19 problemas del cuestionario.
La entrevista se realizó en el Seminario del Departamento de Didáctica de la 
Matemática de la Universitat de Valencia el 19 de junio de 1998; tuvo una 
duración aproximada de una hora, de las 11 horas 30 minutos a las 12 horas 
30 minutos, y la transcripción completa de la misma está en el Anexo 3.5.
La secuencia didáctica que se ha desarrollado en la entrevista llevada a cabo 
con Rodolfo se puede seguir en el Itinerario 5.5.
Éxito
Éxito
Éxito
Éxito
Exito
N orm alización  
¿C uán to  bocadillo  
"p o r cada"  
 estudiante?___
N° litros de soda 
"p o r cada uno" 
de  cola
Refr. limón (vasitos) 
Distinta razón
Ref. naranja (vasitos) 
D istinta razón
Ejercicios de  
v isualización  del % 
con rectángulos y  
b a rra s  co loreadas.
El 25% d e ... tiene 
prem io. En el kiosko 
h ay  40 ¿C uántos 
tienen nremio?__
helados de cada 25 
tienen prem io 
¿C uántos de  cada
 IÜÜ2_______
Refrescos d e  cola 
Igual razón  
2 C /6 S  y  3 C /9 S
Bocadillos (a) y (b) 
1) D onde m enos 
comen 
2~)Donde más comen
16 helados de cada 
50 tienen prem io 
¿C uántos de cada
 1M2______
Ejercicio. H a lla r la 
can tidad  de fru ta  
d ado  un  refem te y u n  
 tanto por cien.___
6 helados de  cada 20 
tienen prem io 
¿C uántos de  cada
 m i______
N c de vasos de agua 
"p o r cada uno  
de limón
El 50% de ... tiene 
prem io. En el kiosko 
h ay  40 ¿C uántos 
 tienen premio?___
¿C u án tos gr. d e  
fru ta  
"por cad a 100"
El 20% d e ... tiene 
prem io. En el kiosko 
h ay  40 ¿C uántos
 tipnen premio?
M e r m e la d a s ,  
c a lid a d  y  %
Itinerario 5.5.
Secuencia sobre Comparación de razones y tanto por cien. Segundo ciclo.
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6.4.1.1. Primer nivel
La tarea con  la que se inicia este  n iv e l es u n  prob lem a d e  com p aración  de  
razones (m ezclas) en  el que la in form ación  se da d e form a pictórica (ver la  
figura 3.5.1 d el A n exo 3.5).
E: ¿Y cómo te has decidido?
R: A María sólo le echa.., le echa cuatro y al..., al jarabe de limón Juan le echa seis.
E: ¿Le echa cuatro?
R: Sí, si echa ocho entre los dos, cuatro a cada uno.
En u n  princip io  pudiera pensarse que el a lu m n o  com para can tid ades d e la  
m ism a esp ecie , las cantidades de jarabe d e lim ón , s in  em bargo, m e d ia n te  
una n orm alizac ión  ("... a cada uno") él p u ed e com parar d e  m anera sen c illa  
los con secu en tes -can tid ad es de a g u a - y  tom ar la d ec is ió n  m ed ia n te  u n  
argum ento d e  tip o  inverso: m en os agua, m ás sabor a lim ón .
6.4.2.1. Segundo nivel
Este n ive l com ien za  con  u n  problem a d e com paración  d e  razon es (m ezclas)  
en el que la in form ación  se proporciona al a lu m n o  d e form a verbal (ver la  
figura 3.5.2 d el A n exo  3.5).
R:... Entonces en éste porque tiene seis litros sólo y en éste tiene nueve.
In icia lm en te el a lu m n o  centra su  atención  en  la com p aración  d e  las  
cantidades de agua con gas y  concluye con un  ra zon am ien to  d e  tip o  in v e r so .  
Es decir que com para cantidades de la m ism a esp ec ie  (clase 2.2.3), 
com p ortam ien to  que ha ten id o  d os veces  al reso lver  el cu estion ario . S in  
em bargo, reflexiona y, cu an do verbaliza  la relación  d e form a n o rm a liza d a  
("en cada litro"), resu e lve  satisfactoriam ente el problem a.
R: Claro, me pare..., si en cada un litro pone seis y en tres litros nueve, lo mismo. Sabe lo 
mismo.
E: ¿Lo mismo?
R: Sí.
E: ¿Por qué?
R: Cada litro le ponen tres, de dos tres, entonce,s si ponen tres, es lo mismo que..., que lo 
otro porque tiene nueve litros, pero son tres litros.
D e esa m anera, R odolfo , aunque tien e p rob lem as d e v erb a liza c ió n , 
norm aliza una d e las razones dadas: "cada litro le  p on en  tres" y  p u e d e  llegar  
a la eq u iva len cia  de razones y  con  e llo  a la igu ald ad  d e  sabores. Escribe la  
sigu ien te  respuesta:
"Los dos igual porque si a dos le hechan 6 1 de agua y a 3 1 le echan 9 litros de agua 
equivale a lo mismo".
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6.4.1.3. Tercer nivel
La tarea in icia l de este  n iv e l es  el problem a d en o m in a d o  B ocad illos que 
con tien e d os apartados, e l prim ero se  refiere al reparto en  el cual la cantidad  
que le toca a cada q u ien  es m enor que la que les  toca en  e l resto de las 
s itu acion es y  el seg u n d o  se v in cu la  con  e l m ayor d e  lo s  resu ltad os de lo s  
d istin tos repartos que se  representan  en  form a pictórica (ver la figura 3.5.3 
d el A n exo  3.5).
R: En el... (Piensa...) En el C y en el B los dos la misma.
E: ¿En el C y en el B los dos igual?
R: Sí. (Escribe "C y B" como respuesta.)
E: C y B los dos igual, ¿no?
R: Sí.
E: ¿Por qué?
R: Porque si aquí hay cuatro, pero sólo tienen dinero para comprar tres, se queda uno sin 
comer. Aquí hay tres, pero sólo tienen dinero para comprar dos, luego se queda uno sin 
comer.
E: ¿Se queda uno sin comer?
R: En los dos se queda uno sin comer.
E: En los dos se queda uno...
R: Sin comer. (Escribe como justificación "en los dos se queda uno sin comer".)
R od olfo  hace una d istribución  unitaria - e n  el sen tid o  d e  S treefland  (1978) y  
K ieren (1988)- y  com para el n ú m ero  de estu d ian tes que n o  han  ten id o  
asignación . Su actuación  es sim ilar a la que tu vo  en  la re so lu c ió n  de esta  
pregunta en  el cu estion ario , pero ahora fija su  a ten c ión  en  d os v iñ e ta s , 
razón por la cual afirm a que en  d os gru p os com en  m e n o s  lo s  estu d ian tes. 
A parea d e  u n o  en  u n o  o  d e u n o  en varios, só lo  que en  este  caso n o  p u ed e  
asignar otro estud iante a u n  bocad illo  y , com o d e esa m an era  e l resto es u n o  
(un  estu d ian te  que n o  p u ed e fraccionar), es  p osib le  q ue su  argu m en to  se  
oriente hacia este  resto y  responda "uno se queda sin  com er".
El otro apartado lo  resp on d e de la s igu ien te  manera:
R: En el D.
E: ¿Por qué?
R: Porque si son dos..., si son dos y tienen tres bocadillos, cada uno podrá repetir de..., de 
medio bocadillo. (Escribe "D" como respuesta y "si son dos y tienen tres bocadillos 
comerán un bocadillo y más" como justificación.)
La actuación  en  este  seg u n d o  apartado d e  la tarea es  con sisten te  con  la  
anterior; h ace u n  reparto unitario  y  centra su  a ten ción  en  el resto, en  este  
caso u n  bocad illo . A hora b ien , com o éste es una u n id a d  d iv is ib le  (en e l 
sen tid o  d e  K ieren, 1988) p u ed e  fraccionarla y  repartirla. La actuación  de  
R od olfo  en  la en trevista  es sim ilar a la que tu v o  al resp on d er e l  
cu estio n a r io .
C on la in ten ción  d e orientar el razon am ien to  d el a lu m n o , se  le  p rop on e e l  
seg u n d o  problem a de este  n iv e l -¿C u án to  b ocad illo  h ay  por cada
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estudiante?- y se intenta, con él, analizar los datos de cada una de las viñetas 
(ver la figura 3.5.4 del Anexo 3.5).
A la situación que hay en la viñeta B (3 bocadillos para 4 estudiantes) 
responde:
R:... En el B hay... Se podría comer en..., en tres cuartos de bocadillo cada uno.
E: Escribe. En B...
R: (Escribe "B 3/4 de bocadillo")
Parece que la expresión "por cada estudiante" hace que Rodolfo cambie su 
actuación anterior, el reparto unitario, y le asigne a cada uno de ellos la parte 
del reparto de tres entre cuatro.
A la situación que hay en la viñeta A (3 bocadillos para 6 estudiantes) 
responde:
R: (Parece que cuenta los objetos, pues hace gestos can el dedo como si los punteara, y 
piensa...) Medio, medio.
E: (Le indica que lo escriba a continuación de lo anterior.)
R: (Escribe "A 1/2 cada uno".)
De nuevo Rodolfo hace el reparto de tres entre seis, lo expresa con el vocablo 
"medio" y lo escribe en forma de fracción.
A la situación que hay en la viñeta C (2 bocadillos para 3 estudiantes) 
responde:
E: ¿Cómo lo haces?
R: Sí yo ... , yo estoy pensando ..., ¡ah! si hay tres (puntea can el dedo los tres 
estudiantes) y dos bocadillos (los señala con dos dedos), entonces no pueden comer cada 
uno un bocadillo, pero los tres ..., tres cuartos se pasaría y sobraría bocadillo.
Rodolfo procede por estimación y elige tres cuartos, quizás porque antes 
tuvo éxito, pero argum enta que le sobraría bocadillo. Para ayudar a Rodolfo 
con la visualización, el entrevistador representa dos todos (bocadillos) 
m ediante rectángulos (ver la figura 3.5.4 del Anexo 3.5) y le invita a que 
reparta uno entre tres. Esta propuesta le lleva al alumno a pensar en tercios.
R: ¡Ah! Si sólo hubiese un bocadillo, un tercio.
E: Un tercio. ¿Podría pintarse?
R: Sí.
E: Marca aquí un tercio de bocadillo.
R: (Va a dibujar o a escribir o a ...)
E: No, aquí, señálalo en la barra.
R: (Ha escrito "1/3" en la primera barra)
E: Un tercio, luego entonces... (dibuja dos líneas verticales para hacer tres trozos), si lo 
hiciéramos en tres trozos, tendrías...
R: Un tercio cada uno. Y..., dos tercios cada uno.
R: (Escribe "C 2/3".)
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A la situación que hay en la viñeta D (3 bocadillos para 2 estudiantes) 
responde:
R: En el D sería..., uno y medio cada uno. (Escribe "D 1,5 cada uno".)
Sorprende que en este caso se refiera al reparto con la expresión "uno y 
medio" y que lo escriba en forma decimal.
Volviendo a la pregunta original -¿en qué grupo come menos cada 
estudiante?- Rodolfo responde dubitativamente un  medio, pero una leve 
intervención del entrevistador le lleva a comparar 1/2 con 2/3 (aunque dice 
1/3) y 1/2 con 3/4, encontrando de esta manera la forma de sustentar su  
respuesta.
La estrategia de enseñanza ayuda al alumno a superar sus dificultades y le 
permite encontrar los tamaños de la parte en cada uno de los casos, así com o 
expresar estos tamaños con números fraccionarios.
Hay que m encionar que, en la actuación de Rodolfo para resolver el 
problema, no subyace una comparación de razones, sino que se basa en u na  
comparación de las fracciones en juego. Parece que el problema no favorece 
la comparación de razones, tal vez por que el reparto obscurece el hecho de 
que en este caso la fracción se expresa como una razón.
6.4.1.4. Cuarto nivel
En los problemas que conforman este nivel, la serie denom inada Helados, el 
alumno ha de norm alizar una razón en un tanto por cien, expresado com o 
"¿cuántos de cada 100?" En el enunciado del prim er problema la razón que 
se da es: 6 de cada 20 (ver la figura 3.5.5 del Anexo 3.5).
R: (Escribe "30" al final del enunciado)
E: ¿Por qué?
R: Porque si en veinte..., si en veinte hay..., hay seis, veinte por cinco cien y  seis 
por cinco treinta.
Es como si Rodolfo identificara la relación escalar entre las cantidades de 
helados y usara el factor asociado a ella para resolver un  problema de valo r 
perdido del siguiente tipo:
Parece que el alumno no tiene dificultades para encontrar la solución a este 
tipo de problemas en los que la relación m ultiplicativa escalar es entera, 
pues en la versión del cuestionario para segundo ciclo resolvió 
satisfactoriamente todos los problemas de valor perdido.
Helados
20
Premios
6
l *x
3 0 3
Pr e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
6.4.1.5. Quinto nivel
Los problemas que conforman la secuencia de este nivel, la serie
denominada Kiosko, requieren que el alum no halle una cantidad
desconocida dado un referente y un tanto por cien. En el enunciado del
prim er problema la cantidad que se da como referente es 40 y la expresión
del tanto por cien es 20% (ver la figura 3.5.5 del Anexo 3.5).
R:... doce.
E: ¿En qué estás pensando para hacerlo?
R: Si el último signo es menos..., menos de la mitad, por lo que..., eso sería el cincuenta 
por ciento..., pero si tiene que haber el veinte por ciento, hasta cuarenta paquetes, pues 
entonces..., veinte paquetes.
Se refiere a 20% como un signo que le hace evocar el cincuenta por ciento. 
Tomando como referencia el cincuenta por ciento lleva a cabo u n a  
estimación para encontrar el veinte por ciento; sabe que 20% es menor, pero 
no cómo calcularlo. Podría decirse que, en un cierto sentido, se trata de u na  
compensación cualitativa, sin embargo el razonam iento parece que está 
sustentado en una comparación de enteros: 20 es m enor que 50 entonces 
20% es menor que 50%.
Dado que no ha resuelto satisfactoriamente el problema anterior se le 
propone otro de la serie del mismo nivel, pero más sencillo; la única 
variación consiste en cambiar 20% por 25% en el enunciado (ver la figura
3.5.7). No responde a esta tarea, por lo que la entrevista continúa con el 
tercer problema de la secuencia en el que ahora se cambia el 25% por 50% 
(ver la figura 3.5.8).
R: (Lee el primer párrafo del enunciado) Sí, ese sí me lo sé, veinte.
E: Veinte, pues escríbelo.
R: (Escribe "20" al final del enunciado.)
E: Veinte pues...
R: Porque si de cuarenta paquetes el cincuenta por ciento, que es la mitad, tienen premio, 
entonces sería...
E: Veinte. Luego, ¿entonces tú conoces bien el cincuenta por ciento?
R: Sí. Ahora sí que sé hacer ése, ahora sí. (Se refiere al problema anterior.)
El alum no identifica el 50% como la mitad de una cantidad y, con esta 
asociación, calcula m entalm ente la mitad de 40 paquetes. Regresando al 
segundo problema, el alumno tiene la siguiente actuación:
R: Que es... (Piensa..., hace algún gesto con manos y dedos.) Diez.
E: Diez. ¿Por qué?
R: Si ya sabemos el cincuenta y tengo que hacer la mitad de cincuenta..., de cincuenta por 
ciento y el cincuenta por ciento son veinte, veinte entre dos diez.
E: Diez.
R: (Escribe "10" al final del enunciado del problema con el 25% en el texto.)
E: Luego entonces diez, ¿por qué?
R: Porque si es la mitad de cincuenta, del cincuenta por ciento, y el cincuenta por ciento 
eran veinte, entonces el veinticinco por ciento será el veinte entre dos que vale diez.
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El hecho de presentarle un problema, que al parecer le es más familiar, ha 
sido suficiente para que el alumno resolviera otro problem a relacionado con 
un  porcentaje de 25%. Sigue considerando al porcentaje como una operación 
entre enteros, apareando de forma escalar, dem ediando o bien dividiendo 
entre 2. Su argum entación en estos dos problemas se puede resum ir en la 
forma:
50% de 40 —» mitad de 40 —» 20 
25% —» mitad de 50%
25% de 40 -> mitad de 20 -> 2 0 :2  = 10
Rodolfo, en su actuación, establece una relación m ultiplicativa entre las 
cantidades en juego, sin embargo subyace en ella una lectura de los símbolos 
25% y 50% como números enteros.
Regresando a la prim era tarea, el problema del 20%, el alum no no puede 
aplicar el procedimiento de demediar sucesivamente y vuelve a su prim era 
estrategia: la estimación.
R: (Observa el enunciado, no lee en voz alta y piensa...) Nueve.
E: ¿Nueve?
R: Sí. (Escribe "9" al final del enunciado.)
E: ¿Por qué?
R: Porque si es un poquito menos y..., nueve coma algo, pero...
Dicha estrategia se basa en una comparación entre 20% y 25%, de n u ev o  
como núm eros enteros, por tanto 20% de cuarenta debe ser m enor que 25% 
de 40. Sin embargo, no sabe cuánto más pequeño, pues le resta una unidad a 
la cantidad del 25% de 40 (9 = 10 -1 ) , pero como no le satisface piensa en u n  
núm ero decimal cercano a diez.
El entrevistador le cambia la representación del problema y busca que 
mediante la relación parte-todo el alumno haga la asociación de u n  
porcentaje a una parte de cien. Representa el todo -40 paquetes- con u n  
rectángulo (ver la figura 3.5.9 del Anexo 3.5). Con esta representación, el 
alumno asocia la mitad del todo (20 paquetes) con el 50% y la cuarta parte del 
todo (10 paquetes) con el 25%, sin embargo tiene dificultades para calcular el 
20% de 40, pues responde aditivamente a partir del resultado que halló para 
el 25%.
E: Y ahora te dicen... (dibuja una tercera barra rectangular) el veinte por ciento. 
¿Cuántos trozos harás?
R: Haría... Es nueve coma cinco.
E: ¿Nueve coma cinco?
R: Porque si le quito el..., el cinco por ciento es..., es sumarle a..., a diez cinco y luego 
restarle uno.
E: Sumarle a diez cinco y restarle uno.
R: Restarle a diez coma cinco, cinco...
Le quita 0'5 (aunque él se refiere al entero cinco y hace las operaciones con 
decimales) que está relacionado con la diferencia entre el 25% y el 20%. Tal
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vez le da un significado de núm ero decimal a los tantos por cien y 
m entalm ente hace la resta 2'5 -  2'0; comportamiento que es la primera vez 
que aparece en esta investigación y que se codificaría como clase 2.3.2.
El entrevistador le recuerda el núm ero de partes que ha hecho para el 50% 
(dos) y para el 25% (cuatro) y consigue que el alum no asocie el 20% con la 
quinta parte.
R: La quinta parte de cien.
E:... ¿Qué habría aquí en cada uno de ellos? (Se refiere a cada trozo de barra.)
R: El veinte por ciento.
E:¿Y cuántos paquetes habría en cada uno de ellos?
R: (Escribe "20%" en las otras cuatro casillas. Piensa..., parece que está calculando.) 
Cinco paquetes, porque es el cinco por ciento menos.
Parece que Lorenzo sigue pensando aditivamente, bien en la diferencia entre 
25 y 20 y la asocia ahora a la cantidad de paquetes que corresponden al 20%, 
bien en el resultado anterior (10 paquetes para el 25%) y le quita el entero 5 
asociado a 5% menos.
Para que el alum no cambie su razonamiento, el entrevistador le recuerda 
sus acciones anteriores y las vincula con la división.
E: ¿Y ahora por cuánto tendrías que dividir? (Señala con el dedo la barra de abajo.)
R: Entre cinco.
E: Entonces...
R: (En la parte inferior derecha de la hoja escribe la división en caja 40 : 5 = 8.)
E :... Luego, entonces en este caso el veinte por ciento es...
R: Ocho (Escribe en la parte derecha del final de la hoja "8".)
Dado los problemas que ha tenido el alumno con la resolución de dos de las 
tareas de la secuencia didáctica de este nivel, en especial con aquellos en los 
que aparece el 20% y el 25%, se le proponen otros ejercicios complementarios 
al protocolo. Éstos consisten en colorear en dos rectángulos cuadriculados, 
uno de dimensiones 2x10 y otro de 2x5, la superficie correspondiente a u n  
tanto por cien (ver la figura 3.5.10 del Anexo 3.5).
Para colorear el 50% del rectángulo de dimensiones 2x5, com ienza 
estimando el 50%, después el 40% reduciendo un poco y luego él 30% 
reduciendo otro poco.
R: El medio es esto, porque cuatro cuadrados y cuatro cuadrados, el medio aproximada­
mente esto. (Aparta el lápiz, indica con los dedos los cuatro cuadrados de abajo, luego los 
cuatro de arriba y deja un dedo marcando la mitad.)
E: Ahí es el medio.
R: Sí. Entonces aquí sería el cuarenta por ciento (pone el dedo por arriba de la marca). 
¿Treinta por ciento? Aquí en medio de ésta.
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Al parecer sigue comparando enteros (30<40<50) y estima el tamaño de la 
parte correspondiente a cada porcentaje asociado, posiblemente una  
compensación cualitativa o una estrategia sustractiva. Parece que lo que ha 
aprendido anteriorm ente no es suficiente para calcular este porcentaje. Sin 
embargo al cambiarle la representación del todo -u n  rectángulo 2x10- 
fácilmente halla la solución, aunque de nuevo recurre a la mitad como 
referente.
R: (Puntea can el dedo desde abajo, tres hacia arriba, y luego, desde la marca de 1 a 
mitad, dos hacia abajo.) Hasta ahí. (Indica con el dedo la tercera línea de cuadros) De 
ahí para abajo.
E: De ahí para abajo, ¿no?
R: Sí. (Hace una marca con negro.) (Toma un rotulador rojo y raya oblicuamente las tres 
primeras líneas de cuadros.)
Parece que la barra de diez unidades de altura le facilita la solución. Como se 
ha cambiado el valor de las unidades de partición y el todo se representa 
m ediante un rectángulo de dos unidades de base y diez de altura, el 
problema se reduce a un conteo de unidades enteras. Sin embargo, todavía 
no queda claro para el alum no qué valor tiene cada unidad representada, 
pues en un  ejercicio con una columna de una unidad de base y diez de altura 
(ver la figura 3.5.11 del Anexo 3.5), donde tiene que colorear el 30% de la 
superficie, Rodolfo, prim ero da una respuesta por conteo (tres cuadros) y 
después la modifica al interpretar el 30% como la división de cien entre tres.
R: Tres cuadrados.
E: Tres cuadrados. Luego tú los puedes pintar como quieras.
R: Sí. (Toma el rotulador rojo y comienza a rayar.) Sería esto más tres, tres, tres, tres, 
tres,...
E: No.
R: (Termina de rayar tres cuadros.) Es igual que dividir den entre tres, que es treinta y 
tres coma tres, tres, tres,...
Cuestionada su actuación, el alum no aprende que, si el todo es la colum na 
unitaria de diez unidades de altura, cada unidad de la colum na vale el diez 
por ciento.
R: Ca..., cada cuadrado vale por diez por ciento.
E: Y si ahora te digo que pintes el setenta por ciento.
R: (Puntea con el dedo, de abajo arriba, siete cuadros.) Hasta aquí.
Identificada la unidad de área con un diez por ciento, la estrategia de Rodolfo 
se reduce a un  conteo de unidades, pero no parece que haya quedado claro 
para el alum no el significado del 30% del área de un rectángulo de diez 
unidades, cuando éste se representa en una columna de dos unidades de 
base y cinco del altura.
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6.4.1.6. Sexto nivel
El primer problema consiste en la comparación de la calidad de las 
mermeladas de tres tarros, de distinto tamaño y forma (ver la figura 3.5.12 
del Anexo 3.5). La calidad está vinculada al tanto por cien que hay en la 
etiqueta de cada frasco.
R: Cuarenta y cinco por ciento, cuarenta y cinco por ciento y cincuenta y cinco por ciento. 
(Ha ido señalando con el dedo cada frasco.) El cincuenta y cinco por ciento.
E: ¿Por qué?
R: Porque se utiliza más fruta.
R: (Escribe "55 % Se utiliza mas fruta".)
Los distractores gráficos no afectan la reflexión del alum no para dar la 
respuesta. Sin embargo, por la actuación en los otros problemas de la 
entrevista, es plausible afirmar que Rodolfo no toma en cuenta la razón n i 
un significado particular del símbolo %, más bien hace una comparación de 
enteros: 45 < 55. Subyace en su actuación un argum ento de tipo directo: m ás 
porcentaje, más fruta.
Aunque se considera que ha respondido satisfactoriamente y que el 
protocolo de la entrevista está finalizado, ésta continúa con un ejercicio en el 
que el alumno tenga que hallar la cantidad de fruta dado un referente y u n 
tanto por cien. El enunciado del problema es: "Si un tarro tiene 200 gramos 
de mermelada y el 50% es fruta, ¿cuántos gramos de fruta tiene?" En 
relación con los problemas del quinto nivel, hemos de tener en cuenta que 
se ha pasado de un contexto con cantidades discretas (número de paquetes de 
papas) a otro con cantidades continuas (gramos de mermelada).
R: (Piensa...) Cincuenta. Cincuenta por ciento es un cuarto, de doscientos el cincuenta por 
ciento es un cuarto, sería... cincuenta.
E: ¿El cincuenta por ciento es un cuarto?
R: De doscientos.
E: ¿Seguro?
R: Sí. Cincuenta por dos cien y cincuenta por cuatro doscientos.
Rodolfo a lo largo de la entrevista piensa en el cien por cien como todo 
(cien) y asocia al símbolo 50% dos significados: el porcentaje o la mitad de 
100. Sin embargo ahora, con la relación m ultiplicativa que hace entre el 
porcentaje y el todo (50 x 4 = 200), cambia el significado de 50% en esta parte y 
se ratifica en su idea de que es un cuarto. Cabe notar que, de acuerdo con 
Schwartz (1986), el cambio de contexto o el de cantidades adjetivales, le 
confunde de tal manera que no identifica el 50% con la mitad.
La asociación del 50% con la mitad se ha convertido en este caso en u n  
obstructor, si el referente es 200 gramos, por lo que el entrevistador insiste en 
que el alumno le dé un significado correcto.
E: Luego, ¿entonces aquí? (Le da la vuelta a la hoja y le señala el problema escrito ante­
riormente en ella.) ¿El cincuenta por ciento de doscientos gramos?
308
DEL ANÁLISIS DE LAS ENTREVISTAS
R: Cien gramos.
E: Cien gramos.
R: Pero sería cien gramos de mermelada de fresa.
El entrevistador propone otro ejercicio, le cambia el referente a 300 gramos y 
le pregunta que halle el 25% (ver la figura 3.5.13 del Anexo 3.5).
R: Pues sería trescientos entre...
E: ¿Entre cuántos?
R: (Piensa...) Con doscientos cincuenta ser..., es el cincuenta por ciento... Ciento 
veinticinco.
E ¿Ciento veinticinco?
R: (Escribe "125 gr".) Ciento veinticinco gramos.
E: ¿Y por qué? ¿doscientos cincuenta es el cincuenta por ciento?
R: ¡Ah! no, cincuenta..., ciento cincuenta es el cincuenta por ciento... Setenta y cinco, 
sesen..., setenta y cinco gramos...
E: Setenta y cinco gramos.
R: (Tacha, queda "US", y  escribe "75 gr".)
Cambia su estrategia anterior de demediar sucesivamente para hallar el 25%, 
pues ahora tiene un comportamiento combinado, primero aditivo: calcula el 
50% restándole 50 al referente, y luego multiplicativo: halla la mitad de 250. 
Cuestionado sobre el 50% vueve a su estrategia anterior, demedia dos veces, 
y resuelve el problema. Parece que el alumno está cansado y se da por 
finalizada la entrevista.
6.4.1.7. Resumen de la entrevista
En los dos problemas de comparación de razones (mezclas), uno del p rim er 
nivel y otro del segundo, el alum no no tiene problemas para resolverlos 
mediante el uso de una normalización -"en  cada..."-, aunque en el segundo 
da evidencias de su tendencia a comparar cantidades de la misma especie.
Los dos apartados de la tarea Bocadillos los resuelve m ediante repartos 
unitarios, lo cual le sirve para resolver uno de ellos. La estrategia de 
enseñanza -in troducir en la pregunta una expresión norm alizada "...por 
cada estudiante"- ayuda al alum no a resolver el problema m ediante una  
comparación de las partes expresadas con fracciones.
La tarea en la que se requiere la conversión de una razón en un  tanto por 
cien la resuelve el alum no como si fuera un problema de valor perdido, 
haciendo uso de la relación escalar.
El alumno tiene dificultades para hallar una cantidad, tanto si ésta es discreta 
como continua, dado un referente y un tanto por cien. Cambiar el enunciado 
del problema, pasar a uno con el 50%, y la representación le ayudan al 
estudiante a asociar el 50% con la mitad y el 25% con la m itad del 50% y por 
tanto con la cuarta parte, pero no es suficiente para que el alum no perciba el 
significado de tanto por cien. Cuando el porcentaje no es uno de los citados 
arriba, el alum no m uestra una tendencia a resolver el problema haciendo 
estimaciones de tipo cualitativo a partir del 50% (la mitad) o a usar una
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estrategia sustractiva. Tendencia que no queda satisfactoriamente resuelta 
con la enseñanza planteada mediante la secuencia didáctica del quinto nivel 
y el ejercicio adicional propuesto en el sexto.
Durante la entrevista no queda claro, por parte del alumno, si en las 
comparaciones que hace con el % utiliza un significado particular del 
símbolo o las hace con números enteros.
6 .4 .2 . EN TERCER CICLO
La selección de Javier (alumno del sexto curso con el número 21 ) es debida a 
la actuación que ha tenido al responder el cuestionario -actuación global que 
se puede seguir en la tabla 5.31 del capítulo quinto.
Éxito
Éxito
Éxito
Éxito
Exito
Refrescos de limón 
Distinta razón
Normalización 
Por cada cien
N° de litros de soda 
"por cada" 
uno de cola
Comunidad
Valenciana
Refrescos de cola 
Igual razón 
2 le 6 ls y 5 le/ 15 ls
Refrescos de limón 
Distinta razón
50% y calidad
Mermeladas (a)
N° de litros de agua 
"por cada" 
uno de limón
50% y cantidad
Mermeladas (b)
Luz aparcamiento 
Distinto % 
42co/50p y 
 47 m /5Q  D___
Mermeladas (a) 
60% y calidad
Barras coloreadas
'parte" y "%'
Luz aparcamiento. 
Distinto %
Barras coloreadas
'parte" y "%'
Normalización 
¿Cuántas plazas 
ocupadas ae cada 
i n n ?
Mermeladas (b) 
60% y cantidad
I t in e r a r io  5 .6 .
S e c u e n c ia  s o b r e  C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y  ta n to  p o r  c ie n . T e r c e r  c ic lo .
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La actuación de Javier se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) En el bloque de tareas Comparación de razones y tanto por cien tiene 
tres comportamientos distintos:
-E n el prim er apartado de la tarea Mermeladas, opera con el tanto 
por cien como con una cantidad extensiva (clase 2.3.4);
-N o contesta al segundo apartado de la tarea Mermeladas; y 
-Resuelve satisfactoriamente las otras tres tareas del bloque (clase 
1.1.1 o clase 1.1.2).
b) En otro tipo de problemas aparecen comportamientos como:
-E n dos tareas de comparación de razones de densidad, usa de una  
estrategia de compensación cualitativa (clase 1.4.5);
-E n la tarea Rectángulo, interpreta el enunciado de una m anera 
distinta a la esperada (subcategoría 3.1).
-E n la tarea Repoblación de bosques, compara cantidades de la 
misma especie (clase 2.2.3).
c) Resuelve satisfactoriamente 14 de los 20 problemas del cuestionario.
La entrevista se realizó en el Seminario del Departamento de Didáctica de la 
Matemática de la Universitat de Valencia el 18 de junio de 1998; tuvo una 
duración aproximada de una hora, de las 11 horas 40 m inutos a las 12 horas 
35 minutos, y la transcripción completa de la misma está en el Anexo 3.6.
La secuencia didáctica que se ha desarrollado en la entrevista llevada a cabo 
con Javier se puede seguir en el Itinerario 5.6.
6.4.2.I. Primer nivel
La tarea con la que se inicia este nivel es un  problema de comparación de 
razones (mezclas) en el que la información se da de forma verbal (ver la 
figura 3.6.1 del Anexo 3.6).
J:... Si dos litros de jarabe tiene ocho litros de agua, dentro de..., de..., lo que dice Juan, 
dentro de..., dentro del jarabe de limón sería cuatro litros de agua y él le puso seis por 
tanto tiene más sabor de limón el de María y ..., y cuál de los dos sabe más...
J: (Escribe "El de Maria sabe más a limón que el de Juan")
E: Y ahora escribes la explicación.
J: (Escribe "Si un litro de jarabe tendría que tener 4 litros de agua, como Juan ha puesto 6 
tiene más sabor a limón el de María".)
E: Entonces, tú lo que has hecho..., tú lo que has hecho es ver aquí la cantidad de... (Le 
señala con el boli en el enunciado.)
J: Sí, o sea, si..., propongamos que María tiene en vez de dos litros de jarabe un litro de 
jarabe para tener el mismo proporción serían cuatro litros de agua y como Juan ha puesto 
seis...
Parece que subyace en su actuación una norm alización de razones del tipo 
"por cada uno", pues dice "dentro del jarabe de limón sería cuatro litros de 
agua". De esa forma compara los consecuentes -cantidades de agua- para
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usar un razonam iento de tipo inverso. Para buscar una razón unitaria 
equivalente, utiliza la expresión "para tener el mismo proporción", 
entonces, de esa manera, puede hacer más sencilla la comparación entre las 
dos razones.
é.4.2.2. Segundo nivel
La primera tarea de esta nivel es un problema de comparación de razones 
(mezclas) en el que la información se proporciona al alum no de forma 
verbal (ver la figura 3.6.2 del Anexo 3.6).
J: (Lee el enunciado.) Pues si por cada dos litros de agua salen a seis litros de agua axi 
gas, sería un litro de..., de cola tres litros de..., de..., de agua con gas y como aquí ha  
puesto cinco litros sería uno tres. Es lo mismo.
E: ¿Es lo mismo? Entonces lo escribes también.
J: (Escribe "En los dos el mismo sabor a cola".) (Lee la pregunta.)¿Qué te ha hecho 
decidir que tiene más sabor? (Escribe "Que si el Kiosko pusiera un litro de cola tendría 
que poner 3 litros de agua con gas. El kiosko B-h pusiera 1 litro de cola tendría que poner 
3 litros de agua con gas".)
Parece que el alumno se da cuenta de que las razones de las dos mezclas son 
equivalentes a una razón unitaria que la expresa en la forma "uno tres", por 
lo que afirma "es lo mismo". Como en el problema anterior ha vuelto a usar 
una normalización de razones del tipo "por cada litro ..." que le perm ite 
hacer la comparación fácilmente y concluir la igualdad.
6.4.2.3. Tercer nivel
En la primera tarea de este nivel, denominada Com unidad Valenciana, el 
alumno ha de normalizar una razón, 2 de cada 10, en un tanto por cien (ver 
la figura 3.6.3 del Anexo 3.6).
J: ... Si..., si tú..., si el diez fuera cien, sería el dos... Para pasar a porcentaje el dos sería 
el veinte por ciento, luego el veinte por ciento de las personas de la Comunidad 
Valenciana viven en Valencia y su área metropolitana.
E: Escríbelo.
J: (Escribe: "El 20 %", como respuesta, y como explicación: "í Para hallar el porcentaje el 
10 pasa a ser 100, entonces el 2 pasa a ser 20 (20%)".) 
por cinco treinta.
Es como si Javier planteara la resolución de un problema de valor perdido y 
usara la relación escalar entre la parte y el todo (toma el todo como cien) para 
hallar la solución.
Habitantes 
en Valencia 
2
Habitantes 
en la Comunidad 
10
l  xlO
100x
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Parece que ésta sea la estrategia o regla que se enseña en el aula de prim aria, 
para resolver este tipo de problemas. Como el alum no no tiene dificultades 
para encontrar la cantidad desconocida en un  problema de cuarta 
proporcional, pues en el cuestionario resolvió satisfactoriamente todos los 
problemas de valor perdido, tampoco la tiene para hallar el porcentaje 
equivalente a una razón dada.
Ó.4.2.4. Cuarto nivel
Las dos primeras tareas de este nivel tienen dos apartados. En el primero, el 
alum no ha de comparar dos razones de densidad en una situación 
equivalente a la del sexto nivel del protocolo de las entrevistas sobre 
densidad (coches aparcados /  plazas del aparcamiento) y, en el segundo, el 
alum no ha de comparar las dos razones de densidad con un tanto por cien 
para tomar una decisión (ver las figuras 3.6.4 y 3.6.5 del Anexo 3.6).
J:... ¿Pero en qué sentido?
E: Relativamente más lleno.
J: Más lleno sería éste. (Señala con el lápiz el aparcamiento B.)
E: ¿Éste, por qué?
J: Porque hay trescientas plazas, al ha..., hay doscientas cuarenta y tres, y en éste hay  
menos plazas que aquí, aunque hayan doscientas cuarenta y tres plazas que es más aquí, 
hay menos plazas aquí falta más en este hay trescientos, aquí más poco por lo que éste 
está más lleno que aquí, que aunque hay más, todavía falta para llenar. (Al mismo 
tiempo que hablaba ha ido señalando con los dedos las diferencias entre el dato "plazas 
ocupadas en el A" y el dato "plazas ocupadas en el B".)
E: Pero, ¿entonces cuál?
J: Éste (el A).
A pesar de que el entrevistador le aclara el sentido de la expresión del 
enunciado "más lleno" con el término "relativam ente", Javier tiene dos 
comportamientos distintos en la resolución del prim er apartado del prim er 
problema. En un principio hace una comparación de cantidades de la m ism a 
especie (clase 2.2.3), pues toma la decisión -e l B está más lleno- en función 
del número de plazas ocupadas.
Luego Javier tiene un  comportamiento que pudiéram os considerar aditivo 
(compara las diferencias entre los antecedentes y los consecuentes de las 
razones) y concluye con un razonam iento inverso del tipo "donde sobran 
menos plazas está más lleno". Sin embargo su conclusión la basa en el uso 
de un razonam iento cualitativo: "que aunque hay más, todavía falta para 
llenar".
Para responder a la segunda pregunta de la tarea, Javier no hace una  
comparación con el tanto por cien, sino que responde de forma in tu itiva  
m ediante un argum ento de tipo cualitativo que podría ser: "Hay m uchos 
coches circulando, luego luz roja en los dos aparcamientos".
J: ¿Crees que debe tener la luz encendida alguno de los aparcamientos?
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J:... A ése se la pintaría roja (Señala con el lápiz el aparcamiento B). A éste roja porque 
hay más coches circulando y a éste también (señala el A), también roja.
Dada la actuación de Javier, no satisfactoria, el entrevistador le propone la 
siguiente tarea de la secuencia del nivel. Una tarea más sencilla, pues en ella 
los dos aparcamientos tienen la misma cantidad de plazas: cincuenta.
J: (Escribe "Como hay el mismo número de plazas, el que tenga coches aparcados ya es el 
que está más lleno".)
Pone de manifiesto Javier que los consecuentes son iguales -m ism o número 
de plazas-, y decide, en función de los antecedentes, con un  razonam iento 
de tipo directo.
En relación con el segundo apartado de la tarea, responde:
E: Bueno, entonces ¿cuál de los dos crees que tendría la luz encendida? O los dos, o uno, o 
ninguno.
J: (Piensa ...) Verde para los dos.
De nuevo Javier no compara las razones con el porcentaje. Parece que toma 
la decisión en relación con su actuación en la tarea anterior, donde decidió 
que en los dos 'rojo' porque circulaban muchos coches, pero, como ahora 
circulan menos, entonces 'verde' para los dos.
Hasta ahora, no parece que el alumno reconozca las relaciones entre el 
núm ero de coches y el núm ero de plazas como razones y que, para 
compararlas con el tanto por cien del enunciado, éstas pueden norm alizarse 
en un porcentaje. Por ello, el entrevistador le recuerda su actuación en el 
problema Com unidad Valenciana, y Javier comienza a actuar del siguiente 
modo:
J: Sí, sí. Sería para el..., por dos el... (Señala el número de plazas en el recuadro.)
J: (Escribe, a la izquierda del final de la hoja, la siguiente operación en línea: 
"50 x 2 = 100" y debajo la siguiente: "42 x 2 = 84".) Pues sería el ochenta y cuatro por 
ciento.
E: ¿Y en éste? (Le señala el B.)
J: (Escribe, al final de la hoja, la siguiente operación en línea: "50 x 2 = 100", y debajo de 
ésta la siguiente: "46 x 2 = 92".) Noventa y dos por ciento.
E: Luego...
J: Éste estaría roja y éste no.
De nuevo aplica la estrategia que utilizó anteriormente, identifica la relación 
entera que hay entre la parte (50 plazas) y el todo (cien) y transforma las 
razones en porcentajes, lo que le permite compararlas con el 90% y tomar la 
decisión correcta. Tal vez en esta última acción sólo compara enteros.
Regresando a la primera tarea, es consistente con sus actuaciones anteriores 
y usa la misma estrategia.
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J: (Mira ligeramente el enunciado, parece que lo recuerda, y directamente empieza a 
realizar operaciones. Escribe, a la izquierda del final de la hoja, la siguiente operación 
en línea: "200:2 = 100", y debajo de ésta la siguiente: "184 : 2 = 92".) Este (señala el A) 
tiene que tener la la luz roja. (Toma el rotulador rojo y pinta el indicador de luz. Deja el 
rotulador, toma el lápiz.) ¿Y éste? (Escribe a la derecha del final de la página la  
siguiente operación en línea: "300 : 3 = 100", y debajo de ésta la siguiente división en 
caja: "243:3 = 81, restos 03 y 0".)Y éste no (señala el B).
E:Y éste no. Luego entonces, lo que pensabas antes... Es mejor que, en vez de ir buscando 
diferencias...
J: Hallar porcentajes.
El alumno utiliza ahora factores m ultiplicativos no enteros para alcanzar el 
100 en la normalización (1/2 y 1/3) y, en cada caso, compara directam ente el 
porcentaje hallado con el 90% dado para tomar la decisión. En n in g ú n  
m om ento Javier ha utilizado el término "relativam ente" sino que prefiere 
utilizar las cantidades relativas en "porcentajes".
6.4.2.5. Quinto nivel
El prim er problema de este nivel coincide con el prim er apartado de la tarea 
M ermeladas de la versión del cuestionario para tercer ciclo, en el que el 
alum no ha de completar la etiqueta de un frasco de m erm elada con u n  
porcentaje (ver la figura 3.6.6 del Anexo 3.6).
J: (Escribe, a la izquierda del final de la página, las siguientes operaciones en línea: 
"450 : 2 = 225" y "60 : 2 = 30", y en lugar para la respuesta lo siguiente: "Si el frasco 
pequeño tiene la mitad de cantidad, el frasco pequeño también tiene la mitad de 
mermelada".) ...
Javier repite la misma actuación que tuvo al resolver este problem a del 
cuestionario: opera con el tanto por cien como con una cantidad extensiva. 
Es decir que toma el núm ero entero que hay en la expresión del tanto por 
cien como la cantidad de fruta y resuelve una proporción. Como la actuación 
de Javier en la resolución de este problema no ha sido satisfactoria, el 
entrevistador le propone el siguiente problema de la serie de este n iv e l 
Mermeladas-calidad, donde el enunciado verbal es equivalente, pero se 
cambia un dato: el 50% por el 60% (ver la figura 3.6.7 del Anexo 3.6).
J: El veinticinco por ciento tiene éste.
E: Veinticinco por ciento, ¿no? Luego escribes ahí veinticinco por ciento.
J: (Escribe "25%" al final de la página.)
E: ¿Y habrías hecho lo mismo que antes? ¿No?
J: Sí.
El alum no ha vuelto a operar con el tanto por cien como si fuera u n a  
cantidad extensiva, por lo que la entrevista continúa con un  problem a en el 
que se cambia la representación: hay un apoyo visual con barras 
rectangulares de distinto tamaño, pero subdivididas, de forma análoga, en  
partes coloreadas (ver la figura 3.6.8 del Anexo 3.6).
E: ... ¿Entonces qué parte de la barra está rayada verticalmente?
J: La mitad.
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E: La mitad.
J: (Escribe "La mitad".)
E: ¿Y ahora qué pregunta?
J: ¿Qué tanto por cien de su superficie representa? ¿La verticalmente?
E: Sí.
J: (Escribe "El 50 %".)
E: El cincuenta por ciento. ¿Y en ésta de aquí? (Le señala la barra de la derecha, rayada 
de la misma manera, pero de menor tamaño.)
J: También el cincuenta por ciento.
Con información pictórica, Javier no tiene problema para identificar m itades 
y asociarlas con el 50%, independientem ente del tamaño. Sin embargo, en 
los dos problemas anteriores asociaba la mitad de masa y la reducción del 
tamaño del tarro (más pequeño) con la mitad del porcentaje. Aunque en esta 
tarea su actuación ha sido satisfactoria, antes de regresar a los prim eros 
problemas del nivel, el entrevistador le propone otro problema de barras 
coloreadas, de mayor dificultad que el anterior. Ahora una barra rectangular 
tiene dieciséis unidades cuadradas (dos columnas de ocho unidades) y la otra 
ocho (dos columnas de cuatro unidades); ambas tienen las tres cuartas partes 
rayadas oblicuamente (ver la figura 3.6.9 del Anexo 3.6).
J: (Lee el enunciado y la primera pregunta. Parece que cuenta las casillas rayadas, pues 
se oye muy bajo: uno, dos, tres, cuatro,...) Es lo mismo.
E: ¿Y cuánto es?
J: O sea aquí hay..., en esta hay uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis. Seis pintadas 
oblicuamente y dos sin pintar. (Señala la Ia columna de la barra de la izquierda.)
E: Y dos sin pintar.
J: Y aquí hay tres, que es la mitad, y uno sin pintar que es la mitad de eso. (Señala la 1a 
columna de la barra de la derecha.)
No usa la fracción ni el porcentaje para identificar la parte rayada, sino que 
compara las razones entre la parte rayada y no rayada en la columna de la 
izquierda de las dos barras, para decir que es lo mismo. Parece una estrategia 
similar a la utilizada en el problema del segundo nivel Refrescos de cola, 
aunque ahora no normaliza como entonces -u n o  a tres-, pues la 
equivalencia la justifica demediando y la diferencia de tamaños no le influye 
en su respuesta.
La entrevista continúa con otros dos problemas con representación gráfica 
(ver las figuras 3.6.10 y 3.6.11 del Anexo 3.6) en los que Javier ha de colorear 
el 40%, en un caso, y el 60%, en otro, de dos barras rectangulares (una de 
dimensiones 2x10 y otra de dimensiones 2x5). En la prim era barra resuelve 
los problemas m ediante un conteo unitario y en la segunda con un conteo 
de veinte en veinte.
J: (Toma el rotulador rojo.) El cincuenta por ciento sería hasta aquí... (Señala la mitad 
de la altura en la barra de la izquierda.) Por lo tanto sería..., uno, dos, tres, cuatro, cinco, 
seis, siete, ocho, nueve, diez,... (Ha punteado can el dedo las casillas de la primera 
columna.) Sería hasta el cuarto. Uno, dos, tres, cuatro (puntea con el dedo). Hasta aquí.
E: ¿Tú qué habías contado: veinte, cuarenta, sesenta, ochenta y hasta cien? (Le marca con 
el lápiz en la segunda barra de abajo a arriba.)
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J: Sí, como cinco cuadrados para cien, cada cuadrado medirá veinte unidades.
J: Lo haría igual. Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, hasta aquí. (Marca con una raya roja 
y va a empezar a colorear.)
J: Sería lo mismo de antes. Veinte, cuarenta, sesenta, hasta aquí. (Marca con una línea 
roja).
Dado que su actuación en los problemas con información gráfica es 
satisfactoria, el entrevistador regresa al primer problema de la secuencia de 
este nivel. El alum no continúa pensando en la cantidad de fruta y, 
únicamente contraponiendo su primera actuación al resolver el problem a 
(usó el porcentaje como una cantidad extensiva) con las que ha tenido al 
resolver los problemas con información gráfica, Javier cambia su 
com portam iento.
E: Hay conservantes, hay otras cosas, luego no todo lo que hay es fruta. ¿Entonces qué 
ocurre...? ¿Aquí ahora, qué pondrías tú? (Señala la etiqueta del frasco pequeño.)
J: (Piensa.) El sesenta por ciento.
E: El sesenta por ciento. ¿Por qué?
J: Porque aunque aquí sea la mitad, si son de la misma calidad, tienen que dar la misma 
cantidad de fruta.
E: Entonces aquí, ¿qué estabas pensando? (Le señala su respuesta y las operaciones.)
J: Que teman que ser unas proporciones, pues al tener la mitad de cantidad por cada...
E: Y estabas pensando como si fuera un problema de..., de proporciones, de que si aquí es 
la mitad también tiene que haber la mitad de todo aquí ¿no? (Señala los dos frascos.)
Parece que Javier cuando identifica tres núm eros en un enunciado y u n a  
relación entre dos de ellos piensa que hay una cuarta proporcional y 
resuelve el problema mediante una regla de tres. Es decir, que, como ha de 
resolver el problema y no percibe el porcentaje como una razón 
normalizada, manifiesta una tendencia a operar con los datos o a aplicar u n a  
regla aprendida.
6.4.2.Ó. Sexto nivel
El prim er problema de este nivel coincide con el segundo apartado de la 
tarea Mermeladas de la versión del cuestionario para tercer ciclo, en el que, 
dado un porcentaje -60% - y un  referente -450 gram os-, el alum no ha de 
hallar una cantidad (ver la figura 3.6.12 del Anexo 3.6).
J: Si cuatrocientos cincuenta gramos, el sesenta por ciento será... (Piensa...) Tiene que ser 
más de doscientos veinticinco gramos, porque si la mitad de cuatrocientos cincuenta, que 
era doscientos veinticinco, como es el sesenta por ciento...
Javier prim ero estima con el cincuenta por ciento, sabe que el 60% es m ás, 
pero como no encuentra una relación entre el 50% y el 60% no sabe 
continuar. Para resolver este problema en el cuestionario, el alum no h izo  
varias operaciones que aparecen tachadas, entre ellas la división de 450 entre  
2, y no dio ninguna respuesta.
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Como su actuación no es satisfactoria, el entrevistador le propone el 
siguiente problema del protocolo, uno similar en el que únicamente cambia 
el porcentaje: 50% en lugar de 60%. El alumno responde rápidam ente de 
forma correcta, tal como era de esperar por su actuación anterior.
El entrevistador regresa al primer problema, y le cuestiona de nuevo.
J: Tiene que ser más de doscientos veinticinco gramos porque es el sesenta por ciento.
E: Luego entonces como..., ¿qué harías?
J: (Piensa...) Dividiendo los cuatrocientos cincuenta gramos en partes iguales y...
Dada la propuesta que hace el alumno, la entrevista continúa con u n  
problema donde el porcentaje es el inicial (60%) y el referente (450 gramos) 
se representa con una barra rectangular de diez unidades de altura y dos de 
base (ver la figura 3.6.14 del Anexo 3.6).
El entrevistador opta por una primera asociación de 50 gramos en cada 
unidad de la altura, pero esto le llevaría a representar el todo con una  
columna de nueve unidades de altura que no tiene ninguna relación entera 
con el cien. Por ello, el entrevistador cambia la representación y opta por una 
barra rectangular de diez unidades, dos de base y cinco de altura (ver la figura 
arriba indicada).
E:... Si son diez, cuánto hay en cada uno de ellos.
J: (Dice algo en voz muy baja que no se entiende)
E: Si nosotros ponemos el diez por ciento (escribe "10%" en el cuadrito de arriba a l a  
izquierda.), ¿qué tendremos que poner? ¿La décima parte? ¿Cuántos tenemos que poner?
J: Cuarenta y cinco.
El alumno reconoce la parte y, como había aprendido en el anterior nivel a 
colorear el porcentaje de área en una barra dividida en diez partes, rem arca 
el 60% en la barra rectangular, que corresponde a los seis cuadritos de abajo 
en la barra.
J: Cuarenta y cinco, noventa, ciento treinta y cinco y con esto ciento ochenta. (Ha ido 
señalando las cuatro casillas de arriba.)
E: Ciento ochenta, ¿cuánto hemos pintado ahora?
J: El sesenta por ciento.
E: No.
J: No el..., la..., el cuarenta por ciento.
El alum no tiene una confusión, pues cuenta de 45 en 45 en las casillas de 
arriba, por lo que, cuestionado de nuevo, responde:
J: ¿Cuántos gramos de fruta tiene? Entonces es ciento..., ciento ochenta gramos de fruta es 
el cuarenta por ciento, no el sesenta.
E: (Le señala la etiqueta del frasco.)
J: Entonces serían... (Puntea las casillas de abajo.) Ciento ochenta, doscientos 
veinticinco..., doscientos setenta.
E: Doscientos setenta, que es más de...
J: De la mitad.
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Con la visualización del problema, mediante el cambio de representación en 
barras de diez unidades, el alumno ha aprendido a resolverlo, pero no queda 
claro el significado que le da Javier al tanto por cien. Como en el prim er 
problema del nivel anterior Javier quería resolverlo con una proporción, el 
entrevistador le invita a que plantee este problema de ésa manera.
E:... Si cuatrocientos cincuenta es cien, ¿cuánto es el sesenta por ciento?
J: ¿El sesenta por cien? Si cuatrocientos cincuenta..., no. En la barra sería, si esto es cien 
(señala toda la barra de diez unidades de altura que hay tachada en la figura 3.6.14) 
entonces sería hasta la sexta.
El alumno no calcula, sino que asocia la estrategia de solución al conteo en la 
representación gráfica, por ello el entrevistador le escribe los datos en form a 
de matriz dos por dos:
100% 450 gr.
60% x
J: (Piensa..) No me lo han enseñado así.
Parece que, como no reconoce ninguna relación entera entre las cantidades 
que hay escritas, no ve el planteam iento como una proporción o cuarta 
proporcional y no responde. Sin embargo, para transform ar una razón en un 
porcentaje y para resolver la primera parte del problema Mermeladas, Javier 
muestra una tendencia a utilizar la proporción.
6.4.2.7. Resumen de la entrevista
En los problemas de los dos primeros niveles se observan dos actuaciones 
iguales: en ambos casos recurre a una norm alización de razones del tipo 
"por cada uno" para hacer la comparación de dos mezclas.
En el tercer nivel y en el cuarto, el alum no no tiene dificultades para 
transform ar una razón en un  porcentaje equivalente.
En el cuarto nivel, cuando ha de comparar dos razones de densidad, 
manifiesta una tendencia tendencia a comparar cantidades de la m ism a 
especie, las plazas ocupadas (coches) o las plazas vacías. No percibe la 
relación "núm ero de coches/núm ero de plazas" como una razón, lo que le 
impide norm alizarla y por tanto comparar con un  porcentaje dado. Para 
superar esta dificultad ha sido necesario, por una parte, plantearle u n  
problema más sencillo y, por otra, recordarle, con un problema por él 
resuelto, su competencia para hallar un porcentaje equivalente.
En el quinto nivel, el alum no manifiesta una tendencia a aplicar una regla 
aprendida o a operar con datos del problema y, para ello, usa el porcentaje 
como una cantidad extensiva. La visualización de la situación, con el cambio 
de representación, y la relativización de la misma, con el cambio de tam año,
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perm iten que el alum no aprenda, en la secuencia didáctica del nivel, a 
superar la dificultad que plantea al principio de ella.
El alum no m uestra una tendencia a buscar una relación entera entre el 
núm ero entero que indica el porcentaje y cien que le permita resolver 
fácilmente el problema. Si no encuentra esta relación, el alumno no  
responde o plantea una estrategia errónea, por ello, solamente la 
visualización y el cambio de representación le ayudan a resolver estos 
problemas.
6.5. ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE LAS ENTREVISTAS SOBRE 
VALOR PERDIDO Y PROPORCIONALIDAD
En relación con el bloque de tareas Valor perdido y proporcionalidad se h an  
diseñado tres versiones de una secuencia didáctica (ver los organigramas 4.7, 
4.8 y 4.9 en el capítulo cuarto) para realizar dos entrevistas con enseñanza. 
Para ponerlas a prueba se han seleccionado dos alum nos entre los que 
respondieron el cuestionario adaptado en el curso 1996-1997. Las entrevistas 
se realizaron en el prim er trimestre del curso 1997-1998, una con Daniel, 
alumno de 4oA, y otra con Carmen, alumna de 6°A.
6.5.1. En s e g u n d o  cic lo
A Daniel se le ha seleccionado para entrevistarlo debido a la actuación que 
ha tenido al responder el cuestionario adaptado, en su versión para el 
segundo ciclo, durante el curso 1996-1997, por lo que su actuación global n o  
está recogida en las tablas que hay en el capítulo cuarto, sino en Fernández et 
al. (1998).
Esa actuación global se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) Desarrolla una estrategia aditiva de diferencia constante para 
resolver el problema Tazas de arroz (clase 1.4.3).
b) En sus actuaciones, al resolver los problemas del cuestionario 
adaptado que están relacionados con el bloque de tareas Valor perdido y 
proporcionalidad, hay manifestaciones de:
-in terpretar el doble como un aumento arbitrario (clase 1.4.4) 
-repetición de un dato (clase 2.2.1)
-enfrentar dificultades de otra naturaleza (clase 1.1.2)
-com parar cantidades de la misma especie (clase 2.3.3)
c) Resuelve 8 de los 17 problemas del cuestionario con éxito.
La entrevista se ha realizado en una sala del Colegio Público de Prácticas, 
anexo a la Escuela Universitaria de Magisterio, el 16 de octubre de 1997; tu v o  
una duración aproximada de hora y media, de las l l h  30m a las 13h, y la 
transcripción completa de la misma está en el Anexo 3.7.
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La secuencia didáctica que se ha seguido en la entrevista llevada a cabo con 
Daniel puede observarse en el Itinerario 6.7.
P ro b lem a C a t . l* P rob lem a E sq u em a  lin ea l
T a za s d e  arroz +---------- ♦ C o ch es +-------- ► (x 3 )
(T res v e r s io n e s) ____ __t “ — ► (■) .
Éxito
i
P ro b lem a P rob lem a E sq u em a  lin ea l
C a r a m e lo s T en d ed eros <------- ► (x ?)
(Dos versiones) (4) ----------- ► (12)
Éxito
P ro b lem a E sq u em a  lin ea l
Q u esos <------ ► (x ?)
(12) -----------► (4)
Éxito
t
T abla  d e E xtraer s itu a c io n e s V isu a liz a c ió n  d e  u n a
p r o p o r c io n a lid a d 4 ------ ► se n c illa s  d e  la  tab la <--------► cuarta p rop orc ion a l co n
L á p ices /P r e c io s e l v a lo r  u n ita r io
I t in e r a r io  6 .7 .
S e c u e n c ia  s o b r e  V a lo r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .  S e g u n d o  c ic lo .
6.5.1.1. Prim er nivel
La primera tarea de este nivel es igual que la denominada Tazas en la 
versión del cuestionario para el segundo ciclo (ver la figura 3.7.1 del Anexo
3.7) y la actuación del alumno en su resolución condiciona la elección de 
modalidad de protocolo para seguir la entrevista (ver el epígrafe 4.5 del 
capítulo cuarto).
D : A q u í  t e n g o  q u e  d ib u ja r  d o s .
E: D o s, ¿por q u é  dos?
D: Porque a q u í h a y  s e is , y  s i una taza  d e  arroz v a le  por tres, y  si h a y  s e is , ten go  que 
dibujar d o s , ten g o  q u e  dibujar dos.
E: A  v er , v u é lv e m e  a exp licar  p o rq u e  y o  n o  te e n te n d í b ien .
D: N o , q u e  s i a q u í u n a  taza  v a le  p or  tres, d o s  ta za s  d e  arroz v a ld r á n  p o r  se is .
La presencia de la expresión "por cada" en el enunciado favorece que Daniel 
reconozca la relación externa (triple), sin embargo parece que resuelve el 
problema haciendo uso de la relación escalar "doble-mitad". Puede ser que el 
alumno use un razonamiento del tipo: "si hay el doble de tazas de caldo, 
habrá el doble de tazas de arroz".
Esta actuación satisfactoria hace que el entrevistador deba continuar la 
entrevista con la primera modalidad de los dos protocolos diseñados para
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ella. Sin embargo, para continuarla, y antes de pasar al siguiente nivel, opta
por plantearle al alum no otros problemas de valor perdido en los que se
m antiene la situación, pero se hace algún cambio. Primero, se cambia la 
posición de la cantidad desconocida, y luego, el tamaño de la cuarta cantidad.
En el prim er problema propuesto, la disposición de los datos sería:
1 3
5 x
y la actuación de Daniel para resolverlo se observa en el siguiente diálogo:
E: ¿Y si María tuviera cinco tazas de arroz?
D: Cinco, treinta.
E: ¿Por qué treinta?
D: No, quince.
E: ¿Por qué?
D: Porque cinco por tres son quince,..., es una multiplicación.
Daniel reconoce el problema como uno de multiplicar y, tras utilizar uno de 
los datos del problema anterior (el seis), resuelve el problema con éxito. 
Siguiendo a Vergnaud, Puig y Cerdán (1988) denom inan este tipo de 
problemas como isomorfismo de medidas, subcategoría "Multiplicación".
La disposición de datos del siguiente problema es:
1 3
x 18
E: ... ¿Y si yo tuviera dieciocho tazas de caldo?
D: (Piensa...) Tres por dieciocho, n o ,... dieciocho entre tres.
Daniel reconoce el problema como uno en el que hay que dividir (Puig y 
Cerdán (1988) denom inan este tipo de problemas como isomorfismo de 
medidas, subcategoría "Cuotición"). Para hallar la solución tiene algunas 
dificultades, debido a su tendencia a utilizar algún dato del últim o problem a 
resuelto, pero finalmente halla la solución.
6.5.1.2. Segundo nivel
La primera tarea de este nivel se corresponde con el problema Caramelos del 
cuestionario (ver la figura 3.7.3 del Anexo 3.7). En él las dos relaciones son 
enteras y la disposición de los datos en una matriz 2x2 es la siguiente:
x 3 
18 6
En principo Daniel estima, al azar para ver si acierta, que el valor unitario de 
un  caramelo es un duro (cinco pesetas, el precio más corriente de u n  
caramelo en un puesto de golosinas) y m entalm ente resuelve la 
multiplicación 6x5 para ver si coincide con el otro dato que le dan en el
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enunciado. Como no le sirve, tras cuestionarle el entrevistador, cambia de 
estrategia, halla mentalmente el valor unitario (tres pesetas) y responde con 
este resultado. Finalmente da la respuesta correcta y en  su explicación 
m uestra que ha identificado la relación escalar "doble-m itad" y que la ha  
usado en su resolución.
D: No, nueve. Nueve, porque si aquí ha comprado seis y valen dieciocho pesetas, 1 a 
mitad serán tres y aquí la mitad serán nueve, entonces valen nueve pesetas.
La actuación de Daniel es satisfactoria, pero como ha desarrollado dos 
estrategias erróneas, antes de continuar el protocolo de la entrevista, se le 
propone un problema en el cual la relación m ultiplicativa asociada a la 
relación escalar no es la relación "doble-mitad". Ahora la disposición teórica 
de los datos, y que en un momento escribe el entrevistador, es:
18 pesetas 6 caramelos
x 2 caramelos
El alum no resuelve el problema aditivam ente m ediante una construcción 
aditiva descendente (building dozvn, en teminologia de Kaput, 1993).
E:... ¿y qué pasa si quisiera comprar dos caramelos?
D: Mmm..., le quitamos..., seis pesetas.
El entrevistador quiere que el alum no cambie de estrategia y piensa que 
introduciendo la expresión "por cada..." lo logrará.
E: Por cada..., por seis caramelos pagó 18 pesetas.
D: Hago lo mismo que aquí, le quito la mitad que son 9 pesetas.
E: ¿Porqué la mitad?
D: Porque le quito la mitad y luego le quito otro.
E: Le quitas la mitad y luego le quitas otro.
D: Otro caramelo.
En ningún m om ento el alum no hace uso explícito de la relación funcional 
para hallar el valor unitario, ni de éste para hallar el valor de dos o de tres 
caramelos. Sin embargo, al final de este nivel el alum no explicita que ha  
hallado el valor unitario m ediante agrupamientos en el dibujo que había 
hecho antes de las nueve monedas, en el que hizo una disposición de ellas 
en tres filas y  tres columnas (ver la figura 3.7.3).
D: Y si cada caramelo vale tres pesetas...
E: Cada caramelo vale tres pesetas, ¿eso como lo sabes?
D: (Señalando en la hoja del problema inicial de este nivel.) Porque aquí dieciocho, le  
quito la mitad vale nueve, entonces aquí hay..., no sé, más. Espera, si aquí tres caramelos 
valen nueve pesetas, eh..., cada caramelo valdrá tres pesetas. (Señala cada una de las 
columnas de la matriz 3x3 de monedas que dibujó.)
D: Si pagó nueve pesetas, si quiere quitar uno, serán seis pesetas, porque si hay tres 
barras de nueves, tres pesetas en cada barra de ésas, y hay tres caramelos, si le quitamos 
un caramelo, tendríamos que quitar una barra, entonces sería tres pesetas.
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6.5.1.3. Tercer nivel
La primera tarea de este nivel es el problema denom inado Quesos, que no  
está en el cuestionario (ver la figura 3.7.5 del Anexo 3.7). Los datos del 
problema se corresponden con el siguiente esquema:
El alumno resuelve el problema recordando un hecho num érico, el 
resultado de una multiplicación.
D: Que entonces..., cada balan..., cada pesita de ésas tendrá que ser tres pesas para que 
pese como un peso.
E: ¿Cómo lo hiciste? ¿cómo supiste?
D: Multiplicando.
E: Multiplicando, ¿qué?
D: Cuatro por tres.
E: ¿Cuatro por tres?
D: Ocho, no, cuatro por tres, sí.
E: Cuatro por tres, ¿y te dio cuatro por tres?, ¿te da qué?
D: Doce.
E: Doce. Y entonces ¿cuánto tiene que poner la Sra. Rosa aquí?
D: Tres. Tres o cuatro.
E: Tres o cuatro ¿cuántos?
D: Tres...
La duda del alum no viene provocada por su estrategia, si doce es igual a 
cuatro por tres, no sabe si la solución es uno o el otro. Cuestionada su 
respuesta, el alumno opta por hacer una división.
D: Voy a hacer la división.
E:¿Vas a hacer la división?
D: (Al dorso de la hoja del problema escribe la siguiente división en caja 12 : 4 = 3, resto 
0.) Bajo el 12, tres, tres por cuatro doce, tres. A tres caramelos cada uno.
E: ¡Caramelos!
D: (Se ríe de su respuesta.) Tres pesitas de ésas cada uno.
Su error en la verbalización (tres caramelos) indica su tendencia a utilizar 
datos, numéricos o verbales, de situaciones anteriores, aunque corrige con 
facilidad sus distracciones.
6.5.1.4. Cuarto nivel
En el problema inicial de este nivel el alum no ha de completar una tabla de 
proporcionalidad (ver la figura 3.7.7 del Anexo 3.7). Los datos num éricos y el 
contexto son los del problema que utilizó Ricco (1977 y 1982) y la tarea Tabla 
de cambio, en la versión del cuestionario para tercer ciclo, es una adaptación 
del mismo.
x
12 pesas
1 queso 
4 quesos
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Tras leer con Daniel el enunciado del problema y comprobar que él ubica 
correctamente los datos en la tabla, el entrevistador le invita a que complete 
la tabla.
E:... Ella está tratando de apuntar cuánto ha pagado cada uno.
D: Sergio a..., con tres lápices valen doce pesetas, entonces un lápiz valdrá... Primero 
veo dos y luego hago la resta, dos lápices valdrán seis pesetas y un lápiz tres pesetas.
La cuarta proporcional que ha escogido Daniel para hallar el valor un ita rio  
es muy parecida a la del problema Quesos:
1 lápiz x
3 lápices 12 pesetas
pero ahora no hace uso del hecho numérico que usó entonces -tres por 
cuatro es doce. Más bien parece que primero demedia (para hallar el valor de 
dos lápices) y luego demedia de nuevo para hallar el valor unitario.
En una acción posterior, Daniel nos dice que sí usa un  hecho num érico para 
resolverlo, tal vez influenciado por la posición de los datos en la tabla, pues 
primero halla el valor de dos lápices.
1 lápiz x
2 lápices
3 lápices 12 pesetas
Para ello usa un hecho numérico, dos por seis es doce, que le perm ite saber 
lo que valen dos lápices y luego demedia o hace la división para hallar el 
valor de un lápiz, ya que conoce lo que vale dos.
Identificado por el alum no "su" valor unitario, el entrevistador le invita a 
que complete la tabla.
E: Entonces por uno pagó tres pesetas.
D: (Asiente con la cabeza.)
E: Por dos...
D: Por dos seis, por tres doce y por..., y por cuatro dieciseis, y por cuatro quince. (Respon­
de mirando la tabla.)
E: Y por cinco...
D: Y por cinco veinte, y por seis veinticinco, no veintitrés.
En un principio el alumno no reconoce el conteo de tres en tres, tal vez por 
el salto en los valores de los datos que hay escritos en la tabla o porque está 
recitando parte de la tabla de multiplicar del cuatro. Como en las tareas 
anteriores, manifiesta una tendencia a usar el último dato que utiliza, pero 
usa conteo de tres en tres (o la adición del valor de "uno" más), a partir de 
los datos que hay en la tabla, cuando se da cuenta de que, con el valor 16 y el 
valor 25, el valor unitario que había calculado cambia.
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Mediante situaciones sencillas extraídas de la tabla el entrevistador lleva al 
alumno a varias contradicciones. Un ejemplo, en el que el alum no tiene u n  
comportamiento aditivo, es:
E: A ver, no veas el veinte ése, si no veo el veinte..., Lucía pagó... Si no estuviera esto... 
(Le señala y tapa el dato del valor que hay en la tabla para cinco lápices.)
D: Lucía pagó quince pesetas por cuatro lápices.
E: ¿Y por cinco?
D: Por cinco tendría que pagar..., tendría que pagar dieciocho.
E: ¿Y qué dice ahí? (Destapa lo escrito.)
D: Veinte pesetas.
E: ¿Y qué pasó?
D: Que esto valdrá un duro más, que vale una peseta más.
E: ¿Y por qué va a valer una peseta más?
D: Creo que dos, porque..., no lo sé. (Golpea con el lápiz y se ríe.)
Otro ejemplo, en que el alum no usa la relación escalar mitad, lo podem os 
ver en el siguiente trozo de diálogo:
E: Lucía tendría que pagar 15 pesetas y si a ver...te voy a poner otro problema: Lucía 
pagó por 4 lápices 15 pesetas. ¿Cuanto pagó María..., no, Ana por dos lápices? (Escribe el 
enunciado en la parte superior del reverso de la otra hoja que usa Daniel.) Éste es otro 
problema, a ver...
D: Primero tendría que saber lo que valdría uno.
E: ¿Y cómo sabes lo que vale uno?
D: Si cuatro valen quince, quitándole..., si cuatro valen quince..., si no supiera nada, 
tendría que valer tres pesetas, no, no sé..., sí, un lápiz vale tres.
E: No sabías nada, tú nada más sabes que Lucía pagó por cuatro lápices quince pesetas.
D: Tendría que hacer..., (piensa ...) podría ser una resta, una multi..., ¡una división!
E: ¿Qué división tendrás que hacer?
D: Quince entre dos.
E: ¿Por qué entre dos?
D: Porque si cuatro lápices valen quince, tendría que quitar tres y si quiero saber lo que 
valen dos, tendría que quitar la mitad de cuatro.
E: Bien, quince entre dos.
D: (Debajo del enunciado escribe la siguiente división en caja "15 :2 = 7, resto 1".) Cojo el 
quince, tres por siete..., tres por siete catorce y me sobra una, lo pongo aquí. Tendrá que 
valer siete pesetas.
E: Siete pesetas y me sobra una. ¿Y aquí qué pasó? ¿cuánto valen dos? (Le muestra el 
resultado que ha escrito en la tabla.)
D: Seis.
E: Entonces, ¿qué pasó?
D: Que entonces aquí tendría que valer siete y entonces no sería la mitad.
Y por último, un tercer ejemplo, donde Daniel usa la relación escalar doble, 
es:
E: Vamos a ver otro problema, a ver si llegamos a ver lo que ha pasado, pues no entiendo 
muy bien, porque de esta manera pagó siete y de ésta pagó seis. Sergio pagó doce pesetas 
por tres lápices y quiero saber ¿cuánto pagaría Marta? Marta compra seis lápices. 
¿Cuanto pagará Marta? (Escribe el texto en la misma hoja anterior y debajo del otro 
enunciado.)
D: Doce pesetas tres lápices, pues sería el doble.
E: El doble, ¿de qué?
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D: De doce.
E: ¿Por qué?
D: Porque si..., si tres lap..., si Marta compra seis lápices y..., y Sergio pagó doce..., doce 
pesetas por tres lápices, sería el doble, el doble de tres porque seis duplica a tres
D: Tendría que hacer una multiplicación, doce por dos. (Escribe la siguiente operación en 
columnas 12 x 2 = 24.) Dos por dos cuatro, dos por una dos, veinticuatro, veinticuatro.
Este resultado (24 pesetas) no coincide con el que había calculado antes (23, 
como resutado de sumarle su valor unitario "3" al dato 20).
El entrevistador le propone empezar a llenar de nuevo la tabla de 
proporcionalidad. Para hallar el valor unitario, el alumno continúa con una  
actuación equivalente a la que ha tenido hasta ahora en este nivel: calcula el 
valor de dos lápices como la mitad de doce y el valor de uno como la m itad 
de seis.
Para cambiar la forma de razonar de Daniel en la búsqueda del valor 
unitario, el entrevistador recurre a la visualización -dibuja tres lápices y 
doce monedas (ver la figura 3.7.14 del Anexo 3.7).
E: Aquí, aquí hacemos un dibujo. (Toma una hoja en blanco) Tengo tres lápices mira, aquí 
están los tres lápices... (Dibuja tres líneas verticales), y aquí están las doce pesetas. 
(Dibuja doce círculos que forman una matriz 3x4.) ¿Sí? Ahí están las doce pesetas y esos 
son los tres lápices (le entrega la hoja con el dibujo).
D: Ya lo sé, cada lápiz vale cuatro pesetas.
E: ¿Por qué?
D: Porque si aquí tres lápices..., hay tres lápices, si lo pongo así ... (le da media vuelta a 
la hoja y señala ahora tres columnas) me saldrá en tiras lo que vale. Es lo que pienso.
La visualización del problema por medio de la información pictórica ayuda a 
Daniel en su razonam iento y, éste, ya no tiene dificultad para resolverlo 
mediante agrupamientos. Calculado el valor unitario, el alum no halla los 
valores de los otros elementos de la tabla con adiciones repetidas hasta llegar 
al valor de ocho lápices (hay un salto en la secuencia de la segunda colum na 
de la tabla), que lo hace multiplicativamente.
D: Ya tengo todo esto, y ahora quiero saber lo que vale ocho, ocho vale treinta y dos.
E: ¿Por qué?
D: Porque cuatro por ocho es treinta y dos.
E: Ocho por cuatro treinta y dos. ¿Y por qué estás multiplicando ahora, si antes estabas 
sumando?
D: Porque si ya sé lo que vale, cuatro pesetas, y tengo que ver lo que vale ocho lápices, y a 
sé cuanto vale un lápiz, que vale cuatro pesetas, y tengo que saber lo que valen ocho, 
tendría que hacer una multiplicación. Porque cuatro más cuatro..., o sumas, cuatro, ocho, 
doce, dieciséis, veinticuatro, veintiocho, treinta y dos. Treinta y dos (escribe "32" en 1 a 
séptima casilla).
Parece que el cálculo del valor unitario le ha perm itido al a lum no 
identificar, y usar, el factor multiplicativo asociado a la relación externa. A 
partir de este momento, y hasta que el salto es m uy grande en la secuencia de 
la segunda columna, el alum no va completando la tabla usando para ello,
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tanto la relación m ultiplicativa (x4) como la construcción aditiva (suma el 
número de unidades múltiples necesario para hallar el resultado).
Para hallar el valor de 71 lápices, aunque el salto en la secuencia de la 
segunda columna es muy grande, el alumno quiere m antener la estrategia 
de la construcción aditiva pero tiene dificultades, pues se olvida de uno de 
los datos. De forma resumida, la situación que aborda el alumno es:
18 lápices 72 pesetas
71 lápices x pesetas
D: Espera, primero hago la resta y así lo que me dé lo multiplico luego.
E: Lo hacemos acá (le da una hoja para hacer operaciones).
D: (Escribe la siguiente operación en columna "71 -  18 = 53".) Setenta y uno menos 
dieciocho igual, de ocho a uno a tres y llevo una, una y uno a siete cinco, serían cincuenta 
y tres lápices más. (Escribe la siguiente operación en columnas "53 x 4  = 212".) Ahora 
tendría que hacer cincuenta y tres por cuatro igual, tres por cuatro es doce, llevo una, 
cuatro por cinco veinte, es doscientas doce pesetas.
E: ¿Doscientas doce pesetas qué es?
D: Doscientas doce pesetas tendría que costar setenta y un lápices.
En esta actuación el alumno opera con parte de los datos, pues se olvida del 
valor de 18 lápices. Sorprende que para calcular el valor de 72 lápices no haga 
uso de la construcción aditiva, le sume el valor unitario al resultado 
obtenido anteriormente, sino que lo halle multiplicativamente.
D: Sé cuanto cuesta... (Señala uno con el dedo índice.)
E: Sé cuanto cuesta un lápiz, eso sí sé.
D: Cuatro por setenta y dos.
E: Cuatro por setenta y dos. Eso es otra manera de hacerlo.
D: (Escribe la siguiente operación en columnas "72 x 4 = 288".) Cuatro por setenta y dos 
igual, dos por cuatro ocho y cuatro..., cuatro por siete..., cuatro por siete igual a..., cuatro 
por siete es veintiocho, doscientas veintiocho pesetas, ¡no!, doscientas ochenta y ocho. 
(Había escrito 228 y corrigió de inmediato escribiendo un 8 encima del segundo dígito.)
La comparación de los dos resultados, el valor de 71 lápices y el de 72 lápices, 
le lleva a Daniel a reconocer que el obtenido para 71 lápices está mal, pues la 
diferencia de un lápiz (72 -  71) no se corresponde con la diferencia entre los 
valores hallados. El alum no es capaz de hallar el valor de 71 lápices 
m ultiplicativam ente (71 x 4 = 284) y reconstruir correctamente la estrategia 
que, en un  principio, hizo mal. Además comprueba que de las dos m aneras 
da lo mismo.
Finalmente, para hallar el valor de 75 lápices vuelve a sumar el valor de tres 
lápices que compra más.
D: A ver, si cuatro lápices valen tres pesetas, si cua..., si un lápiz vale cuatro pesetas y 
me han comprado, D. Federico me ha comprado setenta y cinco lápices, eh... me h a 
comprado tres lápices de más, entonces tengo que sumar..., multiplicar tres por cuatro, 
que es doce, entonces sumar doce mas doscientos ochenta y ocho.
E: Y si no supiera cuanto valen setenta y cuatro o setenta y dos, si no supiera cuánto valen 
setenta y dos, ¿qué harías?
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D: Setenta y cinco por cuatro.
E: Setenta y cinco por cuatro. ¿Y las dos formas te salen?
D: De las dos formas te saldrá.
Realiza las dos operaciones, comprueba la igualdad de los resultados y se da 
por finalizada la entrevista.
6.5.1.5. Resumen de la entrevista
En el prim er nivel, donde los problemas tienen en el enunciado la unidad y 
una expresión del tipo "por cada", el alumno resuelve los problemas 
multiplicativamente haciendo uso de la relación escalar en dos casos y de la 
relación funcional en uno.
En el segundo nivel, donde los problemas no tienen en el enunciado la 
unidad ni una expresión del tipo "por cada", el alum no tiene dificultades 
para resolver los problemas multiplicativam ente. En la solución del prim er 
problema, prim ero desarrolla una estrategia errónea, pues hace uso de u n  
valor unitario al azar, y después usa correctamente la relación escalar 
"mitad". En la solución del segundo problema, usa lo que ha hallado en el 
problema anterior, el valor de tres caramelos y el valor unitario, que ha 
encontrado con agolpam ientos, y desarrolla una estrategia de construcción 
aditiva descendente.
El alumno m uestra una tendencia a resolver los problemas m ediante el uso 
de un hecho num érico de la tabla de multiplicar. En el problema Quesos 
también podría pensarse que ensaya un resultado, como hizo en el problema 
Caramelos al asignarle, al azar, un valor unitario (un duro) a un  caramelo, 
sin embargo después resuelve el problema con una división.
La secuencia de datos numéricos de una de las columnas de la tabla de 
proporcionalidad actúa como distractor. Sólo la visualización le permite al 
alum no superar esa dificultad y encontrar el valor unitario m ediante 
agrupam ientos.
Cuando la diferencia entre los datos del problema es pequeña, tanto en u n o  
de valor perdido como en la tabla de proporcionalidad, el alum no m uestra 
una tendencia a resolver el problema aditivamente.
Algunas dificultades que tiene el alumno, en la resolución de alguno' de los 
problemas, se deben a su tendencia a utilizar datos, numéricos o verbales, de 
situaciones anteriores, aunque corrige con facilidad sus distracciones.
6.5.2. En TERCER CICLO
A Carmen se la ha seleccionado para entrevistarla debido a la actuación que 
ha tenido al responder el cuestionario adaptado, en su versión para el tercer 
ciclo, en el curso 1996-1997, por lo que su actuación global no está recogida en  
las tablas que hay en el capítulo cuarto, sino en Fernández et al. (1998). La
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transcripción completa de la entrevista está en el Anexo 3.8. La doctora 
Olimpia Figueras actuó como auxiliar del investigador, por ello en la 
transcripción aparece la abreviatura O que corresponde a sus intervenciones.
P rob lem a  
B otes d e  p in tu ra
P rob lem a
C a r a m e lo s
E sq u em a  lin ea l 
(x  ?)
(5) ► (151
Éxito
P rob lem a
M a n te le s
143 P rob lem a
P iz z e r ia
C t.2
C u e stio n e s  d e l t ip o  
q u e  p ro p o n e  W inch
E sq u em a  lin ea l 
( x ? )
P rob lem a P rob lem as
T en d ed eros ----------► R u ed as ---------- ►
(Adicional al protocolo) (Adicionales al protocolo)
P rob lem a  
T a z a s  
(Adicional al protocolo).
I
T abla d e  
p r o p o r c io n a lid a d  
L ápices /  p recio
E xtraer s itu a c io n es  
s e n c illa s  d e  la tab la
I t in e r a r io  6 .8 .
S e c u e n c ia  s o b r e  V a lo r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .  T e r c e r  c ic lo .
Esa actuación global se caracteriza por:
a) Usar la estrategia aditiva de la diferencia constante para resolver el 
problema Tazas de arroz (clase 1.4.3).
b) Las sus actuaciones que tiene al resolver los problemas del 
cuestionario adaptado, que están relacionados con el bloque de tareas 
Valor perdido y proporcionalidad, pues en ellas hay manifestaciones 
de:
-interpretar el doble como un aumento aditivo, en la tarea 
Muñecos (clase 1.4.2);
-interpretar el doble como un incremento arbitrario, en la tarea 
Perro (clase 1.4.4);
-repetir algún dato del enunciado, en la tarea Fotografía (clase 
2.2.1); y
-usar un patrón o una unidad diferente, en la tarea Refrescos 
(clase 1.3.3).
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b) Resolver 11 de los 18 problemas del cuestionario con éxito.
La entrevista se ha realizado en una sala del Colegio Público de Prácticas, 
anexo a la Escuela Universitaria del Magisterio, el 16 de octubre de 1997; 
tuvo una duración aproximada de hora y cuarto; de las 15h 15m a las 
16h.30m.
La secuencia didáctica que se ha seguido en la entrevista con Carmen puede 
observarse en el Itinerario 6.8.
6.5.2.1. Primer nivel
La primera tarea de este nivel, Botes de pintura, está diseñada sólo para este 
protocolo de entrevista. Tiene una estructura similar a la de la tarea Tazas, 
pues la relación escalar es entera (factor tres) y la funcional no lo es (factor 
5/3).
C: ... (Lee las cuatro primeras líneas del enunciado. Observa y continúa leyendo las 
cuatro líneas siguientes.) Pues si cada cinco botes tendría que necesitar tres, le quitaba 
dos botes y aquí entonces serían ocho botes blancos y..., y... No, aquí tenía quince, 
entonces aquí tendría que tener..., de pintura roja tendría que tener trece.
Carmen ha desarrollado una estrategia de tipo aditivo, m antiene la 
diferencia que hay entre los antecedentes de las dos razones que forman la 
cuarta proporcional. Es el mismo comportamiento que tuvo al resolver el 
problema del cuestionario Tazas.
Dada la actuación de la alum na, se le propone el siguiente problema de la 
secuencia de este nivel, la tarea del cuestionario Caramelos.
C: (Lee el enunciado completo del problema Caramelos.) Si ha comprado seis caramelos 
y le pagan el..., el doble, o sea seis pesetas, más seis pesetas, más seis pesetas dieciocho 
pesetas, y Antonia..., y Antonia quería comprar..., Antonia ha comprado cinco. No, uno, 
dos, tres,... (Puntea para contar en el segundo recuadro.) No, no lo entiendo.
E: ¿Y sabes..., el de cuántos?
C: El de seis.
E: Entonces tú puedes saber lo de tres.
C: Sí.
E: ¿Cómo?
C: Sumando tres veces... tres.
E: ¿Sumando tres veces tres?
C: O multiplicando tres por dos 
E: Luego si multiplicas tres por dos...
C: Tres por dos seis.
E: Seis. Luego... ¿entonces qué podrías poner?
C: Nueve, eran nueve pesetas.
E: Nueve pesetas. ¿Entonces aquí qué pondrías?
C: Dibujaría nueve pesetas.
E: Dibujarías nueve pesetas.
C: (Dibuja nueve monedas en disposición matricial 3x3.) Ya está.
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Parece que Carmen encuentra el valor unitario (tres) haciendo una  
construcción aditiva (en una acción posterior aclara que ha sum ado dos 
veces seis) y que halla el valor de tres caramelos m ediante una adición 
repetida o añadiendo el valor de dos caramelos al de uno. En su resolución 
no ha relacionado los datos m ultiplicativam ente y, regresando al problem a 
anterior, Botes de pintura, no reconoce la relación entera escalar. Por ello, se 
le propone, siguiendo el protocolo, un esquema lineal m ultiplicativo, que 
coincide con los datos de la relación escalar en el primer problema.
E:... (Toma una hoja en blanco y escribe el diagrama lineal 5 —  x [ ] —> 15 ) ¿Por qué
número multiplicarías tú cinco para hallar el quince?
C: Por diez.
E ¿Por diez?
C: No..., por tres. (Escribe "3" en el hueco.)
E: Si tú multiplicas cinco por tres, te da...
C: Quince.
E: Vamos a ver aquí qué ocurre. ¿Cuántos botes hay aquí?
C: Cinco.
E: ¿Y aquí?
C: Quince.
E: Luego para pasar de aquí a aquí...
C: Tendré que multiplicar por tres.
En la primera respuesta se muestra la tendencia de la alum na a relacionar 
los datos aditivam ente (diez es la diferencia entre los datos del esquema). 
Parece que la presentación de los datos en un diagrama lineal le ayuda a 
Carmen a reconocer la relación multiplicativa escalar en el problema Botes 
de pintura, pero no a resolverlo.
El entrevistador le propone de nuevo el prim er problema y Carmen de 
nuevo relaciona los datos aditivamente. El entrevistador quiere que 
resuelva el problema m ultiplicativam ente. Para ello, le cuestiona 
cualitativamente, en el sentido que hacía Winch (1914), y, tras una respuesta 
correcta a esta cuestión, le invita a que resuelva el problema con dibujos, es 
decir con agrupamientos (ver la figura 3.8.4 del Anexo 3.8).
E: Vamos a ver. Si tú tienes cinco aquí, puedes pintar aquí tres.
C: Sí.
E: Coge cinco de ahí (señala la segunda cuadrícula).
C: (Agrupa cinco botes con una línea cerrada.)
E: Si tienes cinco, ¿cuántos tendrías que poner ahí?
C: Tres.
C:... (Agrupa cinco botes en un lado y dibuja tres en el otro.)
E: ¿Cuántos hay ahora?
C: Nueve (puntea con el lápiz para contar).
E: Luego de aquí a aquí... ¿ahora cómo has pasado? (Le señala la segunda columna de
datos.)
C: Por tres. (Mira hacia la hoja del diagrama multiplicativo.)
E: ¿Y de aquí a aquí ahora? (Señala la primera columna de datos.)
C: Por tres.
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Parece que con los cuatro datos del problema Botes de p intura la a lum na 
reconoce la relación m ultiplicativa escalar entre ellos. Para ver si tam bién 
los relaciona así, le propone de nuevo el problema Caramelos.
E: Vamos a ver si hacemos otra vez el problema de antes. (Le presenta una hoja nueva 
con el problema Caramelos.)
E: ¿Cuántas tiene que pagar?
C: Nueve.
E: Nueve. ¿Por qué tienes nueve ahora?
C: Porque aquí tenías... dieciocho pesetas y has comprado seis y has tenido que sumar 
dos veces el seis para que te dé dieciocho pesetas.
Parece que interpreta el triple de una "unidad" como añadir dos "unidades" 
y calcula el valor de tres caramelos como 3 más dos veces 3.
Ó.5.2.2. Segundo y tercer nivel
En este nivel, la primera tarea es la denominada Manteles (ver la figura 3.8.6 
del Anexo 3.6). Se trata de un problema verbal en el que las dos relaciones 
son no enteras: el factor asociado a la relación funcional es 2/5 y en la 
relación escalar es 2/3.
De nuevo la alum na manifiesta su tendencia aditiva, pues desarrolla la 
estrategia de la diferencia constante. Además, da evidencias de tener 
problemas con el algoritmo de la resta.
C: ... Si tiene treinta metros de rollo de papel, doce, can veinte... Tendré que restar 
treinta menos doce para ver cuánto...
E: Pues escribe.
C: (Escribe la siguiente operación en columnas "30 -12 = 19".) Diecinueve.
E: ¿Cuántos podrá hacer?
C: Doce.
E: ¿Doce manteles? Veinte menos diecinueve, ¿qué da? Es preferible que escribas. Escribe 
ahí veinte menos diecinueve.
C: Qunto a la anterior escribe la siguiente operación en columnas "20 -19 = 01".)
E: ¿Crees que con veinte metros hará un mantel o hará más manteles?
C: No, hará más.
La alumna sabe responder a una pregunta de tipo cualitativo, que le perm ite 
darse cuenta de que su respuesta no es adecuada. Dada su actuación, el 
entrevistador sigue la entrevista con la siguiente tarea del protocolo, el 
problema Pizzería (ver la figura 3.8.8 del Anexo 3.8). Se trata de un  problem a 
verbal donde una de las dos relaciones es entera, la funcional. De form a 
resumida, el problema se puede representar con el siguiente esquema:
5 pizzas para 15 niños
2 pizzas para x
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Tras una lectura del problema con la alumna, el entrevistador le hace varias 
preguntas para favorecer la comprensión del mismo. Entre ellas, una de tipo 
cualitativo -d e  las que hace Winch (1913, 1914a y b)- que, como en los casos 
anteriores, la resuelve correctamente.
Como era de esperar, tiene un comportamiento aditivo para resolver el 
problema.
O: ¿Por qué llegaron menos?
C: Porque aquí pone cinco pizzas para quince, pero, si tú das dos pizzas, no llega para 
tantos, llega para menos.
O: Entonces, ¿para cuántos niños le alcanza con esas dos pizzas?
C: Para doce.
O: Para doce. ¿Por qué para doce?
C: Porque aquí habían llegado cinco niños y... ¡ ay no!, quince niños y les habían dado 
cinco pizzas y quiere decir que cada..., cada quince niños cinco pizzas por..., cinco pizzas 
son pues como para..., o sea que se llevan diez y... (Señala can el lápiz en la segunda 
línea que ha escrito.)
E: Luego tú pondrías diez más...
C: Diez más
E:... y te daría doce.
C: Doce.
M: (Escribe "para 12 niños", a continuación de "2 pizzas".)
Como en el nivel anterior, el entrevistador recurre a un diagrama lineal 
multiplicativo que coincide, en este caso, con los datos que determ inan la 
relación funcional y que es el mismo que propuso anetriormente.
E: (Toma una hoja en blanco y escribe el esquema lineal "5 —  x [ ] —» 15".) ¿Por qué 
número multiplicarías tú el cinco para que te diera quince?
C: Por tres.
También, como en el nivel anterior, el entrevistador recurre a la 
representación pictórica, para ver si con el cambio de representación y la 
técnica de agrupamientos, la alumna relaciona los datos m ultip licativa­
m ente.
La alumna dibuja la información del problema, incluida la solución de su 
estrategia aditiva, en forma matricial de la siguiente manera:
5 círculos (pizzas) 15 muñecos (niños)
2 círculos (pizzas) 12 muñecos (niños)
Se le cuestiona sobre el número de niños que podrían comer con una pizza y 
de nuevo tiene un comportamiento aditivo.
E: Si hubiera una pizza nada más, para cuántos niños... ¿Cuántos podrían comer con una 
pizza aquí?
C: Para once.
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La solución "una pizza para once niños" no le satisface a la alum na y, ella 
misma, decide hacer agrupamientos. Primero encuentra la relación "tres 
niños para cada pizza" y luego "seis para cada pizza". Mediante una pregunta 
cualitativa Carmen se da cuenta de que la solución no es correcta.
E: Y entonces estos niños... (señala los quince de arriba) comerán más o menos que éstos 
(señala los doce de abajo).
C: Más.
E: ¿Y está bien?
C: No.
E: Luego el problema está bien..., ¿está bien resuelto?
C: (Niega con la cabeza.)
Utilizando la primera cantidad intensiva unitaria que ha encontrado 
Carmen (una pizza para cada tres niños), el entrevistador pretende que la 
alum na resuelva el problema.
E: Con una pizza, ¿cuántos niños podían comer?
C: Con una pizza...
E: Mira las cosas que has hecho antes.
C: (Mira en su hoja de trabajo anterior.) Con una pizza, tres.
E: Tres. Luego con dos pizzas...
C: Nueve. Porque por cada pizza comen tres, por dos pizzas..., por dos pizzas comerán 
nueve.
No interpreta la pregunta m ultiplicativam ente sino que, como hizo en el 
problema Caramelos, hace una construcción aditiva. Su razonam iento es del 
tipo: "si con una pizza comen tres niños, entonces con dos más com erán 
nueve".
El entrevistador recurre, otra vez, a la visualización, invita a que la a lum na 
dibuje. Ésta pinta un círculo y tres muñecos y, luego, otro círculo y otros tres 
muñecos. Esto le conduce a dar la respuesta correcta (seis niños) y a 
reconocer la relación multiplicativa funcional (triple), que utiliza sin 
dificultad, aunque se le cambien algunos datos del problema.
El entrevistador regresa al problema Manteles y, al m ismo tiem po que lee el 
problema con la alum na, le formula varias preguntas, entre ellas alguna de 
tipo cualitativo.
O: ¿Podrá hacer más o podrá hacer menos o podrá hacer igual?
C: Menos.
O: ¿Menos?
E: Menos que antes. ¿No?
C: Sí. (Piensa un tiempo.) No se me ocurre nada.
E: ¿No se te ocurre nada? Pintamos a ver si se te ocurre algo.
La alumna pinta los treinta metros, como quince palitos en una línea y otros 
quince debajo, y las doce mesas, como seis formas rectangulares y debajo 
otras seis. Carmen propone resolver el problema con una división, de 
nuevo presenta problemas con el algoritmo, y da como resultado el resto.
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E: Doce manteles. Ahora hemos de ver cómo..., cómo hacemos para..., para tapar con 
estos metros de papel esas mesas.
C: Dividiendo... Dividiendo treinta entre doce.
E: ¿Dividiendo treinta entre doce?
C: Sí. (Escribe una división en caja "30 : 12 = 3, resto 04". El dos del divisor aparece 
escrito sobre un cinco.) Tres por una..., tres por una es tres, tres por dos seis, a diez cuatro 
(escribe "4" en el resto), tres por una es tres, a tres cero (escribe "0" en el resto). Cuatro 
metros cada mantel.
Para ver si la respuesta es correcta, la alumna hace agrupamientos. Como ha 
dado la respuesta cuatro, agrupa los palitos (metros) de cuatro en cuatro y le 
sobran dos. En vez de repasar la operación que ha hecho, prefiere ensayar 
otra solución. Vuelve a dibujar treinta palitos y agrupa de dos en dos, 
entonces le sobran mesas. Ensaya con agrupamientos de tres y le faltan 
mesas.
E: ¿Y las has hecho todas?
C: No, faltan dos.
E: Faltan dos. Luego, ¿qué ocurre?
C: Que se han...
E: Más o menos de dos metros.
C: Más. Medio metro (en voz baja).
E: ¿Qué?
C: Medio metro.
E: Medio metro. ¿Tres metros y medio?
C: (Piensa.) Sí.
E: Lo podrías hacer.
C: (Dibuja veinte palitos en dos filas, en la primera veintiséis y en la segunda cuatro.) 
Las hago así (hace unas agrupaciones de tres y medio, para ello el cuarto palito de una 
agrupación lo parte por la mitad). Una, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho (las 
mesas las ha punteado). No.
E: Luego nos ha faltado tela, fíjate ahí.
C: Sí.
E: ¿Entonces qué ocurre? Que algo no estamos haciendo bien.
C: Sí.
Dado que la alum na no ha sido capaz de resolver el problema, ni de hallar 
ninguna de las relaciones multiplicativas, el entrevistador desiste y continúa 
con la entrevista proponiéndole otros problemas de valor perdido que n o  
están en el protocolo. Primero, el problema del cuestionario Tendederos en  
el que la información es verbal y las relaciones son enteras: la escalar es la 
relación doble-mitad y la funcional es la relación triple.
En un principio, la alum na intenta desarrollar m entalm ente una estrategia 
aditiva, la misma que en los casos anteriores (mantener constante la 
diferencia entre los elementos que determinan la relación funcional). S in  
embargo no puede, ya que la estructura del problema no favorece el 
desarrollo de esta estrategia (ningún alumno la desarrolló al resolver el 
cuestionario). La disposición matricial de los datos es:
4 tendederos 12 metros
x tendederos 6 metros
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Pero insiste en su tendencia aditiva y opta por operar aditivam ente con los 
datos.
E: ¿Cuántos podrá hacer?
C: Con seis metros podrá hacer... catorce.
E: Catorce. ¿Por qué?
C: Porque si sum..., si contamos de cuatro a doce se llevan ocho, entonces si sumamos seis 
catorce, y ...
El entrevistador recurre al cambio de representación, por lo que invita a la 
alum na a que dibuje. Ésta dibuja seis círculos (metros), cuatro formas 
rectangulares (tendederos) y doce círculos (ver la figura 3.8.18 del Anexo 3.8).
E: ¿Y cuántos podrás hacer?
C: Catorce.
E: Dibújalos.
C: (Dibuja catorce tendederos en dos filas de siete, primero dibuja trece y los puntea, 
pinta uno más y vuelve a puntearlos.) Catorce.
Para que Carmen se dé cuenta de que su resultado no es plausible, el 
entrevistador le cuestiona de forma cualitativa. La alum na responde 
adecuadamente, como ha hecho a lo largo de la entrevista, y el entrevistador 
cambia de tarea, para regresar más tarde a este problema.
El segundo problema adicional que se le propone es el denom inado Ruedas 
(ver la figura 3.8.19 del Anexo 3.8), que forma parte de uno de los protocolos 
de segundo ciclo diseñados para este tema.
De forma resumida, la disposición de los datos es:
2 coches 8 ruedas
4 coches x ruedas
Se lee pausadam ente el problema con la alum na y ésta propone resolverlo 
mediante una adición repetida.
O: ¿Cuántos había montado?
C: Dos.
O: Entonces, ¿qué vas a hacer para saber cuántas ruedas necesita?
C: Sumar.
O: ¿Sumar? ¿Qué vas a sumar?
C: Cuatro, más cuatro, más cuatro, más cuatro (escribe en columna 4+4+4+4 = 16). 
Dieciséis.
Cuestionada su m anera de resolver el problema, la alum na opta por 
relacionar los datos multiplicativamente.
O: ¿Multiplicar?
C: Cuatro por dos.
O: ¿Por dos? ¿Por qué por dos?
C: No, por cuatro, por cuatro.
O: A ver escríbelo.
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C: (Escribe en columnas la multiplicación "4x4 = 16".)
O: ¿Te da lo mismo?
C: Sí.
Para ver cuál es la percepción que tiene la alumna de las relaciones en juego, 
se le propone que ella se invente un problema, relacionado con el anterior.
O :... Tú invéntate un problema que hable de coches y de ruedas.
C: Marc estaba jugando con sus coches y se le estropeó su coche. Tenía doce coches, se le  
estrope..., se le quitaron a..., a cuatro coches las ruedas y cuántas ruedas necesitarías 
para montarlos.
O: A ver escríbelo.
C: (Ha escrito "tenias 12 coches-para Jugando se quitan las 4 ruedas de 3 coches ¿cuantas 
ruedas necesito para montarlos?".)
O: A ver, entonces...
C: Pues lo mismo.
O: ¿Lo mismo?
C: Sí.
O: ¿Multiplico cuatro por cuatro?
C: No. Si tienes doce coches y en...,y cada coche tiene cuatro ruedas y se quitan las cuatro 
ruedas a tres coches tendrás que... multiplicar... o sumar... tres más tres, no cuatro más..., 
más..., no. Cuatro más... (Piensa y observa su texto.) Pues tendrás que hacer las cuatro 
ruedas de los tres coches..., tendrás que..., pues..., dibujar los cua..., los cuatro coches...
La alum na no es capaz de relacionar los datos de su problema, n i 
aditivam ente ni m ultiplicativam ente, por lo que propone recurrir a u n  
cambio de representación (dibujar), ya que en otros problemas le ha ayudado 
a resolverlos.
Dibujados tres coches con cuatro ruedas (ver la figura 3.8.22 del Anexo 3.8), la 
alumna decide, primero, hacer una suma repetida (4 + 4 +4) y, luego, hacer 
una multiplicación (4 x 3 ).
C: Pues ahora tendrás que sumar... (Señala las cuatro ruedas del primero.)
O: Sumo, puedo sumar, aquí hay cuatro. (Escribe "4" debajo del primer coche.)
C: Más cuatro.
C: Multiplicar cuatro por tres.
O: Multiplico cuatro por tres. ¿Tres, qué es? (Escribe "3".)
C: Tres coches.
Se le propone que la alum na cambie los datos en el problema Ruedas y que 
lo resuelva. Ésta los cambia (ver la figura 3.8.23 del Anexo 3.8) y no tiene 
dificultad para resolverlo, pues, en realidad, se trata del mismo problem a 
que ella había propuesto antes. Se le proponen otros problemas similares, en  
los que se cambia algún núm ero, y los resuelve m ultip licativam ente, 
escribiendo los algoritmos correspondientes. Cuestionada sobre cómo halla 
el resultado de una multiplicación, en concreto 4 x 8, la alum na responde 
que de dos maneras: una, sabiendo el resultado en la tabla, y, otra, sum ando 
ocho reiteradam ente.
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Para term inar con el problema Ruedas y sus variantes, se le propone ahora 
cambiar de incógnita -se  le pregunta por la cantidad de coches y no por la 
cantidad de ruedas. De hecho, se trata del siguiente problema: "¿Cuántos 
coches podré montar si tengo 24 ruedas?". Para resolverlo, la alum na dibuja 
seis coches y cuenta las ruedas (ver la figura 3.8.25 del Anexo 3.8).
C: (Dibuja seis coches, vistos desde arriba, como los había dibujado la entrevistadora 
antes.) Necesitaría seis coches (ha punteado mientras los contaba).
O: Necesitarías poner seis coches ahí. Bueno. Y aquí lo que hiciste fue dibujar los 
cochecitos e ir contando.
C: Sí, ir contando las ruedas.
O: Ir contando las ruedas hasta que te acabaste las veinticuatro.
C: Sí.
Antes de regresar al problema Tendederos, se le propone el problema del 
cuestionario Tazas, en su versión para el segundo ciclo (ver la figura 3.8.26 
del Anexo 3.8). La alum na resuelve correctamente el problema con 
agrupamientos, sin embargo, al resolver este problema del cuestionario, en  
su versión para tercer ciclo, desarrolló una estrategia de tipo aditivo.
De nuevo en el problema Tendederos, la alumna no encuentra n inguna 
relación entre los datos del enunciado verbal y no sabe continuar. 
Representa los datos de la siguiente forma: doce círculos (metros) en una fila 
y, debajo, cuatro formas rectangulares (tendederos) en otra fila (ver la figura 
3.8.27 del Anexo 3.8), y desarrolla una estrategia de ensayo y error para 
encontrar el valor unitario.
C: Lo vamos a hacer de dos. (Agrupa los círculos de dos en dos con arcos, hace cuatro.) 
Sobran cuatro.
E: ¿Luego?
C: Tres.
E: ¿Vas a probar con tres?
C: (Ahora hace agrupaciones de tres círculos.) Cuatro. Con tres metros de cuerda se hace 
un tendedero.
En un principio este valor unitario no le sirve para resolver el problem a, 
pues no relaciona correctamente los datos, y recurre de nuevo al cambio de 
representación y a los agrupamientos.
E: Luego, ¿con seis metros de cuerda, cuántos hará?
C: Con seis multiplicar, tenemos que multiplicar seis por tres. (Escribe la multiplicación 
en columnas 6 x 3  = 18.) Tres por seis dieciocho, entonces sería dieciocho.
E: Crees que son muchos.
C: Sí.
E: Entonces...
C: No sé.
E: ¿No se hace así?
C: No. Si ... (Dibuja seis círculos en una línea y los agrupa de tres en tres.) Con seis 
metros..., con seis metros de cuerda podremos hacer dos tendederos.
Finalizada esta serie de problemas adicionales al protocolo, la entrevista 
continúa con lo previsto en él.
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6.5.2.3. Cuarto nivel
El problema inicial de este nivel, Tabla de precios, es el mismo al que nos 
hemos referido en el cuarto nivel de la entrevista anterior.
Tras una conversación con Carmen, para ubicarla en la situación del 
problema, en la que hay alguna pregunta de tipo cualitativo, se le invita a 
que comience a rellenar la tabla.
E: ... Si Sergio compró tres lápices, ¿cuánto le cuesta a María?
C: (Piensa...) Cuatro pesetas.
E: Cuatro pesetas. Luego entonces, si María...
C: Compró un lápiz...
E: ¿Cuánto le costó?
C: Cuatro pesetas (escribe "4 pts" en la primera casilla).
E: ¿Cómo hiciste para hallar esas cuatro pesetas?
C: Pues...pues he intentado..., he hecho... ¡Ah! he intentado hacer..., ir contando..., ir 
probando el tres y no me salía, he puesto uno más, he puesto el cuatro y me sale (señala 
con el lápiz el resultado que ha escrito).
Carmen ha encontrado el valor unitario mediante una estrategia de ensayo y 
error, tal vez lo más parecido a hacer agrupaciones m entalm ente. C ontinúa 
hallando los siguientes valores de la tabla haciendo uso de una estrategia de 
construcción aditiva. En algunos casos prescinde de los datos de la segunda 
columna o comete errores de cálculo, que, algunas veces, ella mismo corrige 
(ver la figura 3.8.28 del Anexo 3.8).
E: ¿Por qué crees... ? ¿Cómo llegaste a cincuenta y seis?
C: Porque a cada..., a cada esto... Por ejemplo, aquí a veinte pesetas..., cinco lápices 
veinte pesetas, a veinte pesetas le he sumado el cuatro, cuatro pesetas, y luego he de 
sumar ocho, porque aquí hay un número más, he sumado ocho y me ha dado veintiocho. 
Luego he sumado dos más, otras ocho, a veintiocho le he sumado ocho y me ha dado 
treinta y seis, al treinta y seis le he sumado ocho y me ha dado cincuenta y seis.
E: Pero treinta y seis más ocho no da cincuenta y seis.
C: (Abajo, a la izquierda de la hoja escribe la operación en columnas "36 + 8 = 44".) 
Cuarenta y cuatro.
El hecho de cuestionarle la manera como ha ido obteniendo los resultados y 
algunos de ellos hace que Carmen cambie de estrategia.
E:... (Tapa con la hoja de operaciones las diez primeras líneas de datos.) Tú ya sabes que 
un lápiz cuesta, ¿cuánto...?
C: Cuatro pesetas.
E: Dieciocho lápices, ¿cuánto habrá pagado Dña. Amparo?
C: Dieciocho por cuatro (escribe la multiplicación en columnas 18 x 4 = 72). Cuatro por 
ocho treinta y dos, llevo el tres, cuatro por una es cuatro, siete, setenta y dos.
E: Setenta y dos.
C: (Escribe "72 pts" en la casilla correspondiente.)
E: Y si hubiera ido Don Femando, que compró setenta y uno (le indica la línea de datos 
de D. Femando).
C: Setenta y uno por cuatro (escribe la operación en columnas "71 x 4 = 284" ). Cuatro por 
una es cuatro y cuatro por siete veintiocho. Doscientas ochenta y cuatro.
340
DEL ANÁLISIS DE LAS ENTREVISTAS
Con este cambio de razonamiento, el entrevistador invita a Carmen a 
revisar los resultados (todavía queda algún error) que había escrito en las 
diez primeras casillas. Los corrige, haciendo uso del algoritmo escrito de la 
multiplicación, y finalmente calcula el último valor, el de 75 lápices, de la 
m isma m anera.
E: Y para setenta y cinco.
C: Setenta y cinco por cuatro (escribe la operación 75x4 = 300). Cuatro por cinco veinte,
llevo se..., llevo dos, cuatro por siete veintiocho y dos treinta, trescientas. (Escribe "300
pts" en la casilla correspondiente.)
Se da por finalizada la entrevista con Carmen en la que ha m ostrado u n a  
tendencia aditiva m uy fuerte.
Ó.5.2.4. Resumen de la entrevista
En el prim er nivel, la alum na resuelve el primer problema m ediante u n a  
estrategia aditiva de diferencia constante. El segundo con una construcción 
aditiva, a partir de reconocer una unidad múltiple, pues interpreta el triple 
de una unidad como añadir dos unidades. Muestra una tendencia a 
relacionar los datos aditivamente.
En el segundo nivel, Carmen resuelve el primer problema Manteles con la 
estrategia de la diferencia constante. En el problema Pizzería vuelve a tener 
com portam ientos aditivos que le llevan a una solución incorrecta, pero 
mediante un diagrama lineal, un cambio de representación y la estrategia de 
agrupam ientos, la alumna halla una cantidad intensiva unitaria y reconoce 
m ultiplicativam ente la relación funcional. Regresando al problem a 
Manteles la alum na no es capaz de resolver el problema, ni cambiándole la 
representación ni m ediante la estrategia de agrupamientos.
El prim er problema adicional Tendederos no puede resolverlo m ediante la 
estrategia aditiva de la diferencia constante y opta por operar con los datos 
aditivamente para dar un resultado. El cambio de representación no le ayuda 
a cambiar su comportamiento. El segundo adicional, el problem a Ruedas, lo 
resuelve, primero, con una suma repetida y, luego, con una m ultiplicación, 
para ello usa el factor asociado a la relación funcional. El tercer adicional, el 
problema Tazas, lo resuelve m ediante agrupamientos. Regresando al 
problema Tendederos, la alum na encuentra el valor unitario con 
agrupam ientos, lo que le permite encontrar la solución, pero no relaciona 
los datos m ultiplicativamente.
En la tabla de proporcionalidad, halla el valor unitario m ediante u n a  
estrategia de ensayo y error. A partir de este resultado, desarrolla u n a  
construcción aditiva para calcular los siguientes datos, aunque en algunos 
casos prescinde de los datos de la otra columna y en otros tiene errores de 
cálculo mental. Cuestionado su método y algunos resultados, la a lum na 
hace uso de la relación funcional (multiplicar por cuatro) para finalizar la 
tabla y corregir los resultados anteriores.
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Conclusiones
El trabajo de investigación que se ha presentado tiene dos partes bien 
diferenciadas: una, que trata de las actuaciones de los alum nos de enseñanza 
prim aria -e n  el tramo 8 a 12 años- en relación con resolución de tareas en  
las que está involucrada la razón o la proporción o la proporcionalidad, y 
otra, que trata del diseño de un modelo de enseñanza y de su utilización en 
las entrevistas clínicas con enseñanza.
A lo largo de los distintos capítulos de esta memoria de investigación, se han 
ido com entando las distintas aportaciones que se realizan al estudio que se 
desarrolla en ella. En los párrafos que siguen describiremos las conclusiones 
que se consideran más relevantes, teóricas o metodológicas y los resultados 
de la observación, tanto de las actuaciones de los alum nos como de la 
enseñanza que se ha puesto a prueba en las entrevistas.
7.1 CONCLUSIONES TEÓRICAS
En el capítulo primero se ha desarrollado un análisis fenomenológico de los 
conceptos de razón, proporción y proporcionalidad a partir de las ideas de 
Freudenthal (1983). Las tres clases en las que él agrupa los fenómenos en los 
que está involucrada la razón o la proporción: exposiciones, composiciones y 
constructos, han sido analizadas mediante esquemas o diagramas 
funcionales que nos perm iten estimar la mayor o m enor complejidad que 
subyace en cada una de ellas.
A partir de dichos esquemas, es plausible suponer que las tareas en las que 
hay que com parar dos exposiciones serán más sencillas que las tareas en las
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que hay que comparar dos composiciones y que las tareas en contextos 
geométricos donde se utilicen los Z-constructos serán las más difíciles.
Como paradigma de la comparación de exposiciones hemos tomado aquellos 
fenómenos en los que están implicados razones de densidad. Así lo hem os 
destacado en la investigación, al diseñar un bloque de tareas de densidad y 
dos entrevistas con enseñanza sobre el mismo subtema.
Hemos determ inado que precursores de los conceptos razón y proporción 
son los objetos mentales que favorecen la constitución, por parte de los 
alumnos, de buenos objetos mentales de los conceptos en cuestión y que, por 
tanto, les permite organizar determinados fenómenos y resolver problemas.
Como precursurores se han identificado:
-Las comparaciones cualitativas, como precursores de las 
comparaciones cuantitativas.
-La normalización o tipificación, a través del uso de expresiones como: 
"por cada" o "de cada", o de la unificación de referentes, que perm ite a 
los alumnos la percepción de algunas razones y favorece la 
comparación de éstas.
-La relativización de las comparaciones, a través del uso de expresiones 
como: "relativamente...", "en relación con", "con respecto a" y "si se 
compara con".
-La visualización de algunas situaciones, m ediante el cambio de 
representación, que favorece la comprensión de las razones 
involucradas en ellas y, por tanto, su utilización o su comparación.
7.2 CONCLUSIONES METODOLÓGICAS
El esquema de análisis y clasificación, desarrollado en el capítulo segundo, es 
una herram ienta que permite examinar y categorizar las actuaciones de los 
alumnos al resolver tareas o problemas en los que está involucrada la razón, 
la proporción o la proporcionalidad. Es el resultado de la ampliación y 
modificación de dos trabajos anteriores: el modelo de interpretación de 
comportamientos -v er los trabajos de Gómez (1996), Jiménez (1996) y 
Muñoz (1996)- y la ampliación y modificación que del modelo anterior se 
realizó en Valencia durante el curso 1996-97 -ver el trabajo de Fernández et 
al. (1998).
Se ha elaborado una herram ienta de recogida de datos, un cuestionario de 
papel y lápiz, en dos versiones: una para los alum nos del segundo ciclo de 
enseñanza y otra para los del tercero. El cuestionario se ha diseñado en torno 
a seis subtemas: Escalas, Densidad, Comparación de razones, Tanto por cien, 
Valor perdido y Proporcionalidad.
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Se han diseñado ocho protocolos de entrevista con enseñanza m ediante 
organigramas que perm iten al entrevistador saber las tareas que le va a 
proponer al entrevistado en función de sus actuaciones. El conjunto de 
tareas de cada protocolo constituyen una secuencia de enseñanza y el 
conjunto de todas las secuencias de enseñanza es un Modelo de Enseñanza 
(experimentado con alumnos de segundo y tercer ciclos de primaria) para el 
estudio de los subtemas o fenómenos mencionados arriba.
Una herram ienta, que facilita la visión rápida y global de la actuación del 
alum no en la entrevista y de lo sucedido en ella, es lo que hem os 
denom inado "itinerario de la entrevista". En él están sombreados en u n  
organigrama, como el utilizado en los protocolos, los problemas que h a n  
sido propuestos al alum no y resueltos por éste, dónde tiene éxito y  dónde 
no, y se puede por tanto ver qué parte de la secuencia didáctica se ha  
necesitado para que el estudiante aprenda lo que se ha  pretendido enseñar 
con ella.
7.3 CONCLUSIONES EMPÍRICAS
Las tareas con las que se debe iniciar el estudio de la razón, la proporción y la 
proporcionalidad son aquellas en las que hay una comparación cualitativa y, 
entre ellas, tareas en las que hay una comparación de figuras. En efecto, a 
partir de los datos obtenidos, podemos lanzar la hipótesis de que u n  
razonam iento cualitativo suficiente en la comparación de figuras es 
condición necesaria para tener un razonamiento suficiente en la resolución 
de tareas de escalas numéricas, tanto lineales como bilineales. Es decir, que el 
éxito en la comparación cualitativa de figuras es un  precursor para la 
adquisición de la noción de proporción y por tanto de razón.
Los alum nos actúan de forma distinta según sean las características de los 
problemas de razón y proporción con los que se enfrentan -ta l como se ha 
visto en el apartado 1.4.2.-, por ello, el catálogo de observaciones de las 
actuaciones de los estudiantes al resolver el cuestionario en relación con el 
Modelo de Cognición y Comunicación lo organizaremos por bloques de 
tareas. El conjunto de observaciones relacionadas con la enseñanza 
desarrollada en las entrevistas lo organizaremos asimismo de acuerdo con 
los temas sobre los que se han desarrollado las mismas.
7.3.1 E n  r el a c ió n  c o n  las  tareas  del bloque Esca la s
Los índices de éxito de los alumnos en la prueba son: 47'5% en segundo ciclo 
y 62'5% en el tercero.
Las tendencias más significativas que se observan entre los alum nos que no  
tienen éxito, pero perciben las relaciones entre los elementos de la 
inform ación son:
-Los alum nos saben que han de hacer un  cambio pero no lo 
cuantifican, es decir que hay un predom inio de lo cualitativo al
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hacer incrementos o decrementos arbitrarios: (18/200) en segundo 
ciclo y (4/200) en tercero.
-Com portam ientos aditivos, básicamente en la tarea Rectángulo, 
donde los alumnos desarrollan estrategias aditivas de diferencia 
constante: (15/200) en segundo ciclo y (5/200) en tercero ciclo.
-U n predom inio de los naturales al trabajar con fracciones en el 
tercer ciclo (17/200), y sólo (1/200) en segundo, por la naturaleza de 
los problemas que conforman el bloque en la versión del 
cuestionario para ese ciclo.
Las comportamientos más relevantes que se observan entre los alumnos que 
no perciben las relaciones entre los elementos de la información son:
-Repetir algún dato del enunciado (32/200) en segundo ciclo y 
(13/200) en el tercero.
-U na descodificación particular del enunciado (8/200) en tercer ciclo, 
que disminuye en el segundo (4/200).
-Actuaciones singulares ubicadas en la categoría cuarta: (18/200) en  
segundo ciclo y (23/200) en el tercero.
7 .3 .2  En  r elación  c o n  las  tareas del  bloque  D e n sid a d
En la resolución de problemas de comparación de razones de densidad, las 
actuaciones de los alumnos son muy distintas según sean las cuatro 
cantidades que se consideran distintas o no. En el segundo caso, el éxito va  
desde el 50% en tercer curso hasta el 95% en sexto y, en el primero, va desde 
el 4% en segundo ciclo hasta el 15% en tercero.
Hay un núm ero significativo de actuaciones en las que los alum nos 
relacionan las cuatro cantidades en juego, pero no tienen éxito: (12/200) en  
segundo ciclo y (25/200) en tercero. Los alumnos hacen estas relaciones de 
dos maneras: una, asociando una unidad de espacio con un niño y 
comparando las diferencias (3 en segundo ciclo y 2 en tercero), y, otra, 
intentando compensar, de forma cualitativa, la diferencia entre unas 
cantidades con la diferencia entre las otras (9 en segundo ciclo y 23 en 
tercero).
Los alumnos que no tienen éxito tienden a ignorar parte de los datos y 
solamente comparan antecedentes o consecuentes para tomar la decisión 
(54% en segundo ciclo y 36% en tercero), estrategia incorrecta reseñada por 
varios investigadores (Hart, 1981; Karplus et al., (1983), etc.).
En tercer ciclo se observa, respecto del segundo, un  incremento notable del 
razonamiento cualitativo con las cuatro cantidades y un decremento de la 
estrategia "ignorar parte de los datos". Parece que la estrategia de
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compensación cualitativa para comparar razones (clase 1.4.5) es una 
actuación interm edia entre los alumnos que sólo utilizan dos datos para 
hacer la comparación y los que usan los cuatro satisfactoriamente.
7 .3 .3  En  relac ió n  c o n  la s  ta r ea s  del  bloque  C o m pa r a c ió n  d e  r a z o n e s  y t a n t o
POR CIEN
Los resultados de la categorización de actuaciones al resolver los problemas 
de comparación de dos razones (mezclas), tanto si m antienen una de las 
cantidades constante o no, son parecidos a los obtenidos en los cuatro 
primeros problemas del bloque Densidad (exposiciones). Sin embargo, y tal 
como era de esperar de la conclusión teórica (ver 7.1), la competencia 
dism inuye al resolver estos problemas de mezclas. Si tomamos como 
referencia las tareas Razones distintas y Refresco de Limón -dos problemas 
de comparación de razones distintas-, en segundo ciclo, 2/40 tienen éxito en 
la resolución de la tarea de densidad y 1/40 en la de mezclas y, en tercer ciclo, 
7/40 en la de densidad y sólo 5/40 en la de mezclas.
La tendencia a comparar cantidades de la misma especie (clase 2.2.3) aparece 
en los problemas de comparación de razones y no en los de tanto por cien.
Los problemas de tanto por cien son más difíciles para los alum nos de tercer 
ciclo que los de comparación de razones: 52/120 resuelven satisfactoriamente 
los segundos frente a 23/120 que resuelven los primeros. Dados los 
problemas que constituyen este bloque de tareas en segundo ciclo, no puede 
hacerse la comparación anterior en este ciclo.
Los alum nos de tercer ciclo que no resuelven satisfactoriamente los 
problemas de tanto por cien muestran una tendencia a repetir algún dato del 
enunciado (26/240) o a operar con parte de los datos (29/240).
Éste es el bloque de tareas del cuestionario donde aparece una tendencia 
mayor a no responder o a dar una respuesta singular (24%). Esta tendencia se 
incrementa en la resolución de problemas de tanto por cien (35%).
El problema de la primera parte de la tarea Mermeladas del cuestionario de 
tercer ciclo es el único que favorece usar una cantidad relativa (el tanto por 
cien) como una extensiva y entonces operar con ella.
7.3.4 En  r el a c ió n  c o n  la s  tareas  del  bloque  V alor  per d id o  y  pr o po r c io n a l id a d
Los problemas de valor perdido del cuestionario resultan más sencillos para 
los alum nos que el de proporcionalidad y que los de los otros bloques -  
salvando los de comparación de razones con algunas cantidades iguales- 
tanto en el segundo ciclo como en el tercero; tal vez porque es el tipo de 
problemas en los que está implicada la razón que más se resuelven en el 
aula de primaria.
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Entre los tres problemas de valor perdido de la versión del cuestionario para 
tercer ciclo, sólo el problema Tazas -es el único en el que hay una relación 
no entera entre los datos- favorece el desarrollo de estrategias de tipo aditivo 
de diferencia constante: (7/20) en quinto curso y (2/20) en sexto. En segundo 
ciclo, como las relaciones que subyacen en los tres problemas son enteras, no  
se manifiesta de forma significativa la estrategia aditiva: (4/80).
Tanto en el segundo ciclo como en el tercero, la tendencia más destacable de 
los alumnos que no tienen éxito en la resolución de problemas de valor 
perdido es un predom inio de la operatividad, pues, como intentan dar una  
solución a los problemas, operan por operar con parte de los datos o con 
todos ellos.
Los alumnos que no tienen una actuación satisfactoria al resolver el 
problema de proporcionalidad del cuestionario, tanto en un ciclo como en el 
otro, manifiestan una tendencia a hacer uso del conteo, centrándose en u n  
dato implícito en el enunciado.
7.3.5 En  r elac ió n  c o n  la s  estrevistas del  subtem a  Esc a l a s
Tanto la alumna de segundo ciclo como el alumno de tercero, escogidos para 
realizar la entrevista por su actuación global al resolver el cuestionario, 
resuelven las tareas de comparación de figuras m ediante la exclusión de los 
dibujos en los que se violó la razón interna. Esta estrategia no les perm ite 
reconocer la relación externa, cuando la comparación es cuantitativa entre 
las figuras -en  el problema Barcos-, pero, mediante el agrupam iento de los 
datos en tablas y el uso de la norm alización (por ejemplo, la expresión "por 
cada uno hay ..."), ambos pueden resolver el problema.
La visualización perm ite a la alum na, en las tareas Muñecos, reconocer la 
parte y resolver los problemas, y el cambio de representación -pasar de lo 
bilineal a lo lineal- capacita al alum no para superar sus dificultades con la 
ampliación de los cuadrados unitarios.
En los problemas de la serie Rectángulo, inicialmente ambos tienen  
comportamientos aditivos: una hace construcciones aditivas y el otro usa la 
estrategia de la diferencia constante. Únicamente a partir del uso de la 
normalización en las preguntas (por ejemplo, la expresión "cuántos por cada 
uno") los dos alumnos relacionan los datos multiplicativamente.
7.3.6 E n  relac ió n  c o n  la s  entrevistas del  subtem a  D e n s id a d
Los dos alum nos escogidos para la realización de la entrevista por su  
actuación al resolver el cuestionario, básicamente por su actuación* en el 
bloque Densidad, han seguido el mismo itinerario en el desarrollo de la 
secuencia didáctica en la entrevista (ver los itinerarios 5.3 y 5.4).
Ambos estudiantes -que  relacionaban los cuatro datos para resolver dos 
problemas de comparación de razones de densidad en las tareas del 
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cuestionario y que, inicialmente, en las tareas del prim er nivel del protocolo 
de la entrevista han desarrollado estrategias similares- han aprendido, en la 
secuencia didáctica de nivel, a buscar mediante el uso de la expresión "por 
cada" una cantidad intensiva unitaria (normalizada) que favorece la 
comparación y, por tanto, la solución de los problemas que inicialmente no  
habían resuelto satisfactoriamente. Los dos alum nos han aplicado esta 
estrategia con éxito en los problemas de los siguientes cuatro niveles.
En los problemas de la serie Aparcamientos, la asociación natural "una plaza 
con un  coche" conduce a los alumnos a comparar cantidades extensivas de la 
misma especie o a desarrollar comportamientos de tipo aditivo. La 
visualización, por una parte, y la relativización de la situación, por otra, h an  
perm itido que tanto uno como el otro cambiaran sus com portam ientos 
aditivos con los que comenzaron a resolver los problemas de la serie. Esto ha 
supuesto un  aprendizaje que les ha llevado a resolver satisfactoriamente los 
dos primeros problemas -con mayor facilidad por parte del alumno de tercer 
ciclo por su dominio de las fracciones-, así como un problema extra 
propuesto para consolidar el aprendizaje.
7.3.7 En  r el a c ió n  c o n  la s  entrevistas  del  subtem a  C o m pa r a c ió n  d e  r a z o n e s  y
TANTO POR CIEN
Los dos alumnos escogidos para la realización de la entrevista resuelven los 
dos problemas de comparación de razones (mezclas), uno del prim er nivel y 
otro del segundo. No tienen problemas para resolverlos desde el m om ento  
en que usan una normalización: el de segundo ciclo usa la expresión "en 
cada...", y  el de tercero "por cada uno".
La estructura de la tarea Bocadillos del protocolo de segundo ciclo no  
favorece su resolución mediante comparación de razones, por lo que el 
alumno la intenta resolver mediante repartos unitarios, lo que le sirve para 
resolver uno de ellos. La estrategia de enseñanza -in troducir en la pregunta 
una expresión norm alizada " ...po r cada estudiante"- ayuda al alum no a 
resolver el problema mediante una comparación de las partes expresadas 
con fracciones.
Tanto el uno como el otro resuelven las tareas en las que se requiere la 
conversión de una razón en un tanto por cien como si fueran un  problem a 
de valor perdido: haciendo uso de la relación escalar.
El alumno de segundo ciclo tiene dificultades para hallar una cantidad, dado 
un referente y un  tanto por cien, tanto si ésta es discreta como continua. 
Cambiar el enunciado del problema, pasar a uno con el 50%, y la 
representación ayudan al estudiante a asociar el 50% con la m itad y el 25% 
con la m itad del 50% y por tanto con la cuarta parte, pero no es suficiente 
para que el alum no perciba el significado de tanto por cien. Cuando el 
porcentaje no es uno de los citados arriba, el alumno m uestra una tendencia 
a resolver el problema haciendo estimaciones de tipo cualitativo a partir del
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50% (la mitad) o a usar una estrategia sustractiva, tendencia que no queda 
satisfactoriamente resuelta con la enseñanza planteada m ediante la 
secuencia didáctica del quinto nivel y el ejercicio adicional propuesto en el 
sexto. Durante la entrevista no queda claro, por parte del alum no, si en las 
comparaciones que hace con el tanto por cien utiliza un  significado 
particular del símbolo % o las hace con números enteros.
El alumno de tercer ciclo, cuando ha de comparar dos razones de densidad 
en un contexto de aparcamientos, manifiesta una tendencia a comparar 
cantidades de la misma especie: las plazas ocupadas (coches) o las plazas 
vacías. No percibe la relación "núm ero de coches/núm ero de plazas" como 
una razón, lo que le impide norm alizarla y por tanto comparar con u n  
porcentaje dado. Para superar esta dificultad ha sido necesario, por una parte, 
plantearle un problema más sencillo y, por otra, recordarle, con un  problema 
resuelto por él, su competencia para hallar un porcentaje equivalente.
En el quinto nivel, el alum no de tercer ciclo manifiesta una tendencia a 
aplicar una regla aprendida o a operar con datos del problema y, para ello, 
usa el porcentaje como una cantidad extensiva. La visualización de la 
situación, con el cambio de representación, y la relativización de la m ism a, 
con el cambio de tamaño, perm iten que el alumno aprenda, en la secuencia 
didáctica del nivel, a superar la dificultad que plantea al principio de ella.
Este mismo alum no m uestra una tendencia a buscar una relación entera 
entre el núm ero entero que indica el porcentaje y cien, que le perm ita 
resolver fácilmente el problema. Si no encuentra esta relación, no responde 
o plantea una estrategia errónea; por ello, solamente la visualización y el 
cambio de representación le ayudan a resolver estos problemas.
7 .3 .8  En  relación  c o n  la s  entrevistas  del  subtem a  V a l o r  per d id o  y
PROPORCIONALIDAD
Los dos alumnos a los que se les entrevista, en relación con este tem a, 
habían desarrollado estrategias de tipo aditivo en el cuestionario.
El alumno de segundo ciclo resuelve los problemas de valor perdido en los 
que en el enunciado está la unidad o una expresión norm alizada del tipo 
"por cada".
Cuando los problemas no tienen en el enunciado la unidad ni u n a  
expresión del tipo "por cada", el alum no tiene dificultades para resolver los 
problemas m ultiplicativam ente. En la solución del prim er problem a del 
segundo nivel, prim ero desarrolla una estrategia errónea, pues hace uso de 
un valor unitario al azar, y después usa correctamente la relación escalar 
"mitad". En la solución del segundo problema, usa lo que ha hallado en el 
problema anterior, el valor de tres caramelos y el valor unitario, que ha 
encontrado con agrupam ientos, y desarrolla una estrategia de construcción 
aditiva descendente.
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El alum no m uestra una tendencia a resolver los problemas m ediante el uso 
de un hecho num érico de la tabla de multiplicar. En el problema Quesos 
también podría pensarse que ensaya un resultado, como hizo en el problema 
Caramelos, al asignarle al azar un valor unitario (un duro) a un  caramelo; 
sin embargo, después resuelve el problema con una división.
La secuencia de datos numéricos de una de las colum nas de la tabla de 
proporcionalidad actúa como distractor. Sólo la visualización le permite al 
alum no superar esa dificultad y encontrar el valor unitario m ediante 
agrupam ientos.
Cuando la diferencia entre los datos del problema es pequeña, tanto en uno  
de valor perdido como en la tabla de proporcionalidad, el alum no m uestra 
una tendencia a resolver el problema aditivamente.
Algunas dificultades que tiene el alumno, en la resolución de alguno de los 
problemas, se deben a su tendencia a utilizar datos, numéricos o verbales, de 
situaciones anteriores, aunque corrige con facilidad sus distracciones.
La alum na de tercer ciclo resuelve el prim er problema del prim er n ivel 
mediante una estrategia aditiva de diferencia constante. El segundo con una  
construcción aditiva, a partir de reconocer una unidad m últiple, pues 
interpreta el triple de una unidad como añadir dos unidades. M uestra una  
tendencia a relacionar los datos aditivamente.
En el segundo nivel, también resuelve el prim er problema, Manteles, con la 
estrategia de la diferencia constante. En el problema Pizzería vuelve a tener 
com portam ientos aditivos que le llevan a una solución incorrecta, pero 
m ediante un diagrama lineal, un cambio de representación y la estrategia de 
agrupam ientos, la alumna halla una cantidad intensiva unitaria y reconoce 
m ultiplicativam ente la relación funcional. Regresando al problem a 
Manteles la alumna no es capaz de resolver el problema, ni cambiándole la 
representación ni m ediante la estrategia de agrupamientos.
El prim er problema adicional, Tendederos, no puede resolverlo m ediante la 
estrategia aditiva de la diferencia constante y opta por operar con los datos 
aditivamente para dar un resultado. El cambio de representación no le ayuda 
a cambiar su comportamiento. El segundo problema adicional, Ruedas, lo 
resuelve, primero, con una suma repetida y, luego, con una m ultiplicación, 
para ello usa el factor asociado a la relación funcional. El tercer problem a 
adicional, Tazas, lo resuelve mediante agrupamientos. Regresando al 
problema Tendederos, la alum na encuentra el valor unitario con 
agrupam ientos, lo que le permite encontrar la solución, pero no relaciona 
los datos m ultiplicativamente.
En la tabla de proporcionalidad, halla el valor unitario m ediante una  
estrategia de ensayo y error. A partir de este resultado, desarrolla una  
construcción aditiva para calcular los siguientes datos, aunque en algunos 
casos prescinde de los datos de la otra columna y en otros tiene errores de
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cálculo mental. Cuestionado su método y algunos resultados, la a lum na 
hace uso de la relación funcional (multiplicar por cuatro) para finalizar la 
tabla y corregir los resultados anteriores.
7.4  C o n c l u sió n  global
Los resultados globales que hay en las tablas 5 .2 8 , 5 .29 , 5 .3 0  y 5.31 y los 
conjuntos de observaciones realizadas sobre las actuaciones de los alumnos y 
la enseñanza en las entrevistas nos perm iten responder afirm ativam ente la 
hipótesis formulada en el capítulo primero: El estudio de la razón, la 
proporción y la proporcionalidad se puede iniciar en los primeros niveles de 
la enseñanza primaria.
En segundo ciclo y sin instrucción directa, el 31%  de los alum nos de tercer 
curso que respondieron el cuestionario lo hizo satisfactoriamente y el 47%  
de los de cuarto también. En tercer ciclo, los resultados no son directam ente 
comparables con los del segundo -e l cuestionario es distinto-, pero tam bién 
nos perm iten responder afirmativamente la hipótesis, pues en quinto curso 
el 49%  tiene una actuación satisfactoria y en sexto curso el 53% .
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ANEXO 1
Sobre los cuestionarios

ANEXO 1.1
Los cuestionarios mexicanos
En este Anexo se incluyen los cuestionarios que se utilizaron en los trabajos 
de Gómez (1996), Jiménez de la Rosa (1996) y Muñoz (1996).
Hay tres cuestionarios, uno por cada ciclo de enseñanza primaria.

PRIMER GRADO
NOMBRE DEL ALUMNO:__________________________________ EDAD
ESCUELA: GRUPO
FECHA:
1) Ayuda a los tres niños.
Haz un canino que lleve a cada uno a encontrar sus 
zapatos.
a »
2) Observa los dibujos y contesta las preguntas.
Este es 
tren de
DU TRJ TTCT TTÜ
Este es el
tren de José. DU U7 UCr UQ
a) ¿Cuál es el más largo?_______________________
b) ¿Cuántos vagones más tiene el tren de Juan?__
Juan y José quieren tener trenes del mismo largo.
c) Ayúdales a construirlos.
TREN DE JUAN
TREN DE JOSE
3 )  A l g u n a s  c a s a s  d e  e s t a  c a l l e  n o  t i e n e n  n ú m e r o .
a )  ¿ Q u é  n ú m e r o  v a  e n  l a  c a s a  v e r d e ?
b )  ¿ Q u é n ú m e r o  v a  e n  l a  c a s a  r o s a ?
T a m b ié n  a l g u n a s  c a s a s  d e  e s t a  c a l l e  n o  t i e n e n  n ú m e r o .
c )  ¿ Q u é  n ú m e r o  v a  e n  l a  c a s a  c a f é ?
d )  ¿ Q u é n ú m e r o  v a  e n  l a  c a s a  a z u l ?
e )  J a z m in  h a c e  c o l l a r e s  d e  d i s t i n t o s  t a m a ñ o s .
E l l a  u s a  c u e n t a s  d e  d i f e r e n t e s  c o l o r e s .
O b s e r v a  l a s  c u e n t a s  q u e  p u s o  e n  c a d a  h i l e .
D i b u j a  l a s  c u e n t a s  q u e  d e b e  e n s a r t a r  e n  l o s  h i l o s  
q u e  e s t á n  v a c i e s .
4) Este es un cuadrado.
Aquí tienes uno de los lados de un cuadrado más grande. 
Dibuja los lados que le faltan.
) O b s e r v a  l o s  c u a d r o s  q u e  h a y  e n  e l  s o b r e .
P e g a  e l  q u e  e s  u n a  f o t o g r a f í a  d e l  s i g u i e n t e  d i b u j o
¿E n  q u é  t e  f i j a s t e  p a r a  e s c o g e r  l a  f o t o g r a f í a ?
6 )  G l o r i a  e s t á  h a c i e n d o  m u ñ e c o s  d e  a la m b r e .  
U sa  b o t o n e s  p a r a  s a b e r  d e  q u é  ta m a ñ o  s o n .
E l  p r i m e r o  m id e  c u a t r o  b o t o n e s  d e  a l t u r a .  
E l  s e g u n d o  m id e  l a  m i t a d  d e l  p r i m e r o ,  
a )  D i b ú j a l o .
b )  H az o t r o  q u e  t e n g a  e l  t r i p l e  d e  a l t u r a .
7 )  E n c o n t r a m o s  u n a  g a l l e t a  q u e  h a c e  q u e  l a s  c o s a s  c r e z c a n  a l  
d o b l e  d e  s u  ta m a ñ o .
E l  p e r r o  q u e  e s t á  d i b u j a d o  s e  v a  a  c o m e r  l a  g a l l e t a .
¿C óm o q u e d a r á  e l  p e r r o  d e s p u é s  d e  c o m e r s e  e s a  g a l l e t a ? .
D i b ú j a l o .
8 )  En e l  s a l ó n  d e  A na y  e n  e l  s a l ó n  d e  R o s a  v a n  a  p r e s e n t a r  
u n a  p o e s í a  c o r a l .  L a s  m a e s t r a s  m a r c a n , c o n  u n a  c r u z  e n  e l  
p i s o ,  e l  l u g a r  q u e  o c u p a r á  c a d a  n i ñ o .
P ISO  DEL SALON DE ANA NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
PISO  DEL SALON DE ROSA NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
a )  ¿E n q u é  s a l ó n  e s t á n  m á s a p r e t a d o s  l o s  n i ñ o s ,  e n  e l  d e  Ana
o  e n  e l  d e  R o s a ?  ____________________________________
¿En qué te fijaste para decidir que niños están más
apretados? ____
En e l  s a l ó n  d e  L u i s  y  e n  e l  s a l ó n  d e  P o l o  t a m b ié n  v a n  a 
p r e s e n t a r  u n a  p o e s í a .  L a s  m a e s t r a s  m a r c a n ,  c o n  u n a  c r u z  
e n  e l  p i s o ,  e l  l u g a r  q u e  o c u p a r á  c a d a  n i ñ o .
P IS O  DEL SALON DE LU IS
X
X X
X
P IS O  DEL SALON DE POLO
X X
X X
X X
b )  ¿E n  q u é  s a l ó n  e s t á n  m ás  
L u i s  o  e n  e l  d e  P o l o ?
NIÑOS QUE PARTICIPAN
NIÑOS QUE PARTICIPAN
l o s  n i ñ o s ,  e n  e l  d e
¿En qué te fijaste para decidir que niños están más
apretados? ____________________________________________
9 )  E l  p i r a t a  C a n u k  h i z o  u n  m apa p a r a  e n c o n t r a r  e l  t e s o r o  q u e  
e s c o n d i ó  e n  l a  I s l a  P a r a í s o .  O b s e r v a  q u é  l u g a r e s  e s t á n  
m a r c a d o s  e n  e l  m ap a
D e l a  R o c a  T o r t u g a  a  l a  L a g u n a  A z u l  h a y  5 p a s o s  d e  
d i s t a n c i a .  F í j a t e  c o m o  e s t á n  s e ñ a l a d o s  l o s  p a s o s  e n  e l  
m a p a .
MAPA DEL TESORO
ROCA
TORTURA
ARBOL
HUECO
AQUI ESTA EL 
f C O F R E  DEL 
T E S O R O
¿ C u á n t o s  p a s e s  h a y  d e l  á r b o l  h u e c o  a l  l u g a r  e n  d o n d e  
e s t á  e n t e r r a d o  e l  c o f r e  d e l  t e s o r o ?
1 0 )  P a r a  c o c e r  e l  a r r o z  s e  u s a n  2 t a z a s  d e  a g u a  p o r  1 c e  
a r r o z  c o m o  s e  v e  e n  e l  d i b u j o :
1 TAZA DE ARROZ 2 TAZAS DE AGUA
S i  L u p i t a  u s a  6 t a z a s  d e  a g u a ,  ¿ c u á n t a s  t a z a s  d e  a r r o z  
n e c e s i t a ?  D i b ú j a l a s .
T A ZA S DE AGUATAZAS DE ARROZ
1 1 )  A q u í a p u n t ó  l a  T í a  L o l a  
l a  r e c e t a  q u e  u s a  c u a n d o  
h a c e  u n  f l a n  p a r a  d o s  
p e r s o n a s .
N o s o t r a s  a n o t a m o s  l a  r e c e t a  e n  l a  s i g u i e n t e  t a b l a .
B u s c a  e n  l a  t a b l a ,  ¿ c u á n t o s  h u e v o s  s e  n e c e s i t a n  p a r a  h a c e r  u n  
f l a n  p a r a  d o s  p e r s o n a s ?  _____________________
¿ C u á n t a s  l a t a s  d e  l e c h e  c o n d e n s a d a  s e  n e c e s i t a n  p a r a  h a c e r  u n  
f l a n  p a r a  d o s  p e r s o n a s ?  _______ ______________
A h o r a ,  e s c r i b e  e n  l a  c o lu m n a  d e  l a  d e r e c h a  q u é  c a n t i d a d e s  d e  
c a d a  i n g r e d i e n t e  n e c e s i t a m o s ,  s i  q u e r e m o s  h a c e r  e l  f l a n  d e  l a  
T í a  L o l a  p a r a  c u a t r o  p e r s o n a s .
2 PERSONAS 4  PERSONAS
LATAS DE LECHE CONDENSADA 1
TAZAS DE AGUA 2
HUEVOS 6
CUCHARADITAS DE V A IN ILLA 3

TERCER GRADO
NOMBRE DEL ALUMNO:___________________________________________________
FECHA DE NACIM IENTO: ________________________________________________
ESCUELA: __________________________________________________________________
FECHA: _________________________________________________ GRUFO: __________
1 )  A y u d a  a  l o s  t r e s  n i ñ o s .
H az u n  c a m in o  q u e  l l e v e  a  c a d a  u n o  a  e n c o n t r a r  s u s  
z a p a t o s .
CUARTO GRADO
NOMBRE DEL ALUMNO:___________________________________________________
FECHA DE NAC IM IENTO :________________________________________________
ESCUELA: __________________________________________________________________
FECHA:  ____________________________________________ GRUPO: __________
1 )  A y u d a  a  l o s  t r e s  n i ñ o s .
H az u n  c a m in o  q u e  l l e v e  a  c a d a  u n o  a  e n c o n t r a r  s u s  
z a p a t o s .
2} Observa los dibujos y contesta las preguntas*
O G TTÜ U T T  T T O
...
-4- -4-
ÜTJ
Este es el 
tren de Juan.
Este es el d 
tren de José.
e r a o ~ a a a a a
a) ¿Cuál es el más largo?
b) ¿Cuántos vagones más tiene el tren de Juan?
Juan y José quieren tener trenes del.mismo largo,
c) Ayúdales a construirlos.
TREN DE JUAN
TREN DE JOSE
3) En la siguiente serie faltan algunos números.
S ,  1 2 ,  1 6 ,  2 4 ,
a) ¿Qué número va en el cuadro verde?
En la siguiente serie también faltan algunos números.
í a ,  i a ,  2 i
b) ¿Qué número va en el cuadro café?
c) ¿Qué número va en el cuadro azul?
4) Este es un cuadrado.
Aquí tienes uno de los lados de un cuadrado más grande. 
Dibuja los lados que le faltan.
) O b s e r v a  l e s  c u a d r e s  q u e  h a y  e n  e l  s o b r e .
P e g a  e l  q u e  e s  u n a  f o t o g r a f í a  d e l .  s i g u i e n t e  d i b u
¿En q u é  t e  f i j a s t e  p a r a  e s c o g e r  l a  f o t o g r a f í a ?
6) Gloria está haciendo muñecos de alambre. 
Usa botones para saber de qué tamaño son. 
El primero mide dos botones de altura.
El segundo tiene el doble de altura,
a) Dibújalo.
b) Haz otro que tenga el triple de altura.
7) Encontramos una galleta que hace que las cosas crezcan 
doble de su tamaño.
El perro que está dibujado se va a comer la galleta. 
¿Cómo quedará el perro después de comerse esa galleta?. 
Dibújalo.
8 )  En e l  s a l ó n  d e  A na y  e n  e l  s a l ó n  d e  R o s a  v a n  a  p r e s e n t a r  
u n a  p o e s í a  c o r a l .  L a s  m a e s t r a s  m a r c a n ,  c o n  u n a  c r u z  e n  e l  
p i s o ,  e l  l u g a r  q u e  o c u p a r á  c a d a  n i ñ o .
PISO DEL SALON DE ANA NIÑOS QUE PARTICIPAN
PISO DEL SALON DE ROSA- NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
a )  ¿En q u é  s a l ó n  e s t á n  m á s  a p r e t a d o s  l o s  n i ñ o s ,  e n  e l  d e  A na
o  e n  e l  d e  R o s a ?  _____________________________________
¿En qué te fijaste para decidir que niños están más
apretados?___________ ___________________
En e l  s a l ó n  d e  L u i s  y  e n  e l  s a l ó n  d e  P o l o  t a m b i é n  v a n  a 
p r e s e n t a r  u n a  p o e s í a .  L a s  m a e s t r a s  m a r c a n /  c o n  u n a  c r u z  
e n  e l  p i s o ,  e l  l u g a r  q u e  o c u p a r á  c a d a  n i ñ o .
P IS O  DEL SALON DE L U IS  NIÑOS QUE PARTICIPAN
X
X X
X
P IS O  DEL SALON DE POLO
X X
X X
X X
NIÑOS QUE PARTICIPAN
b )  ¿E n q u é  s a l ó n  e s t á n  m á s  a p r e t a d o s  l o s  n i ñ o s ,  e n  e l  d e
L u i s  o  e n  e l  d e  P o l o ?  ______________________________________________
¿En qué te fijaste para decidir que niños están más
apretados? _____________________________________________
9 )  E l  p i r a t a  C a n u k  h i z o  u n  mapa p a r a  e n c o n t r a r  e l  t e s o r o  q u e  
e s c o n d i ó  e n  l a  I s l a  P a r a í s o .  C t s e r v a  q u é  l u g a r e s  e s t á n  
m a r c a d o s  e n  e l  m a p a
D e l a  R o c a  T o r t u g a  a  l a  L a g u n a  A z u l  h a y  5 k i l ó m e t r o s  d e  
d i s t a n c i a .  F í j a t e  c o m o  e s t á n  s e ñ a l a d o s  l o s  k i l ó m e t r o s  e n  
e l  m a p a .
MAPA DEL TESORO
A ftlO L
HUECO,
AQUI ESTA EL 
fC O F R E  SE L  
TESORO
¿ C u á n t o s  k i l ó m e t r o s  h a y  d e l  á r b o l  h u e c o  a l  l u g a r  e n  d o n d e  
e s t á  e n t e r r a d o  e l  c o f r e  d e l  t e s o r o ?  _____________________
10) Para cocer el arroz se usan 2 tazas de agua por 1 de 
arroz como se ve en el dibujo:
0 »
1 TAZA DE ARROZ 2 TAZAS DE AGUA
Si Lupita usa 6 taz^s de agua, ¿cuántas tazas de arroz 
necesita? Dibújalas.
TAZAS DE AGUATAZAS DE ARROZ
1 1 )  A q u í  a p u n t ó  l a  T í a  L o l a  
l a  r e c e t a  q u e  u s a  c u a n d o  
h a c e  u n  f l a n  p a r a  c u a t r o  
p e r s o n a s .
N o s o t r a s  a n o t a m o s  l a  r e c e t a  e n  l a  s i g u i e n t e  t a b l a .
B u s c a  e n  l a  t a b l a ,  ¿ c u á n t o s  h u e v o s  s e  n e c e s i t a n  p a r a  h a c e r  u n  
f l a n  p a r a  c u a t r o  p e r s o n a s ?  ______________________
¿ C u á n t o s  g r a m o s  d e  a z ú c a r  s e  n e c e s i t a n  p a r a  h a c e r  u n  f l a n  p a r a  
c u a t r o  p e r s o n a s ?  ______________________
A h o r a ,  e s c r i b e  e n  l a s  c o l u m n a s  d e  l a  d e r e c h a  q u é  c a n t i d a d e s  d e  
c a d a  i n g r e d i e n t e  n e c e s i t a m o s ,  s i  q u e r e m o s  h a c e r  e l  f l a n  d e  l a  
T í a  L o l a  p a r a  d o s  y  p a r a  o c h o  p e r s o n a s .
NUMERO DE PERSONAS
4 2 8
I
N
G
R
E
D
I
E
N
T
E
S
LATAS DE LECHE CONDENSADA 2
HUEVOS 12
CUCHARADITAS DE VAINILLA 6
TAZAS DE AGUA 4
GRAMOS DE NUEZ 100
GRAMOS DE AZUCAR 200
1
i
12) Alicia va a la tienda de Don Ramón y ve el siguient 
letrero:
R E F R E S C O S
N$3.30
3300 VIEJOS RESOS
Si compra 5 refrescos, ¿cuánto pagará?
QUINTO GRADO
NOMBRE DEL ALUMNO: ,_____________________ ■
FECHA DE NACIMIENTO:_________________
ESCUELA:_______________________________________
FECHA: GRUPO:
1) En la siguiente serie, faltan algunos números.
2a, a a ,  ¿a,
a) ¿Qué número va en el cuadro verde?
En la siguiente serie también faltan algunos números.
I l  , 24, 23, 32
b) ¿oué número va en el cuadro azul? _______
SEXTO GRADO
NOMBRE DEL ALUMNO: .__________________'
FECHA DE NACIMIENTO:__________________
ESCUELA:_______________________________________
FECHA: GRUPO:
1) En la siguiente serie, faltan algunos números.
28, 35, _ ,  42,
a) ¿Qué número va en el cuadro verde?
En la siguiente serie también faltan algunos números.
L J,  , 24, 28, 32
b) ¿Qué número va en'el cuadro azul? _______
2 )  En l a  c u a d r í c u l a  d i b u j a m o s  u n  r e c t á n g u l o .
C o m p l e t a  e l  r e c t á n g u l o  q u e  e m p e z a m o s  a  t r a z a r  e n  l a  
d e r e c h a .
Tu d i b u j o  d e b e  t e n e r  l a  m is m a  f o r m a  q u e  e l  n u e s t r o .
) O b s e r v a  l o s  c u a d r o s  q u e  h a y  e n  e l  s o b r e .
P e c a  e l  q u e  e s  u n a  f o t o g r a f í a  d e l  s i g u i e n t e  d i b u j o
¿En q u é  t e  f i j a s t e  p a r a  e s c o g e r  l a  f o t o g r a f í a ?
4 )  G l o r i a  e s t á  h a c i e n d o  m u ñ e c o s  d e  a l a m b r e .
U s a  b o t o n e s  p a r a  s a b e r  d e  q u é  t a m a ñ o  s o n .
E l  p r i m e r o  m i d e  1 2  b o t o n e s  d e  a l t u r a .
E l  s e g u n d o  m i d e  l a  c u a r t a  p a r t e  d e l  p r i m e r o ,
a )  D i b ú j a l o .
b )  H az o t r o  q u e  t e n g a  d o s  t e r c i o s  d e  l a  a l t u r a  d e l  
m u ñ e c o  q u e  d i b u j a s t e .
5) Dibuja al perro en una reproducción a escala de 2 a 1.
Í
1
i
KI¿m m
— iu
6 )  En e l  s a l ó n  d e  A n a  y  e n  e l  s a l ó n  d e  R o s a  v a n  a p r e s e n t a r  
u n a  p o e s í a  c o r a l .  L a s  m a e s t r a s  m a r c a n ,  c o n  u n a  c r u z  e n  e l  
p i s o ,  e l  l u g a r  q u e  o c u p a r á  c a d a  n i ñ o .
P I S O  DEL SALON DE ANA NIÑOS QUE PARTIC IPA N
P I S O  DEL SALON DE ROSA NIÑOS QUE PA R T IC IPA N
X X
X X
X X
a )  ¿E n q u é  s a l ó n  e s t á n  m á s  a p r e t a d o s  l o s  n i ñ o s ,  e n  e l  d e  Ana
o  e n  e l  d e  R o s a ?  _____________________________________
¿En qué te fijaste para decidir que niños están más
apretados?__________________________________________________
En e l  s a l ó n  d e  L u i s  y  e n  e l  s a l ó n  d e  P o l o  t a m b i é n  v a n  a 
p r e s e n t a r  u n a  p o e s í a .  L a s  m a e s t r a s  m a r c a n /  c o n  u n a  c r u z  
e n  e l  p i s o ,  e l  l u g a r  q u e  o c u p a r á  c a d a  n i ñ o .
F IS C  DEL SALON DE LUIS NIÑOS QUE PARTICIPAN
X
X X
X
P IS O  DEL SALON DE POLO'
X X
X X
X X
NIÑOS QUE PARTICIPAN
>>/
b )  ¿E n q u é  s a l ó n  e s t á n  m á s  a p r e t a d o s  l o s  n i ñ o s ,  e n  e l  d e
L u i s  o  e n  e l  d e  P o l o ?  ______________________________________________
¿En qué te fijaste para decidir que niños están más
apretados" ________________________  ____________ ___
7 )  En e l  d i b u j o  e s t á n  l a s  c a r r e t e r a s  q u e  v a n  d e  X o c h i m i l c o  
a S a n  L u c a s ,  N a t i v i t a s  y  S a n t i a g o .
D e X o c h i m i l c o  a  S a n  L u c a s  h a y  2 4  k i l ó m e t r o s  d e  d i s t a n c i a .
SAN LUCAS
NATIVITAS,
XOCHIMILCO
SANTIAGO
a )  ¿ C u á n t o s  k i l ó m e t r o s  h a y  d e  N a t i v i t a s  a  S a n t i a g o ?
9 )  P a r a  c o c e r  e i  a r r o z  s e  u s a n  3 t a z a s  c e  a r r o z  p e r  5 d e  
a g u a ,  com o s e  v e  e n  e l  d i b u j o .
ü >
0 >
0 ü>
Q 0>
3  TAZAS DE ARROZ 5 TAZAS DE AGUA
¿ C u á n t a s  t a z a s  d e  a r r o z  n e c e s i t a  L u p i t a ,  s i  u s a  1 0  t a z a s  d e  
a g u a ?  D i b ú j a l a s .
TAZAS DE ARROZ TAZAS DE AGUA
9 )  A g u í  a p u n t ó  l a  T í a  L o l a  
l a  r e c e t a  q u e  u s a  c u a n d o  
h a c e  u n  f l a n  p a r a  c u a t r o  
p e r s o n a s .
En l a  s i g u i e n t e  t a b l a ,  a n o t a m o s  a l g u n a s  c a n t i d a d e s  d e  l a  r e c e t a  
p a r a  c u a t r o  p e r s o n a s .
C o m p l e t a  l a s  q u e  f a l t a n .
A h o r a ,  e s c r i b e  e n  l a s  c o l u m n a s  d e  l a  d e r e c h a  q u é  c a n t i d a d e s  d e  
c a d a  i n g r e d i e n t e  n e c e s i t a m o s ,  s i . q u e r e m o s  h a c e r  e l  f l a n  d e  l a  
T í a  L o l a  p a r a  d o s  y  p a r a  s e i s  p e r s o n a s .
NUMERO DE PERSONAS
4 2 6
I LATAS DE LECHE CONDENSADA 2
N
G
R
HUEVOS
E
D CUCHARADITAS DE VAINILLA
6
I
E
VI
TAZAS DE AGUA
n
T
E
GRAMOS DE NUEZ 100
S
GRAMOS DE AZUCAR
10) Tomás llegó de Estados Unidos de América.
El tendrá que cambiar sus dólares a nuevos pesos 
mexicanos. Por 3 dólares le dieron 9 nuevos pesos.
Si cambia 72 dólares, ¿cuántos nuevos pesos le darán?
E S T A D O  b £  A * £ . X I C O
BIST (UTO 
mefiAL
M 0REIÜS
Q ué p o r c e n t a j e  r e p r e s e n t a n  2  h a b i t a n t e s  d e  c a d a  1 0 ?
12) En la tienda "Ahorrará”, el 3% de 10 000 paquetes de
frituras tienen premio. ¿Cuántos paquetes tienen premio?
13) Luisa y Rosa están escribiendo en la máquina.
Luisa escribe 9 letras en 3 segundos 
y Rosa escribe 12 letras en 4 segundos.
¿Quién escribe más rápido? ____________________________
¿En qué te fijaste para saber quién escribe más rápido?
14) María prepara agua de tamarindo.
A 2 litros de jarabe de tamarindo le agrega 
8 litros de agua.
Juan también prepara agua de tamarindo, 
pero a 1 litro de jarabe de tamarindo 
le agrega 6 litros de agua.
¿Cuál de las dos aguas tiene más sabor a tamarindo?
¿En qué te fijaste para decidir qué agua tiene más 
sabor a tamarindo?
ANEXO 1.2 
Los cuestionarios adaptados
En este Anexo se incluyen los cuestionarios que se utilizaron en el trabajo 
realizado en Valencia durante el curso 1996-1997.
Hay tres cuestionarios, uno por cada ciclo de enseñanza primaria.

PRIMER C U RS O
NOMBRE: ______________________________________________  EDAD:
CENTRO: ______________________________________________  GRUPO:
FECHA: _____________________________________________
1) Ayuda a los tres niños.
Haz un camino que lleve a cada uno a encontrar sus  zapatos
k
(Tia .
2) Observa los dibujos y contesta las preguntas.
Este es el 
tren de Juan
ero ero o o xru
Este es el 
tren de José ^ o ír  0 0  o“ü xru
a) ¿Cuál es el tren más largo ?
b) ¿Cuántos vagones más tiene el tren de Juan que el de José?
Juan y José quieren tener trenes del mismo tamaño.
c) Ayúdales á construirlos.
TREN DE JUAN
TREN DE JOSE
3) Aigunas casas  de esta calle no tienen número.
a) ¿Qué número va en la casa  verde? ________________
b) ¿ Qué número va en la casa rosa? ________________
~\
También algunas c a sa s  de esta calle no tienen número.
c) ¿Qué número va en la casa  marrón?
d) ¿Qué número va en la casa  azul?
e) Rosa hace collares de distintos tamaños.
Ella usa cuentas de distintos colores, blancas y negras.
Observa las cuentas que puso en cada hilo.
Dibuja las cuentas que debe ensartar en los hilos que están vados.
Este es un cuadrado.
Aquí tienes uno de ios lados de un cuadrado más grande. 
Dibuja los lados que le faltan.
Observa los dibujos que hay en el sobre.
Pega el que e s  una fotografía del siguiente dibujo.
¿En qué te fijaste para escoger  la fotografía?
) Gloria e s tá  haciendo muñecos de alambre. 
Usa botones para saber de qué tamaño son. 
El primero mide cuatro botones de altura. 
El segundo mide la mitad del primero.
a) Dibújalo.
b) Haz otro que tenga el triple de altura.
7) Encontramos una galleta mágica que hace que las c o s a s  crezcan al 
doble de su tamaño.
El perro que está dibujado se  va a comer la galleta mágica.
¿Cóm o quedará el perro después de comerse e sa  galleta?
Dibújalo
8) En la clase  de Ana y en la d a se  de Rosa van a representar un
cuento. Las maestras marcan, con una cruz en el suelo, el lugar que 
ocupará cada niño.
SUELO DE LA CLASE DE ANA NIÑOS QUE PARTICIPAN
SUELO DE LA CLASE DE ROSA NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
a) ¿En qué clase están más apretados los niños, en la de Ana o en la 
de Rosa?
¿ En qué te fijaste para decidir que niños están mas apretados?
En la clase de Luis y en la clase de Pablo también van a 
representar un cuento. Las maestras marcan, con una cruz en el 
suelo, el lugar que ocupará cada niño.
SUELO DE LA CLASE DE LUIS
X
X X
X
SUELO DE LA CLASE DE PABLO
X X
X X
X X
b) ¿En qué clase están más 
de Pablo ?
NIÑOS QUE PARTICIPAN
NIÑOS QUE PARTICIPAN
los niños, en la de Luis o en la
¿ En qué te fijaste para decidir que niños están más apretados?
9) El pirata Canuk hizo un mapa para encontrar el tesoro que escondió 
en la Isla Paraíso. Observa qué lugares están marcados en el mapa.
De la Roca Tortuga al Torreón Morisco hay 5 pasos de distancia. 
Fíjate como están señalados los pasos en el mapa.
MAPA DEL TESORO
ARBOL
HUECO
AQUI ESTA EL 
/ C O F R E  OEL 
T E S O R O
¿Cuántos pasos hay en del árbol hueco al lugar en donde está  
enterrado el cofre del tesoro ? ____________________________
10) Para cocer el arroz se  usan 2 tazas de agua por 1 de arroz como 
s e  ve en el dibujo
1 TAZA DE ARROZ 2  TAZAS DE AGUA
Si Maria usa 6 tazas de agua, ¿ cuántas tazas de arroz necesita? 
Dibújalas.
TAZAS DE AGUA
11) Aquí apuntó la abuela 
la receta que usa cuando 
hace un flan para dos 
personas.
r ^  
^  A^ x lr
Nosotros anotamos la receta en la siguiente tabla.
Busca en la tabla, ¿cuántos huevos se  necesitan para hacer un flan 
para dos person as?______________________
¿ Cuántas latas de leche condensada se  necesitan para hacer un 
flan para dos personas?  __
Ahora, escribe en las columnas de la derecha qué cantidades de 
cada ingrediente necesitamos, si queremos hacer el flan de la 
abuela para cuatro personas.
2  PERSONAS 4 PERSONAS
LATAS DE LECHE CONDENSADA 1
TAZAS DE AGUA 2
HUEVOS 6
CUCHARADITAS DE VAINILLA 3

TERCER CURSO
NOMBRE: 
CENTRO: 
FECHA:
1 )
_______________________________________________ EDAD : _
_______________________________________________  GRUPO: __
Ayuda a los tres niños.
Haz un camino que lleve a cada uno a encontrar su s  zapatos
&
2) Observa los dibujos y contesta las preguntas.
Este es el 
tren de Juan
u o  ero tto oxr t t q
Este es el 
tren de José
TTTf XTTJ O ü  TTU
a) ¿Cuál es el tren más largo ?
b) ¿Cuántos vagones más tiene el tren de Juan que el de José?
Juan y José quieren tener trenes del mismo tamaño,
c) Ayúdales a construirlos.
TREN DE JUAN
TREN DE JOSE
En la siguiente serie faltan algunos números.
8_, 12, 16,  , 2 4 ,
a)¿Qué número va en el cuadro verde?
En la siguiente serie también faltan algunos números.
., 15.  18.  21
b) ¿Qué número va en el cuadro marrón?
c) ¿Qué número va en el cuadro azul?
Este es un cuadrado.
Aquí tienes uno de los lados de un cuadrado más grande. 
Dibuja los lados que le faltan.
Observa los dibujos que hay en el sobre.
Pega el que es  Una fotografía del siguiente dibujo
¿En qué te fijaste para escoger la fotografía?
6) Gloría está haciendo muñecos de alambre. 
Usa botones para saber de qué tamaño son. 
El primero mide dos botones de altura.
El segundo tiene el doble de altura.
a) Dibújalo.
b) Haz otro que tenga el triple de altura.
7) Encontramos una galleta mágica que hace que las co sa s  crezcan al 
doble de su tamaño.
El perro que está dibujado se  va a comer la galleta mágica.
¿Cómo quedará el perro después de comerse e sa  galleta?
Dibújalo
8) En la clase de Ana y en la clase de Rosa van a representar un
cuento. Las maestras marcan, con una cruz en el suelo, el lugar que 
ocupará cada niño.
SUELO DE LA CLASE DE ANA NIÑOS QUE PARTICIPAN
SUELO DE LA CLASE DE ROSA NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
a) ¿En qué clase están más apretados los niños, en la de Ana o en la 
de Rosa?
¿ En qué te fijaste para decidir que niños están mas apretados?
En la clase de Luis y en la clase de Pablo también van a 
representar un cuento. Las maestras marcan, con una cruz en el 
suelo, el lugar que ocupará cada niño.
SUELO DE LA CLASE DE LUIS NIÑOS QUE PARTICIPAN
X
X X
X
SUELO DE LA CLASE DE PABLO NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
b) ¿En qué clase están más apretados los niños, en la de Luis o en la 
de Pablo ?
¿ En qué te fijaste para decidir que niños están más apretados?
9) El pirata Canuk hizo un mapa para encontrar el tesoro que escondió 
en la Isla Paraíso. Observa qué lugares están marcados en el mapa.
De la Roca Tortuga al Torreón Morisco hay 5 kilómetros de 
distancia. Fíjate como están señalados los kilómetros en el mapa.
MAPA DEL TESORO
ARBOL
HUECO
AQUI ESTA EL 
{ COFRE DEL 
T E S O R O
¿Cuántos kilómetros hay en del árbol hueco al lugar en donde está  
enterrado el cofre del tesoro ? _____________________________
11) Aquí apuntó la abuela 
la receta que usa cuando 
hace un flan para cuatro 
personas.
Nosotros anotamos la receta en la siguiente tabla.
Busca en la tabla, ¿cuántos huevos se necesitan para hacer un flan 
para cuatro personas?____________________
¿ Cuántos gramos de azúcar se necesitan para hacer un flan para 
cuatro personas? ______________________
Ahora, escribe en las columnas de la derecha qué cantidades de 
cada ingrediente necesitamos, si queremos hacer el flan de la 
abuela para dos y para ocho personas.
NUMERO DE PERSONAS
4 2 8
I LATAS DE LECHE CONDENSADA
2
N
6 HUEVOS 12
R
E
D
CUCHARADITAS DE VAINILLA 6
I
E TAZAS DE AGUA 4
N
T
E
GRAMOS DE NUEZ 100
S GRAMOS DE AZUCAR 200
10) Para cocer el arroz s e  usan 2 tazas de agua por 1 de arroz como 
se  ve en el dibujo
n>
1 TAZA DE ARROZ 2  TAZAS DE AGUA
Si Maria usa 6 tazas de agua, ¿ cuántas tazas de arroz necesita?  
Dibújalas.
TAZAS DE ARROZ TAZAS DE AGUA
Alicia está en Disneylandia y ve el siguiente letrero:
3 REFRESCOS POR 
3, 30 dólares $ 
o
330 pesetas
Si compra 5 refrescos, ¿cuánto pagará?

QUINTO CURSO
NOMBRE: ___________ ______________________________ EDAD :
CENTRO: ___________________________________ __  GRUPO:
FECHA: __________________
1) En la siguiente serie faltan algunos números.
28.  3 5 . ____ , 49.,  , L J
a) ¿Qué número va en el cuadro verde ?_____ _______
En la siguiente serie también faltan algunos números.
24. 28. 3 2
b) ¿Qué número va en el cuadro azul? ______
2) En la cuadrícula dibujamos un rectángulo.
Completa el rectángulo que empezamos a trazar en la derecha. 
Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro.
Observa ios dibujos que hay en el sobre.
Pega el que es  una fotografía del siguiente dibujo.
¿En qué te fijaste para escoger  la fotografía?
4) Gloria está haciendo muñecos de alambre. 
Usa botones para saber de que tamaño son.
El primero mide 12 botones de altura.
El segundo mide la cuarta parte del primero.
a) Dibújalo
O
b) Haz otro que tenga dos tercios de la altura del muñeco que 
dibujaste.
5) Dibuja al perro en una reproducción a escala  de 2 a 1.
6 )  En la c la se  de Ana y en la c la se  de R osa  van a representar un
cuento . Las m a estra s  marcan, con una cruz en el su e lo ,  el lugar que  
ocupará ca d a  niño.
SUELO DE LA CLASE DE ANA NIÑOS QUE PARTICIPAN
SUELO DE LA CLASE DE ROSA NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X
a) ¿En qué c la se  es tá n  m ás  apretados los niños, en  la de Ana o  en  la 
de R o sa ?
¿ En q u é  te fijaste para decidir q ue  niños e s tá n  m as  a p re ta d o s?
En la c la se  d e  Luis y en  la c la se  de Pablo tam bién van a 
representar  un cu en to .  Las m aestras  marcan, con  una cruz en el 
s u e lo ,  el lugar q u e  ocupará  ca d a  niño.
SUELO DE LA CLASE DE LUIS NIÑOS QUE PARTICIPAN
X
X X
X
SUELO DE LA CLASE DE PABLO NIÑOS QUE PARTICIPAN
X X
X X
X X o j
b) ¿En q ué c la se  e s tá n  m ás  ap retados los niños, en  la d e  Luis o en la 
d e  Pablo ?
¿ En qué te fijaste para decidir que niños están más apretados?
En el dibujo están las carreteras que van de Paterna a Valencia, 
El Puig y El Saler.
De Paterna a El Puig hay 24 Kilómetros de distancia.
EL PUIG
PATERNA
EL SALER
a) ¿Cuántos Kilómetros hay de Valencia a El Saler ?
8 )  Para co ce r  el arroz s e  usan  3 ta za s  d e  arroz por 5 de a gu a , com o  
s e  v e  en el dibujo.
o >
o
o »
0 >
3 TAZAS DE ARROZ 5 TAZAS DE AGUA
¿ C u á n ta s  ta z a s  d e  arroz n eces ita  Maria, si u sa  10 ta z a s  d e  a g u a ?  
D ib ú ja la s
TAZAS DE AGUA
9) Aquí apuntó la abuela 
la receta que usa cuando 
hace un flan para, cuatro 
personas.
V
° x
*4
*4
En la siguiente tabla, anotamos algunas cantidades de la receta 
para cuatro personas.
Completa las que faltan.
Ahora, escribe en las columnas de la derecha qué cantidades de 
cada ingrediente necesitamos, si queremos hacer el flan de la 
abuela para dos y para seis personas.
NUMERO DE PERSONAS
4 2 6
I LATAS DE LECHE CONDENSADA 2
N
G
R
HUEVOS
E
D CUCHARADITAS DE VAINILLA
6
I
E
N
T
E
TAZAS DE AGUA
GRAMOS DE NUEZ 100
S
GRAMOS DE AZUCAR
Tomás llegó de la ciudad belga de Bruselas .
El tendrá que cambiar sus francos belgas a pesetas.
Por 3 francos belgas le dieron 9 pesetas.
Si cambia 72 francos belgas, ¿Cuántas pesetas le darán?
Fíjate, 2 d e  cada 10 
habitantes de la C om unidad  
V alenciana viven en  la 
ciudad de Valencia y su  
^  á rea  m e t r o p o l i t a n a ^ ^
S B §
CASTELLONJ^f
VALENCIA
Irjs-¿ -J, 
ALICANTE
Qué porcentaje representan  2 habitantes de c a d a
En el supermercado "Continente" , el 3% de 10.000 paquetes de 
frituras tienen premio.
¿Cuántos paquetes tienen premio? ____________________
Luisa y Rosa están escribiendo en la máquina.
Luisa escribe 9 letras en 3 segundos.
Rosa escribe 12 letras en 4 segundos.
¿Quién escribe más rápido?________________________ _
¿En qué te fijaste para saber quién escribe mas rápido?
14 ) María prepara agua de limón.
A 2 litros de jarabe de limón le agrega 
8 litros de agua.
Juan también prepara agua de limón, 
pero a 1 litro de jarabe de limón 
le agrega 6 litros de agua.
¿Cuál de las dos aguas tiene más sabor a limón?
¿En qué te fijaste para decidir qué agua tiene más sabor a limón?

ANEXO 1.3
Los cuestionarios de esta investigación
En este Anexo se incluyen las dos versiones del cuestionario que se ha 
utilizado en esta investigación.
Hay dos cuestionarios, uno para el segundo ciclo de enseñanza primaria y 
otro para el tercero.

SEGUNDO CICLO
NO M BRE :
CURSO:
FECH A DE NA C IM IEN TO :
GRUPO:
CENTRO:.
O bserva los d ibujos que hay en el sobre.
Pega el que es una fotografía del sigu iente dibujo
¿En qué te has fijado para escoger la fotografía?
2) Gloria está haciendo muñecos de alambre.
Usa botones para saber de qué tamaño son.
El primero, que mide cuatro botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la mitad del primero. Dibújalo.
Dibuja otro que tenga el triple de altura del que dibujó Gloria
3) En la cuadrícula dibujam os un rectángulo.
A bajo h em o s com enzado a trazar otro rectángulo. 
C om p léta lo .
Tu dibujo debe tener la m ism a forma que el nuestro
Encontram os una galleta  m ágica que hace que todas las 
cosas crezcan al dob le en todas sus d im en sion es.
El perro que está d ibujado se va a com er la galleta  m ágica. 
¿Cóm o quedará el perro d esp u és de com erse esa galleta?
D ibújalo
5) En el co leg io  es la hora del recreo. Los n iños de la clase de Luis
y  de la clase de Pablo van a salir a jugar al patio.
Cada clase  tien e  u n  cam po para jugar a la pelota .
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JUEGAN
DE LA CLASE DE LUIS A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE PABLO
1-------------------------
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué cam po jugarán m ás apretados lo s n iñ os, en el de la clase  
de Luis o en el de la clase de Pablo?
b)¿Q ué te ha hecho decidir que los n iñ os jugarán m ás apretados?
6) En e l co leg io  es la hora del recreo. Los n iñ os de la clase de Ana
y  de la clase de R osa van  a salir a jugar al patio. Cada clase
tien e  un  cam po para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JUEGAN
DE LA CLASE DE ANA A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JUEGAN
DE LA CLASE DE ROSA A LA PELOTA
a) ¿En qué cam po jugarán m ás apretados los n iñ os, en el de la clase  
de A na o en el de la clase de Rosa?
b) ¿Q ué te ha hecho decid ir que los n iñ os jugarán m as apretados?
En el co legio  es la hora del recreo. Los niños de la clase de M aría y
de la clase de Juan van  a salir a jugar al patio . Cada clase tiene un
cam po para jugar a la p elota .
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARIA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE JUAN
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué cam po jugarán m ás apretados los n iñ os, en  el de la clase  
de M aría o en el de la clase de Juan?
b)¿Q ué te ha hecho decid ir que los niños jugarán m ás apretados?
8) En el co leg io  es la hora del recreo. Los n iñ os de la clase de
M arta y  de la clase de M igu el van a salir a jugar al patio .
Cada clase tien e un  cam po para jugar a la  pelota .
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JUEGAN
DE LA CLASE DE MARTA A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué cam po jugaran m ás apretados los n iñ os, en el de la clase 
de Marta o en  el de la clase de M iguel?
b)¿Q ué te ha hecho decidir que los n iñ os jugaran m ás apretados?
9) Los b osq u es de dos m ontes se han quem ado.
En el día d el árbol invitan a unos n iños a repoblarlos.
Para que lo s  n iñ os sepan donde hay que plantar los árboles se 
han parcelado lo s dos m ontes.
Los técn icos han dado las sigu ien tes instrucciones:
U N A  PARCELA DEL ARBOLES QUE HAY QUE
M O NTE A  PLANTAR POR PARCELA
U N A  PARCELA DEL  
M O NTE B
a) C uando crezcan lo s árboles,
¿qué b osq u e  resultará m ás espeso  o denso?
ARBOLES QUE HAY QUE  
PLANTAR POR PARCELA
b) ¿Q ué te ha hecho decidir qué bosque será m ás espeso?
El quinto curso de un co leg io  de Valencia se va de excursión al 
bosque de El Saler. V arios grupos de estudiantes deciden juntar su 
dinero para com prar bocadillos. A  la hora de la com ida se reúnen  
cada uno con su  grupo para com partir los bocadillos. En los dibujos 
de abajo v es cuatro de estos grupos con los bocadilos que tienen  
para com partir.
a) ¿En qué grupo com erá m ás cada estudiante?  
Explica tu respuesta:
bj ¿En qué grupo com erá m en os cada estudiante?  
Explica tu respuesta:
La calidad de una m erm elada depende de la cantidad de fruta que  
se u tiliza  en  su elaboración.
C uanto m ás cantidad de fruta se utilice, m ejor será la calidad.
M e r m e l a d a  
d e  3 a e ¿ a
cflnfertLrla 
d t f a d a  45o/o
D f n m i r l m l n  
r/o f i'v sn
cunten Id  a  '
tU  { . v i t a  / ,
C onten ido  
de ( r u ta
Compara las calidades de las m erm eladas que contien en  los tres 
frascos y di cuál es la mejor.
Explica cóm o ob tien es la respuesta:
M aría prepara un  refresco de lim ón .
A  2 vasos de jarabe de lim ón  le añade 
8 v a so s  de agua.
a g u a  S O S  B B S 0 S
jarabe d e  lim ó n  9  H
Juan tam bién  prepara un refresco de lim ón, 
pero a 1 vaso  de jarabe de lim ón  
le  añade 6 v a so s de agua.
jarabe de lim ón
¿Cuál de lo s  dos refrescos tiene m ás sabor a lim ón?
¿En qué te has fijado para decidir qué refresco tiene más sabor a lim ón?
M arta prepara una naranjada.
A 2 vasos de jarabe de naranja le  añade 
6 vasos de agua.
jarabe de naranja
Luis tam bién  prepara una naranjada, 
pero a 2 vasos de jarabe de naranja 
le  añade 4 vasos de agua.
agu a 0 0 S B
jarabe de naranja B B
¿Cuál de los dos refrescos tien e m ás sabor a naranja?
Explica tu respuesta
1 4 )  M a r ía  q u ie r e  h a c e r  u n  a r r o z  c a ld o s o  
c o n  la  a y u d a  de su  a b u e la
Por cada taza de arroz 
que eches en la cazuela
1 taza de arroz
pon tres 
tazas de caldo
3 tazas de caldo
L a  a b u e la  h a  p r e p a r a d o  6 ta z a s  d e  c a ld o . 
¿ C u á n ta s  ta z a s  d e  a r r o z  n e c e s i ta  M a r ía ?  
D i b ú j a l a s
6 tazas de caldotazas de arroz
1 5 )  A n to n ia  q u ie r e  c o m p r a r  3 c a r a m e lo s
3 caramelos
J u a n  h a  c o m p r a d o  6 c a r a m e lo s  en  la  t ie n d a  
y p a g ó  18  p e se ta s .
caramelos18 pesetas
¿ C u á n ta s  p e s e ta s  t e n d r á  q u e  p a g a r  A n to n ia ?  
D ib ú ja la s  y  c o m p le ta  e l c u a d r o  d e  a r r ib a
1 6 )  Juan tiene que hacer unos tendederos. 
En la tienda ha comprado 6 m etros d< 
El vendedor le dice que para hacer 4 
se usan 12 m etros.
¿Cuántos tendederos podrá hacer Juan  
m etros de cuerda que com pró?
e cuerda, 
tendederos
con los
E xplica cóm o obtienes la respuesta:
17) Tomás llegó con sus padres a la ciudad belga de Bruselas. 
Para entender mejor los precios, es conveniente que Tomás 
convierta los precios en francos belgas a precios en pesetas 
españolas.
Tomás comienza a prepararse una tabla para llevarla en el 
bolsillo.
Complétala.
F R A N C O S
BELGAS
PESETAS
1
2
3 12 pts
4 16 pts
5
6
8
10
15
16
18
71
72
75
Si tienes que hacer operaciones, escríbelas:
TERCER CICLO
NOMBRE
CURSO:
FECHA DE NACIMIENTO:
GRUPO:
CENTRO:.
Observa los dibujos que hay en el sobre.
Pega el que es una fotografía del siguiente dibujo
¿En qué te has fijado para escoger la fotografía?
2) Gloria está haciendo muñecos de alambre.
Usa botones para saber de qué tamaño son.
El primero, que mide doce botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la cuarta parte del primero. Dibújalo.
Haz otro que tenga dos tercios de la altura del que has dibujado.
En la cuadrícula dibujamos un rectángulo.
Abajo hemos comenzado a trazar otro rectángulo. 
Complétalo.
Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro
4) D ib u ja  al perro en  una reproducción a escala de 2 a 1 .
—
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. _ '
*
i
>
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.
.
i _
5) En el colegio  es la hora del recreo. Los n iñ os de la clase de Luis
y  de la clase de Pablo van a salir a jugar al patio.
Cada clase tien e un cam po para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE LUIS
 -_____ j________ i________
-------------4-------------1-------------
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE PABLO
---------------------- 4-----------------------1----------------------
------------ 1--------------1-------------
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué campo jugarán más apretados los niños, en el de la clase 
de Luis o en el de la clase de Pablo?
b)¿Q ué te ha hecho decid ir que los n iños jugarán m ás apretados?
6) En el co leg io  es la hora del recreo. Los n iñ os de la clase de Ana
y  de la clase de R osa van  a salir a jugar al patio. Cada clase
tien e  u n  cam po para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE ANA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JJJEGAN
DE LA CLASE DE ROSA A LA PELOTA
a) ¿En qué campo jugarán más apretados los niños, en el de la clase 
de Ana o en el de la clase de Rosa?
h) ¿Qué te ha hecho decidir que los n iñ os jugarán m as apretados?
7) En el co leg io  es la hora del recreo. Los niños de la clase de M aría y
de la clase de Juan van a salir a jugar al patio. Cada clase tiene un
cam po para jugar a la p elo ta .
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARIA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
----------- 1_______ i________i_______
 1  ^ 1-----------
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE JUAN
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
a)¿En qué campo jugarán más apretados los niños, en el de la clase 
de María o en el de la clase de Juan?
b)¿Q ué te ha hecho decid ir que los n iñ os jugarán m ás apretados?
8) En el co leg io  es la hora del recreo. Los n iñ os de la clase de
M arta y  de la clase de M ig u e l van  a salir  a jugar al patio.
Cada clase tien e un  cam po para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JUEGAN
DE LA CLASE DE MIGUEL A LA PELOTA
a)¿En qué campo jugaran más apretados los niños, en el de la clase 
de Marta o en el de la clase de Miguel?
b)¿Q ué te ha hecho decidir que los n iñ os jugaran m ás apretados?
9) Los bosques de dos montes se han quemado.
En el día del árbol invitan a unos niños a repoblarlos.
Para que los niños sepan donde hay que plantar los árboles se 
han parcelado los dos montes.
Los técnicos han dado las siguientes instrucciones:
UNA PARCELA DEL ARBOLES QUE HAY QUE
MONTE A PLANTAR POR PARCELA
ARBOLES QUE HAY QUE 
PLANTAR POR PARCELA
a) Cuando crezcan los árboles,
¿qué bosque resultará más espeso o denso?
UNA PARCELA DEL 
MONTE B
h) ¿Qué te ha hecho decidir qué bosque será m ás espeso?
El quinto curso de un colegio de Valencia se va de excursión al 
bosque de El Saler. Varios grupos de estudiantes deciden juntar su 
dinero para comprar bocadillos. Ala hora de la comida se reúnen 
cada uno con su grupo para compartir los bocadillos. En los dibujos 
de abajo ves cuatro de estos grupos con los bocadilos que tienen 
para compartir.
a) ¿En qué grupo comerá más cada estudiante? 
Explica tu respuesta:
b) ¿En qué grupo comerá menos cada estudiante? 
Explica tu respuesta:
La calidad de una mermelada depende de la cantidad de fruta que 
se utiliza en su elaboración.
Cuanto más cantidad de fruta se utilice, mejor será la calidad.
M ermelada  
de Ciruela
ñ Icn u eln iln  
tío Clrticln
GO %
m l t i í í i  í t  í n l i
La mermelada de una marca se vende en frascos grandes y 
pequeños.
La mermelada de los dos frascos de arriba es de la misma calidad. 
En la etiqueta del frasco pequeño se ha borrado el tanto por ciento 
de fruta. Escríbelo tú en el dibujo.
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
¿Cuántos gramos de fruta 
contiene este frasco?
Explica cómo obtienes la respuesta:
M orm clndn  
do Clruoln
GO %
t i l l i l i l i l i l l l l i
María prepara un refresco de limón.
A 2 litros de jarabe de limón le añade 
8 litros de agua.
Juan también prepara un refresco de limón, 
pero a 1 litro de jarabe de limón 
le añade 6 litros de agua.
¿Cuál de los dos refrescos tiene más sabor a limón?
¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene más sabor a limón?
Fíjate, 2 de cada 10 
habitantes de la Comunidad 
Valenciana viven en la 
ciudad de Valencia y su 
área metropolitana
CASTELLON
vmS&fráfléSMft
.VAjLENCÍAfjgfl
A L I C A N T E ^
¿Qué porcentaje representan 2 habitantes de cada 10 ?
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
1 4 )  María quiere hacer un arroz al horno 
con la ayuda de su abuela
Por cada tres tazas de arroz 
que eches én la cazuela
3 tazas de arroz
pon cinco 
tazas de caldo
5 tazas de caldo
La abuela ha preparado 10 tazas de caldo. 
¿Cuántas tazas de arroz necesita María? 
Dibújalas
1 5 )  Antonia quiere comprar 3 caramelos
%
3 caramelos
i
Juan ha comprado 6 caramelos en la tienda 
y pagó 18 pesetas.
18 pesetas 6 caramelos
¿Cuántas pesetas tendrá que pagar Antonia? 
Dibújalas y completa el cuadro de arriba
1 6 )  Juan tiene que hacer unos tendederos.
En la tienda ha comprado 6 metros de cuerda.
El vendedor le dice que para hacer 4 tendederos 
se usan 12 metros.
¿Cuántos tendederos podrá hacer Juan con los 
metros de cuerda que compró?
Explica cómo obtienes la respuesta:
17) Tomás llegó con sus padres a la dudad belga de Bruselas. 
Para entender mejor los predos, es conveniente que Tomás 
convierta los precios en francos belgas a precios en pesetas 
españolas.
Tomás comienza a prepararse una tabla para llevarla en el 
bolsillo.
Complétala.
F R A N C O S
BELGAS
PESETAS
1
2
3 12 pts
4
5 20 pts
6
8
10
15
16
18
71
72
75
Si tienes que hacer operaciones, escríbelas:
ANEXO 2
las respuestas al cuestionario

ANEXO 2.1 
Tercer curso
En este Anexo se incluye el análisis y la categorización de las actuaciones de 
los estudiantes del tercer curso (3o. B) del Colegio Público de Prácticas de la 
C iudad de Valencia, que resolvieron las tareas de la versión del cuestionario 
para segundo ciclo.
DATOS GENERALES
En este curso, de 24 estudiantes, 23 respondieron las preguntas del 
cuestionario diseñado para el tercer ciclo de la escuela primaria. Los 
documentos que se analizan son los que corresponden a los núm eros 
siguientes: 01,02, 03, 04, 05, 07, 08,10,11,13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 
pues se excluyeron los de los alumnos de educación especial integrados en el 
aula.
La aplicación de la prueba se llevó a cabo en su aula de clase, el día 12 de 
mayo de 1998 y se inició a las 9h lOm. El tiempo prom edio que emplean los 
niños seleccionados para responder a las preguntas es de una hora y u n  
m inuto; el prim ero en term inar entregó a las 9h 45m y el últim o a las lOh 
35m. La edad promedio de estos alumnos de ocho años y once meses.
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Lista de los estudiantes seleccionados
N° Nombre Fecha de nacimiento Edad H. Final
01 Miguel J. Ha 10 octubre del 89 8 años 07 meses 9h 45m
02 Tania V. Ros Almansa 06 febrero del 89 9 años 03 meses 9h 51m
03 Vanesa García Marín 07 octubre del 89 8 años 07 meses 9h 54m
04 Alberto Gil Yepes 20 noviembre del 89 8 años 06 meses 9h 57m
05 Ma Luz Alfaro Martínez 31 julio del 89 8 años 10 meses 9h 59m
07 David Yepes Abad 20 septiembre del 89 8 años 08 meses lOh 03m
08 Pablo Aleixandre Giménez 08 febrero del 89 9 años 03 meses lOh 05m
10 Amparo Medina Ruiz 07 marzo del 89 9 años 02 meses lOh 06m
11 Clara Meliá Herraiz 13 febrero del 89 9 años 03 meses lOh 07m
13 María Grau Sánchez 03 junio del 89 8 años 11 meses lOh 09m
14 Rubén Jiménez Martínez 07 mayo del 89 9 años 00 meses lOh lOm
15 Andrea Machmoud Ayala 27 abril del 89 9 años 01 meses lOh 13m
16 Wong Yi 13 octubre del 89 8 años 07 meses lOh 15m
17 Ignacio Bachiller 05 mayo del 89 9 años 00 meses lOh 18m
18 Tania Molina Vieta 20 febrero del 89 9 años 03 meses lOh 20m
19 Sandra Murcia Palencia 03 julio del 89 8 años 10 meses lOh 22m
20 Carlos Robledo Biosca 29 septiembre del 89 8 años 08 meses lOh 30m
21 Adrián Gimeno 06 noviembre del 89 8 años 06 meses lOh 30m
22 Vanessa Ferrer Truman 25 enero del 89 9 años 04 meses lOh 31m
23 Edgar Gómez Diaz 23 mayo del 89 9 años 00 meses lOh 35m
El núm ero de la prim era colum na corresponde al que se le asignó al 
estudiante al entregar el cuestionario resuelto, y  es el que aparecerá, como 
identificación del alumno, en todos los párrafos que siguen.
Las respuestas de los alumnos son textuales y están con letra cursiva.
En la codificación de una actuación los dígitos corresponden a: el prim ero a 
la categoría, el segundo a la subcategoría y el tercero a la clase.
2
A n e x o  2 .1 . T er c e r  c u r s o
En  la tarea Fotografía
01 Elige el dibujo adecuado.
"en que tiene que ser la -el misma fotografía".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no no perm ite identificar los 
elementos que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la expresión 
indica que ha enfocado su atención sobre la figura que no tiene elem entos 
deformados "es la misma fotografía", al parecer de m anera global.
02 Elige el dibujo adecuado.
"en que parecen iguales pero el otro es mas pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario anterior.
03 Elige el dibujo con la imagen del libro del m ismo tamaño que el 
original.
"Por que el libro es mas grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "lo más igual posible", no solo en la forma sino también en el tamaño.
04 Elige el dibujo adecuado.
"en el dibujo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no no perm ite identificar los 
elementos que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la expresión 
indica que ha enfocado su atención sobre la figura que no tiene elem entos 
deformados "en el dibujo", al parecer de manera global.
05 Elige el dibujo adecuado.
"en que la cabeza del niño es mas alta que los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no perm ite identificar los elem entos 
que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la expresión "mas alta" 
indica que ha enfocado su atención sobre las distancias entre los elem entos
3
P r e c u r so r e s d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
deformados, parece que intenta conservar la relación entre las alturas, es 
decir una razón interna.
07 Elige el dibujo con la imagen del libro del mismo tamaño que el 
original.
"En que el libro y  el niño son y  están iguales".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "lo más igual posible", no solo en la forma sino también en el tam año. 
Por tanto opta por el dibujo donde se repiten más datos.
08 Elige el dibujo adecuado.
"me he fijado de que en unas fotografías eran el dibujo mas grande 
que los libros y  la que e cogido era todo igual".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños de los elementos que 
están deformados, y elige, por exclusión, el dibujo adecuado.
10 Elige el dibujo adecuado.
"Escogido esta porque las demas no erana naturales la que he cogido 
parecía mas una fotografía".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno anterior.
11 Elige el dibujo adecuado.
"Porque en unas fotografías habia unas cosas mas grandes que otras y 
esta era la que lo tenia todo igual".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota:Ver comentario del alumno 08.
13 Elige el dibujo adecuado.
"porque es el mas normal de la fotografía".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no no perm ite identificar los 
elementos que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la expresión 
indica que ha enfocado su atención sobre la figura que no tiene elem entos 
deformados "es la mas normal", al parecer de manera global.
14 Elige el dibujo adecuado.
4
A n e x o  2 .1 . T er cer  c u r so
"en las otras fotografías, en las manchas de tinta, en las manos, en la 
cara, en los libros, en el boli y  en el cuello".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que el alum no se centra, para su elección, en la 
comparación de los elementos claramente deformados y en la de los otros 
detalles en la que tampoco se conservan las razones internas.
15 Elige el dibujo con la imagen del libro del m ismo tam año que el 
original.
"la verdad es que me he fijado en todo y  q&e creia que fuera la 
misma fotografía".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "lo más igual posible", por tanto opta por el dibujo donde se repiten más 
datos.
16 Elige el dibujo adecuado .
"por que el libro es mismo que el niño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no permite identificar los elem entos 
que toma en cuenta en la comparación, los libros y el cuerpo del niño se 
corresponden con los elementos claramente deformados.
17 Elige el dibujo adecuado .
"en la cabeza y  en los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que el alum no centra su atención en los elem entos 
deformados para elegir por exclusión.
18 Elige el dibujo con la imagen del libro del mismo tam año que el 
original.
"En la del dibujo por lo del libro y la cara del niño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "lo más igual posible", por tanto opta por el dibujo donde se repiten m ás 
datos.
19 Elige el dibujo adecuado.
5
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
"Por que el niño tenia que ser mas grande del libro y  tampoco pasarse 
del niño, y tampoco que el libro en la otra esquina."
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 16.
20 Elige el dibujo adecuado.
"porque esta es la única que se parece porque los otros o el niño es 
grande y el libro pequeño, el niño es normal y  el libro diminuto y  el niño es 
normal y  el libro gigante
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: El alumno escoge el dibujo que no tiene elementos deformados, 
pues ha hecho las comparaciones entre los tamaños del niño y los de los 
libros en los casos en que no se conserva la razón interna.
21 Elige el dibujo con la imagen del libro del m ism o tam año que el 
original.
"Mirar si hera una fotgrafia".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "lo más igual posible", por tanto opta por el dibujo donde se repiten m ás 
datos.
22 Elige el dibujo adecuado.
"en que son iguales pero el de abajo es más pequeño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
23 Elige el dibujo adecuado.
"pues en que el niño esta y  igual que los libros están igual que todo 
esta igual"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
Resumen y comentarios
Fotografía 3o B
1.1.1 15/20
2.2.1 5/20
6
A n e x o  2 .1 . T er cer  c u r s o
Tres estrategias se han identificado entre las actuaciones de los alum nos que 
se considera que han  resuelto satisfactoriamente la tarea. Los que realizan 
una comparación global, es decir que no hay nada anómalo que viole su  
percepción global del dibujo, los que buscan la conservación de las razones 
internas en comparaciones específicas y los que eligen por exclusión.
Consideramos que un alum no tiene una actuación satisfactoria, cuando 
podemos ubicar su actuación en la subcategoría 1.1, es decir que identifica las 
relaciones apropiadas de los elementos en juego. La actuación global, en el 
cuestionario, de los cinco alum nos que no la tienen -m anifiestan u n a  
percepción aislada de los elementos de la tarea y han repetido un dato gráfico 
del enunciado- es: tres de ellos: 0/19 respuestas acertadas, y los otros dos: 
uno, 4/19 respuestas acertadas y, el otro, 5/19.
Parece que los alum nos que tienen un desempeño débil en esta tarea de 
comparación cualitativa después tienen un desempeño débil en las demás 
tareas del cuestionario.
___________________________ En  la tarea M uñecos (1 /2)_______________________
01 Ha dibujado dos muñecos en la segunda trama, uno de once unidades 
de altura, había dibujado uno de doce pero le reduce la cabeza, y otro de siete 
unidades y media .
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
Nota: Se considera que el alum no no responde a la primera cuestión 
de la tarea, pues no dibuja en la primera trama, y que sus dos dibujos en la 
segunda responden al segundo apartado de la tarea: en el prim er caso a u n  
aumento multiplicativo "por tres" y en el segundo a un aum ento aditivo de 
tres unidades.
02 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
03 No responde. El alum no preguntó si tenía que medir.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
04 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura en la segunda trama.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Se considera que el alumno no responde al siguiente apartado.
7
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05 Ha dibujado un muñeco de 4 botones de altura, arriba del que hay 
dibujado.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El muñeco que dibuja es igual que el dado.
07 Dibuja un muñeco de casi 4 unidades de altura en la segunda trama.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Se considera que como respuesta al prim er apartado de la tarea 
intenta dibujar un muñeco como el dado y que no responde al segundo.
08 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja una serie de cinco muñecos en la segunda trama, el prim ero  
mide 4 unidades de altura, el segundo 4, el tercero 5, el cuarto 5 y el quinto 4. 
Los cuatro primeros los ha tachado y el quinto lo ha remarcado con dos 
corchetes.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que intenta dibujar un muñeco como el dado y que no  
responde al siguiente apartado de la tarea.
11 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
13 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Parece que el alum no interpreta la m itad como una 
disminución, es este caso disminuye una unidad.
14 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
15 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
16 Ha dibujado un muñeco de 4 botones de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
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17 Dibuja un  muñeco de 2 unidades de altura arriba del que hay
dibujado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Ha dibujado un muñeco de 4 botones de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
19 Dibuja un  muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
20 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura arriba del dado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 No responde. Dibuja una figura de cuatro unidades de altura, parece
un animal, que ha borrado.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
22 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
23 Ha dibujado un muñeco de 4 botones de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
Resumen y comentarios.
Muñecos(l/2) 3o B
1.1.1 7/20
1.4.4 1/20
2.2.1 6/20
4.3 6/20
Parece que la relación m itad todavía es un concepto difícil es el tercer curso 
de primaria, pues el 60% no perciben siquiera una disminución.
Los cinco alum nos que han tenido una actuación débil (clase 2.2.1) en la 
tarea Fotografía tienen una actuación débil en esta tarea, dos de ellos 
vuelven a repetir un  dato de la información gráfica y los otros tres no  
contestan.
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En  la  ta r ea  M u ñ ec o s  (x3)
01 H a d ibu jado  dos m uñecos, u n o  de once u n id ad es  de  a ltu ra , hab ía  
d ibu jado  u n o  de doce p ero  le red u ce  la cabeza, y  o tro  de siete u n id ad es  y 
m ed ia  .
C ategoría  4, Subcategoría 4.1.
N o ta : Parece que sus dos d ibu jos re sp o n d en  a dos co m p o rta m ie n to s  
d is tin to s, el p rim ero  a u n  au m en to  m ultip licativo , ta l vez  contó líneas y  p o r 
eso bo rró , y  el seg u n d o  a u n  a u m en to  ad itivo  de  tres u n idades. Su doble 
co m p o rtam ien to  se in te rp re ta  com o u n a  indecisión , el a lu m n o  re sp o n d e  
con las dos nociones que  tiene de trip le , y  se considera que  su  respuesta  no  es 
p e rtin e n te .
02 D ibuja u n  m uñeco  cuya a ltu ra  es de  ocho botones. H abía in te n ta d o  
d ibu jar u n o  de  nu ev e  bo tones p e ro  le bo rró  la cabeza y  lo redujo.
C ategoría  1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4 
N ota: El a lu m n o  in te rp re ta  que  tiene que  d ibu jar u n o  m ayor, en  este 
caso dibuja el doble del que  hay  d ibu jado  en  el ap artad o  a).
03 D ibuja un  m uñeco  de  5 bo tones de  altu ra . P reg u n tó  el significado de 
" trip le"
C ategoría  1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4 
N ota: El a lu m n o  in te rp re ta  que tiene que au m en ta r, en  este caso 
au m en ta  la a ltu ra  del d ibujo  d ad o  en u n a  un idad .
04 N o  resp o n d e.
C ategoría  4, Subcategoría 4.3 
N o ta : El m u ñ eco  que  d ibu ja  en  la segunda  tram a se considera  que  es 
la respuesta  al p rim er ap artad o  de la tarea.
05 D ibuja u n  m uñeco  d e  12 bo to n es  de  altu ra .
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
07 N o  resp o n d e.
C ategoría  4, Subcategoría 4.3 
N ota : El m u ñ eco  que  d ibuja en  la segunda  tram a se considera  que es 
la respuesta  que d a  al p rim er ap artad o  de  la tarea.
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08 D ibuja u n  m u ñ eco  d e  12 b o tones de  a ltu ra .
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
10 N o  responde.
C ategoría  4, Subcategoría 4.3 
N o ta : La serie  de  m u ñ eco s que  dibuja en  la seg u n d a  tram a  se 
considera  que  es la re sp u es ta  al p rim er ap artad o  de  la tarea.
11 D ibuja u n  m u ñ eco  cuya a ltu ra  es de ocho botones. H abía  in te n ta d o  
d ibu jar u n o  de cuatro  b o to n es  que  n o  term ina.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4 
N o ta : V er co m en tario  d e l a lu m n o  02.
13 D ibuja u n  m uñeco  d e  9 bo to n es  de a ltu ra .
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece q u e  tiene d ificu ltades en  la in te rp re tac ió n  del e n u n c ia d o  
del ap artad o  b) de la ta rea  y  re sp o n d e  d ib u jan d o  u n  m u ñ eco  que  tiene el 
trip le  de  a ltu ra  del que  ha d ibu jado .
14 D ibuja u n  m uñeco  d e  12 bo to n es  de a ltura.
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
15 D ibuja u n  m u ñ eco  cuya a ltu ra  es de  ocho botones. H a d ibu jado  u n o  
de  seis bo tones p e ro  lo  h a  tachado .
C ategoría  1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4 
N ota: V er com en tario  d e l a lu m n o  02.
16 H a d ibujado u n  m u ñ eco  d e  4 bo tones de a ltu ra .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N o ta : H a d ibu jado  u n  m u ñ eco  de  la m ism a a ltu ra  que  el d ad o  en  el 
en u n c iad o  del ap artad o  a) de  la ta rea  y  que el q u e  d ibu jó  com o respuesta  a 
d icho  apartado .
17 D ibuja u n  m uñeco  d e  12 b o to n es  de  altu ra .
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
18 H a d ibu jado  u n  m u ñ eco  de  4 bo tones de altu ra .
C ategoría  2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N o ta : Ver com en tario  d e l a lu m n o  16.
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19 D ibuja u n  m uñeco  de 12 botones de  a ltu ra .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
20 D ibuja u n  m uñeco  de 12 botones de  altu ra .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
21 H a  d ibu jado  u n  m uñeco  de  7 botones de  a ltu ra .
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.2. 
N ota: Parece que  el a lu m n o  in te rp re ta  e l trip le  com o u n  a u m e n to  
ad itivo  de  tres u n id ad es .
22 H a d ibu jado  u n  m uñeco  d e  casi 7 bo tones d e  a ltu ra .
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.2. 
N ota: V er com en tario  an terio r.
23 H a d ibu jado  u n  m uñeco  de  4 botones de a ltu ra .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N o ta : V er com en tario  del a lum no  16.
Resumen y comentarios
Muñecos (x3) 3o B
1.1.1 7/20
1.4.2 2/20
1.4.4 4/20
2.2.1 3/20
4.3 4/20
Parece que en  el te rcer curso  de  p rim aria  la re lación  trip le  es u n  concep to  
m enos difícil que la  relación  m itad , p ues al m enos el 65% la perciben  co m o  
u n  au m en to .
Los cinco a lu m n o s  que h a n  ten id o  u n a  actuación  déb il (clase 2.2.1) en  la  
tarea  Fotografía tien en  u n a  actuación  débil en  esta  tarea. N in g u n o  tiene  u n a  
actuación  correcta, pe ro  al m enos tres de ellos perc iben  el trip le  com o u n  
a u m e n to .
Los seis a lum nos q u e  no  tien en  u n a  actuación  satisfactoria , p e ro  perc iben  el 
trip le  com o u n  au m en to , tien en  co m p o rtam ien to s  d istin tos: u n o  com o u n  
increm en to  ad itiv o  de  u n a  u n id a d  (1.4.4), dos com o u n  in c rem en to  a d itiv o
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de tres u n id a d es  (1.4.2) y  tres com o u n  in c rem en to  ad itiv o  de  cu a tro  
u n id ad es , es decir com o el dob le  (1.4.4).
Los tres a lum nos q u e  rep iten  la a ltu ra  del m uñeco  en  este seg u n d o  ap artad o  
de la ta rea  tam bién  lo h ic ie ron  en el ap artad o  an terio r.
____________________________ En  la tarea Rectángulo____________________________
01 D ibuja  u n  rec tángu lo , a m an o  alzada, d e  6x4, en  la m ism a  posic ión  y 
tres cuad rícu las  abajo.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N o ta : El rec tángu lo  que  dibuja tiene los lados igual que  el dado , parece 
que tiene  u n a  percepción  a islada  de  los e lem entos de  la in fo rm ac ió n  y  rep ite  
u n a  p a rte  d e  la in fo rm ac ió n  gráfica o que  in te rp re ta  "m ism a fo rm a" com o  
igual.
02 D ibuja a m ano  a lzada , desp lazándose  a la derecha  ocho u n id a d es  y  e n  
la m ism a posición, u n  rec tán g u lo  de  6x4 y  una  línea de  12 u n id ad es .
C ategoría 3, Subcategoría 3.1 
N o ta : Parece que tiene  d ificu ltades en  la decodificación de  en u n c ia d o , 
p ues in te rp re ta  "m ism a fo rm a" com o "igual"  y  p o r ta n to  rep ite  toda  la 
in fo rm ación  gráfica.
03 C o nstruye  u n  rec tángu lo  a m ano  a lzada  d e  20x12.
C ategoría 3, Subcategoría 3.1 
N o ta : El a lu m n o  d ibu ja  el rec tángu lo  m ás g ran d e  que  le cabe en la 
cuadrícu la . Parece que no  reconoce la re lac ión  m u ltip lica tiv a  y  que 
in te rp re ta  el en u n c iad o  com o dibu jar o tro  rec tán g u lo  s in  a ten d e r a la 
re lación  en tre  los lados. En tareas parecidas, H a rt (1981) d e n o m in a  las 
so luciones d e  este tipo  com o "m étodos ingen u o s o sencillos".
04 C o nstruye  u n  rec tán g u lo  a m an o  a lzada  de  6x4, a la derecha  de la 
cuadrícu la , sim étrico  d e l d ad o  respecto  del eje de  s im etría  vertica l de l 
rec tángu lo  que  form a la  cuadrícu la .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.6
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N ota: El rec tángu lo  que d ibuja tiene los lados igua l que  el dado , su  
posición  es sim étrica respecto  de  u n  eje que no  d ibu ja , y  se o lv ida  del o tro  
d a to  del enunciado .
05 D ibuja u n  rectángulo  a m ano a lzada  de  15x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3 
N o ta : Su com portam ien to  p u e d e  ten er dos in te rp re tac io n es , u n a , que 
el rec tángu lo  que qu iere  d ibu jar conserva la d iferencia  en tre  los lados del 
rec tángu lo  dado, pe ro  tiene  u n  p ro b lem a  de doble  conteo, y  o tra , que 
resu e lv e  e l.p ro b le m a  de  h a lla r el lado  incógn ita  del rec tán g u lo  g rande 
sum án d o le  u n  d a to  del rec tángu lo  dado , 4 u n id ad es , pero  que  cuen ta  líneas 
en lu g a r de in tervalos. P or su  co m p o rtam ien to  en o tras ta reas de la p rueba  
parece  m ás p lausib le  la p rim era .
07 C onstruye  u n  rec tángu lo  de 7x12.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N ota: Parece que quiere rep e tir u n a  de  las d im en sio n es  del rec tán g u lo  
d ado  d ib u jan d o  o tro  de  6x12, pero  tiene u n  p rob lem a de  dob le  conteo  y  lo  
d ibuja con u n  lado  de 7 un idades. O tra  in te rp re tac ió n , poco p lausib le  p a ra  la 
actuación  global de  este a lum no  al reso lver el cuestionario , sería  que  hubiese  
in v e rtid o  la figura, reconocido la re lación  fu nc iona l "dob le" y  que con tara  
líneas en  lu g a r de  in tervalos.
08 T raza a m ano  a lzada  u n  rec tángu lo  cuyas d im ensiones son  18x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
10 D ibuja a m ano  a lzada , desp lazán d o se  hacia abajo n u ev e  u n id ad es  y  en 
la m ism a posición, u n  rec tángu lo  d e  6x4.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N o ta : V er com entario  del a lu m n o  01.
11 T raza a m ano  a lzada  u n  rec tángu lo  cuyas d im ensiones son  18x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
13 D ibuja con reg la  u n  rec tángu lo  d e  6x12.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N ota: Parece que  qu iere  rep e tir u n a  d im ensión  del rec tángu lo  dado .
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14 U sa el lad o  d ad o  com o eje axial y  d ibuja a m an o  a lzad a  u n  rec tán g u lo  
de 6x4.
C ategoría  2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.6. 
N o ta : Parece que el a lu m n o  tiene u n  cen tram ien to  sobre la s im e tría
axial.
15 C o n stru y e  u n  rec tán g u lo  a m ano  a lzada  de  20x12.
C ategoría 3, Subcategoría  3.1 
N o ta : V er com en tario  de l a lu m n o  03.
16 D ibuja a m an o  a lzada  u n  rec tángu lo  de 6x4, en  la m ism a  posición  y 
desp lazán d o se  a  la derecha  ocho un id ad es .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.6. 
N o ta : A u nque  la posic ión  n o  es s im étricam ente  correcta, parece  que  el 
a lum no  qu ie re  u tiliza r el lad o  d a d o  com o eje de  sim etría .
17 D ibuja u n  rec tángu lo  a m an o  a lzada  de  14x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3. 
N ota: Parece que  resuelve  la  ta rea  con una  estra teg ia  d e  tipo  ad itivo , el 
rec tángu lo  q u e  d ibu ja  co nserva  la d iferencia en tre  los lad o s  del rec tán g u lo  
dado , 6-4 = 14-12 . Es com o si el a lum no , en  el sen tido  de  F reu d en th a l (1983), 
qu isiera  conservar las razo n es  in te rn as, pe ro  lo hace  ad itivam en te .
18 D ibuja a m an o  a lzad a  u n  rec tángu lo  de  6x4, d esp lazán d o se  a la 
derecha trece u n id ad es  y  en  la  m ism a posición.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.6. 
N o ta : A u n q u e  la posición  n o  es sim étricam ente  correcta, parece  que  e l 
a lu m n o  qu ie re  u tiliza r el lado  d ad o  com o eje de  s im etría  y  que  h a  te n id o  
p rob lem as con  el conteo.
19 T raza a m ano  a lzad a  u n  rec tángu lo  de  17x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N o ta : Parece que  el a lu m n o  resu e lv e  sa tisfac to riam en te  la ta rea  y  que 
tiene p ro b lem as de  conteo , cu en ta  ex trem os en  lu g a r d e  in tervalos.
20 T raza a  m ano  a lzad a  u n  rec tángu lo  de 18x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
21 Traza a m ano  a lzad a  u n  cu ad rad o  de  12 u n id ad es  de  lado.
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C ategoría 2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N o ta : A l d ibu jar u n  cuad rado  rep ite  u n o  de los da tos del enunciado..
22 T raza a m ano  a lzada u n  rec tángulo  de  12x17.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N o ta : V er com entario  del a lum no  19.
23 D ibuja u n  rectángulo  a m ano  a lzada  d e  15x12.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3 
N o ta : V er com entario  del a lum no  05.
Resumen y comentarios
Rectángulo 3o B
1.1.1 3/20
1.1.2 2/20
1.4.3 3/20
2.2.1 5/20
2.2.6 4/20
3.1 3/20
En las actuaciones de los cinco a lu m n o s que  son  correctas, tre s  que  d a n  
u n a  resp u esta  acertada y  dos que tienen  d ificu ltades de con teo , n o  se 
p u ed e  iden tificar en  la p rueba  de  p ap e l y  láp iz  los tipos de 
co m p o rtam ien to s  que subyacen  en  su  so lución , p o d ría  ser que  
reconocieran  la re lación  externa o func iona l " trip le"  o que in te n ta ra n  
conservar la razó n  in te rna . Esta es u n a  d esven ta ja  del d iseño  de  la ta rea , 
tal vez  p id ién d o le  al e stu d ian te  u n a  explicación se p o d ría n  te n e r  
evidencias p a ra  d is tingu ir los dos tipos de  actuaciones que co n d u cen  a u n  
éxito en  la solución.
C om o la razó n  in te rn a  n o  es en tera  "4 a  6", parece que  a lg u n o s de  los 
a lu m n o s que in te n ta n  reso lver la tarea  m ed ian te  la co n serv ació n  d e  la  
m ism a, 3 de 20, tienen  d ificu ltades y  ad o p tan  u n a  estra teg ia  de  tip o  
ad itivo , u n a  actuación  d is tin ta  a la "estra teg ia  ad itiva"  id en tificada  p o r  
H art (1981) y  otros.
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Pese a que  el seg m en to  d ad o  se ha  cam biado de  posición , p a ra  ev ita r que  
los a lu m n o s  cen tren  su  a tención  en  la sim etría  axial, este  tipo  de 
actuac ión  se s igue  m an ife stan d o , así, de  los cuatro  que  tien en  este  
c o m p o rtam ien to , tres de ellos parece que  u san  com o eje de  s im etría  e l 
segm ento  d a d o  y  el o tro  u sa  el eje de  sim etría  vertical de l rec tán g u lo  que  
fo rm a la cuad rícu la .
C inco re p ite n  a lg ú n  d a to  gráfico de l en u n ciad o , de  ellos dos rep iten  el 
rec tán g u lo  dad o , es este  caso p u d ie ra  in te rp re ta rse  que  descodifican  la 
frase  d e l en u n c iad o  "m ism a fo rm a" com o igual.
De los tres a lu m n o s  cuyas actuaciones se h a n  considerado  com o de  la  
categoría  3, d os in te rp re ta n  la expresión  "m ism a fo rm a" com o d ib u ja r  
o tro  rec tángu lo , sin  ten er en  cuen ta  la relación  en tre  los lados, y  el o tro  la 
in te rp re ta  com o hacer u n a  rép lica de  to d a  la inform ación  gráfica.
Los cinco a lu m n o s  que  h a n  ten id o  u n a  actuación  débil (2.2.1) en  la ta rea  
Fotografía  tam b ién  tien en  u n a  actuación  débil en  esta tarea; dos v u e lv e n  a 
rep e tir u n  d a to  del en u n ciad o , u n o  tiene  u n  cen tram ien to  en la s im e tr ía  
axial, p o r lo que  tam b ién  rep ite  u n  dato , y  los o tros dos in te rp re ta n  la frase 
del en u n c iad o  "m ism a fo rm a" com o d ibu jar o tro  rec tán g u lo  sin  m ás.
_______________________________ En  la tarea Perro_______________________________
01 D ibuja u n  p e rro  con  las sigu ien tes características: cabeza, (3+1) x (2+1), 
tronco, (5+6) x (2+3), pa tas, (1+0) x (2+3). N o  tiene cuello  y  deja in v a r ia n te s  
los u n ita rio s , oreja y  cola. H a  in ten tad o  tran sfo rm ar la oreja en  u n  c u ad rad o  
2x2 p e ro  rem arca  el un itario .
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4. 
N o ta : Su d ibu jo  ha  p e rd id o  la p ro po rc ión , h a y  a u m en to s , tan to  e n  
u n a  d im e n s ió n  com o en  la o tra , y  n o  se observa u n  p a tró n  co n stan te  e n  
ellos. N o  identifica la relación  de cam bio, el p e rro  que  ha  p in ta d o  n o  tiene  e l 
dob le  de  a ltu ra  y  da  la idea de  u n  p e rro  m ás g ran d e  que  el original.
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02 D ibuja u n  p e rro  con las sigu ien tes características: cabeza, (3+3) x (2+2), 
tronco, (5+3) x (2+2), patas, (1+0) x (2+1). N o tiene cuello  y  deja in v a ria n te s  
los un itarios, oreja y  cola. N o am plía  la boca y ubica m al el ojo.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4. 
N o ta : Ver com entario  de l a lu m n o  01.
03 D ibuja u n  p e rro  con las sigu ien tes características: cabeza, (3+0) x (2+0), 
tronco, (5+0) x (2+0), pa tas , (1+0) x (2+0). Deja invarian tes  los u n ita rio s , oreja  
y  cola, y  el cuello lo au m en ta  en  u n a  u n id a d  en  sen tido  vertical.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N o ta : Parece que qu iere  p in ta r  u n  p erro  com o el o rig inal, a u n q u e  ha  
hecho u n  a u m en to  de  u n a  u n id a d  en  el cuello, qu izás considera  a u m e n ta r  
la a ltu ra  h ac ien d o  crecer el cuello  o b ien  que p o r d ificu ltades técnicas de 
dibujo al cerrar la figu ra  le h a  crecido el cuello. D ado que h ay  u n a  ten d en c ia  
a m an ten er m uchas cosas iguales se ha  considerado  clasificar su  actuación  en 
esta clase.
04 D ibuja u n  p e rro  con las sigu ien tes características: cabeza, (3+0) x (2+0), 
tronco, (5+1) x (2+1), patas, (1+0) x (2+0), y  deja in v a rian te s  los u n ita rio s , 
cuello, oreja y  cola. H ay  u n a  línea h o rizon ta l que  m an tien e  la  d im en sió n  del 
tronco en  el sen tido  vertical, p e ro  le dejaba u n  cuello  d e  dos u n id a d es  p o r lo 
que cierra la figu ra  con o tra  línea que hace que el tronco  se in c rem en te  en  
una  u n id a d  en  sen tido  vertical y  el cuello  p erm anezca  invarian te .
C ategoría 4, Subcategoría 4.1.
N o ta : Parece que qu iere  p in ta r  u n  p e rro  com o el o rig inal, a u n q u e  h a  
hecho u n  au m en to  b id im en sio n a l en  el tronco. P u ed e  in te rp re ta rse  su  
actuación com o que  el p e rro  engo rda  y  p o r eso so lam en te  le crece el cuerpo . 
A dem ás tiene  d ificu ltades p a ra  cerrar el dibujo.
05 D ibuja u n  p e rro  con las s igu ien tes características: cabeza, (3+2) x (2+2), 
tronco, (5+2) x (2+0), pa tas , (1+0) x (2+2), no  tiene oreja y  deja in v a ria n te s  los 
un itarios, cuello  y  cola. N o  am plia  la boca y  ubica b ien  el ojo.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.2 
N o ta : Se percibe en  sus au m en to s  u n a  tendenc ia  a a u m e n ta r  dos 
un id ad es , parece que  le asigna al boble el significado d e  u n  au m en to  aditivo.
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07 D ibuja u n  p e rro  con las s igu ien tes características: cabeza, (3+0) x (2+0), 
tronco, (5+2) x (2+1), pa tas , (1+0) x (2+0), deja in v a rian te s  los u n ita rio s , o reja  
y  cola, y  no  tiene  cuello.
C ategoría 4, Subcategoría 4.1.
N o ta : Parece que  qu iere  p in ta r  u n  p erro  com o el o rig inal, au n q u e  h a  
hecho  u n  a u m en to  b id im en s io n a l en  el tronco. P u ed e  in te rp re ta rse  su  
actuación  com o que el p e rro  en g o rd a  y  p o r eso so lam en te  le crece el cuerpo. 
A dem ás tiene  d ificu ltades p a ra  cerrar el dibujo, p o r lo q u e  n o  tiene cuello.
08 D ibuja u n  p e rro  a m p lia n d o  ad ecu ad am en te  todas las p a rte s  de  su  
cuerpo. El ojo y  la  boca están  perfectam ente  ubicados.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
10 D ibuja u n  p e rro  con las sigu ien tes características: cabeza, (3+1) x (2+0), 
tronco, (5+0) x (2+1), pa tas , (1+0) x (2+3), cuello  (1+0) x (1+1). D eja 
in v a rian te s  los u n ita rio s , cola y  oreja, au n q u e  esta la  ub ica  encim a de la 
cabeza. N o am plia  la boca y  no  ubica  b ien  el ojo.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.4. 
N o ta : V er com entario  de l a lum no  01.
11 D ibuja u n  p e rro  am p lian d o  ad ecu ad am en te  la cabeza, el cuello, el 
cuerpo  y  las patas. Deja in v a ria n te s  oreja y  cola. El ojo y  la boca están  b ien  
ubicados y  am pliados.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N ota:. Parece que  tiene p rob lem as con los un itarios.
13 D ibuja u n  p e rro  con las sigu ien tes características: cabeza, (3+0) x (2+0), 
tronco, (5+0) x (2+1), patas, (1+0) x (2+0). Deja in v a ria n te s  los u n ita rio s , 
cuello, oreja y  cola. H ay rastros  de  conteo. H abía in te n ta d o  d ib u ja r o tro  
pe rro  d e  las m ism as d im en sio n es  que el orig inal, que  ten ía  cabeza, oreja y 
cola, pero  al cerrar el d ibujo  se da  cuen ta  que no  tiene  cuello  y  n o  c o n tin u a  
d ib u jan d o .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N o ta : Parece que  qu ie re  p in ta r  u n  p erro  com o el o rig inal, au n q u e  h a  
hecho  u n  a u m en to  u n id im en s io n a l en  el tronco  de  u n a  u n id a d , ta l vez  p o r 
p rob lem as en  el conteo.
19
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
14 D ibuja u n  p e rro  am p lian d o  adecuadam ente : cabeza, cuerpo, cuello , 
oreja y  cola. T ransfo rm a las patas, (l+0)x(2+2). El ojo y  la boca in te n ta  
ub icarlos correctam ente .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N o ta : Parece que tiene  p rob lem as con lo u n ita rio  en  las patas, s in  
em bargo el p e rro  que  h a  d ibu jado  tiene el doble de  a ltu ra .
15 D ibuja u n  p erro  con  las sigu ien tes características: cabeza, (3+3) x (2+1), 
tronco, (5+4) x (2+2), p rim era  pata, (1+1) x (2+1), a u n q u e  tiene  u n a  línea e n  
el m ed io  p a ra  que p a rezcan  dos, segunda  pata  (1+2) x (2+1). La oreja la deja 
in varian te  y  no  la pega  al cuerpo , la cola la deja in v a rian te  y  la ubica en c im a  
del cuerpo , la cabeza a rranca  desde la m itad  del cuerpo  y  n o  tiene cuello. La 
boca es eno rm e y  el ojo está m al am pliado  y  ubicado. H abía  d ibu jado  o tro  
p erro  de  las m ism as d im ensiones que  el original, p e ro  lo ha  tachado.
C ategoría 4, Subcategoría 4.2.
N o ta : En u n  p rinc ip io  parece  que in te rp re ta  el dob le  com o o tro  p e rro  
com o el orig inal, pero  se decide p o r d ibu jar u n o  m ayor, que  no sólo está 
desp ropo rc ionado  sino que  está  deform ado.
16 D ibuja u n  p erro  ig u a l q u e  el dad o  que no  tiene  oreja. H a  d ibu jado  u n  
rectángulo  de las m ism as d im ensiones que la cabeza que  h a  tachado.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota : Parece que qu iere  p in ta r  u n  perro  com o el o rig inal, au n q u e  se 
haya o lv idado  de  la oreja.
17 D ibuja u n  p e rro  am p lian d o  adecuadam ente : cabeza, cuerpo  y  patas. 
Deja in v a rian te s  los u n ita rio s , oreja y  cola, y  tran sfo rm a , p o r p rob lem as de 
cierre de l d ibujo, el cuello ,(1+1) x (1+0). El ojo y  la boca n o  los au m en ta  p e ro  
in ten ta  ub icarlos co rrectam en te .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N ota: Parece que tiene  p rob lem as con los u n ita rio s  y  con el cierre del 
d ibujo .
18 D ibuja u n  p e rro  igua l que  el dado. H abia in ic iado  el d ibu jo  tan  cerca 
del d ad o  que lo ha  tachado  y  se ha  desp lazado  a la derecha.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N o ta : R epite la p a rte  gráfica de  la inform ación.
20
A n e x o  2 .1 . Ter cer  c u r so
19 D ibuja u n  p e rro  con las sigu ien tes características: cabeza, (3+2) x (2+2), 
tronco , (5+3) x (2+1), pa tas, (1+1) x (2+4), cuello  (1+1) x (1+1). Deja 
in v a rian te s  la oreja y  am plia  la cola, (1+1) x (1+1), au n q u e  esta  la ubica 
to ta lm en te  peg ad a  a la  p a rte  trasera  del tronco. N o  am p lia  la boca y  ubica 
b ien  el ojo.
C ategoría 1, Subcategoría 1.2, C lase 1.2.5 
N ota: C om o tiene  p rob lem as con los u n ita rio s , p a ra  que el p e rro  
alcance el dob le  d e  a ltu ra  le alarga las patas. Sus au m en to s  so n  
b id im en sio n a les , el d ibu jo  ha  p e rd id o  la p ro p o rc ió n , p e ro  el trabajo del 
a lum no  se cen tra  sobre  u n a  d im ensión , la  a ltu ra .
20 D ibuja u n  p e rro  a m p lian d o  ad ecu ad am en te  todas las p a rtes  de su  
cuerpo. El ojo y  la boca están  p erfec tam en te  ubicados. H a in ic iado  o tro  
dibujo, pe ro  com o n o  le cabe en  el cuadrícu la  n o  lo te rm in a  y  lo tacha.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
21 D ibuja u n  p e rro  con las s igu ien tes características: cabeza, (3+0)x(2+l),
tronco, (5+1) x (2+1), patas, (1+0) x (2+1). N o  tiene  cuello  y  deja in v a ria n te s
los un itarios, oreja y  cola.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.2. 
N ota: T iene d ificu ltades con los u n ita rio s , sus au m en to s  so n
b id im ensionales y  a u n q u e  se cen tra  en  la a ltu ra , ésta n o  alcanza el doble. Se 
observa u n a  ten d en c ia  en  su  actuación , parece que in te rp re ta  el doble com o 
u n  aum en to  ad itiv o  d e  u n a  u n id ad .
22 D ibuja u n  p e rro  con las s igu ien tes  características: cabeza, (3+ l)x(2+ l), 
tronco, (5+1) x (2+0), patas, (1+0) x (2+1). Deja in v a ria n te s  el cuello y 
trasfo rm a la oreja  y  la cola en  dos rectágu los h o rizo n ta le s , (1+1) x (1+0). El 
ojo está m al ub icado  y  la boca excesivam ente  a u m en tad a  en  re lación  con su  
d ibu jo .
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.2. 
N ota: Su d ibu jo  ha p e rd id o  la p ro p o rc ió n , sus a u m en to s  so n
b id im en sio n a les  y  se observa  u n a  tendencia  en  ellos, son  ad itivos en  u n a  
u n id a d .
23 D ibuja u n  p e rro  a m p lia n d o  ad ecu ad am en te  cabeza, cuello , patas y  
cuerpo. Deja in v arian tes  los u n ita rio s , oreja y  cola. El ojo está  m al ub icado y  
la boca no  la au m en ta .
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2. 
N o ta : Parece que  tiene  prob lem a con lo un itario .
Resumen y comentarios
Perro 3o B
1.1.1 2/20
1.1.2 4/20
1.2.5 1/20
1.4.2 3/20
1.4.4 3/20
2.2.1 4/20
4.1 2/20
4.2 1/20
De los seis a lu m n o s , cuyas actuaciones se considera  satisfactorias - t i e n e n  
en cuen ta  la b id im ensionalidad  del aum en to  y  la relación  de  cam b io -, dos 
no  tienen  n in g u n a  d ificu ltad  p a ra  am p lia r co rrectam en te  todo  el d ibu jo  y  
los o tros cuatro  n o  ap lican  el cam bio en toda  la figura, al p a rece r p o r  
d ificu ltades con lo un ita rio , de éstos, tres en  los cu ad rad o s u n ita rio s , oreja, 
cuello o cola, y  el o tro  en  las patas.
U no consigue que  su  d ibujo , au n q u e  haya p e rd id o  la p ro p o rc ió n , tenga  e l 
doble de  a ltu ra , parece que  centra su  actuación en u n a  de  las d im e n s io n e s , 
en  este caso la a ltu ra .
Tres in te rp re ta n  el doble com o u n  au m en to  ad itivo ; de  ellos, d os con  el 
aum ento  de  u n a  u n id a d  y  el o tro  con el de dos un idades.
Tres en fren tan  d ificu ltades m ú ltip les , básicam ente  con la re lac ió n  de 
cam bio, n o  la identifican, au n q u e  d an  la idea d e  u n  p erro  m ás g ran d e  que  el 
o rig inal.
C uatro  rep iten  la p a rte  gráfica del enunciado.
Dos d an  u n a  resp u esta  n o  p ertin en te , en g o rd an  el p e rro  p e ro  su  d ib u jo  
respeta  la tram a  cuadricu lar.
U no da  u n a  resp u esta  no identificada.
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Los cinco a lu m n o s  que h an  ten id o  u n a  actuación  déb il (clase 2.2.1) en la 
ta rea  F o tografía  tam bién  tien en  u n a  actuación  déb il en  esta  tarea. 
Ú n icam en te  u n o  percibe u n  cam bio: in te rp re ta  el doble com o u n  a u m e n to  
ad itiv o  com o h izo  con el trip le , los o tros cuatro  tien en  actuaciones m ás  
débiles, d os v u e lv en  a rep e tir p a rte  de  la in fo rm ación  gráfica del en u n c iad o , 
u n o  en g o rd a  el p e rro  y  el o tro  da  u n a  respuesta  no  iden tificada.
P odría  e s tu d ia rse  la h ipótesis d e  que u n  razo n am ien to  cu a lita tiv o  su fic ien te  
en  la co m p arac ió n  de figuras es condición  necesaria  p a ra  ten er u n  
ra z o n am ie n to  sufic ien te  en  la  reso lu ció n  de  tareas de  escalas n u m é ric a s , 
tan to  linea les  com o bilineales. Es decir que la co m parac ión  cualita tiva  de 
figuras es u n  p recu rso r p a ra  la adqu isic ión  de la noción  d e  p ro p o rc ió n  y p o r 
tan to  de  razón .
___________________________ En  la tarea Patios iguales___________________________
01 "en la de Pablo".
"porque hay mas ninos ".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : C en tra  su  a tenc ión  en la com paración  de  las can tidades de 
n iños, n o  tom a en  cuen ta  la superfic ie  tal com o se p o n e  en  ev idencia  con la 
resp u esta  que  da  en  la sigu ien te  tarea.
02 "en la clase de Pablo".
"Por que son mas niños".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er co m en tario  an terio r.
03 "En ninguno por que los dos campos son iguales".
"Qué tiene más niños ".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : A u n q u e  su  re sp u esta  y  su  justificación  so n  con trad ic to rias, 
parece  q u e  p a ra  la com paración  de  razones no  tom a en  cu en ta  las can tidades 
de  n iños s ino  que  cen tra  su  a ten c ió n  en  la com paración  de  las superficies y 
de  su  ig u a ld ad  d educe  la ig u a ld ad  de razones.
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04 "la -elase de Pablo ninguno de los dos".
"por e l-núm ero de niños porque son iguales ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
N ota: En u n  p rinc ip io  com para las can tidades de  n iñ o s  y  después, 
ún icam en te  las superficies.
05 "de Pablo".
"que son mas ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lum no  01.
07 "En la de la clase de pablo".
"que el campo de fútbol era mas pequeño ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5 
N ota: Al parecer el a lu m n o  se centra en  p a rte  de  la in fo rm ac ió n  
gráfica, tan to  en  esta tarea  com o en  la sigu ien te. Parece que  com para  el 
tam año  de  las u n id ad es  de  superficie con la a ltu ra  de  los n iños.
08 " En el de la clase de Pablo".
"Que son mas
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: C entra su  a tención  en  la com paración  de  las can tidades de
n iños, no  h ay  ev idencias de que tom e en cuen ta  la ig u a ld ad  de  superficies,
pero  su  respuesta  es consisten te con la que d a  en  la ta rea  sigu ien te.
10 "de Pablo".
"porque son mas".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com entario  de l a lu m n o  01.
11 "La clase de Pablo".
"Que en la clase de Pablo ai mas niños".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  de l a lum no  08.
13 "La clase de Pablo".
"en que los niños de la clase de Luis son menos y  los de Pablo mas".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Ver com entario  de l a lum no  08.
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14 "en la clase de pablo".
"porque ai mas niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
N o ta : V er com entario  d e l a lu m n o  01.
15 " En el de la clase de pablo ".
"por que en la clase de luis hay 4 niños y  en la clase de pablo hay 6 
niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
N ota: V er com en tario  del a lu m n o  01, au n q u e  en  este caso n o  h ay  
co m p arac ió n  cualita tiva .
16 " En la clase de pablo".
"por que el clase de pablo hay más niños".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com entario  del a lu m n o  08.
17 " En el de la clase de Pablo".
"Por que en una clase juegan mas niños que en la otra". P reg u n ta  p o r 
el significado d e  las líneas en  los cam pos, p u es  n o  lo  en tiende.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  08.
18 " En la clase de Pablo".
"que en la de Pablo hay mas niños que en la de luis". Dice que no  lo  
en tiende  y  se le explica el enunciado .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : V er com entario  de l a lu m n o  08.
19 "Los de la clase de Pablo".
"Por que hay mas en la clase de Pablo que en la clase de Luis".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com entario  de l a lu m n o  08.
20 " en la de pablo".
"porque hay mas niños" .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com en tario  de l a lu m n o  08.
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21 " En el campo de Luis".
"Por que hay mas niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
N ota: A unque , en  este  caso, sus respuestas son  con trad icto rias, parece 
que ú n icam en te  com para, tan to  en  esta tarea com o en  la sigu ien te , las 
can tidades de  niños.
22 " En el de la clase de pablo".
"los niños que hay".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del e stu d ian te  08.
23 "En el de la clase de pablo".
"Que en la clase de Pablo hay mas ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del estu d ian te  08.
Re su m e n  y  c o m en ta r io s
Patios iguales 3o B
1.1.1 10/20
2.2.3 9/20
2.2.5 1/20
P ara  realizar el análisis de  las actuaciones de  los a lu m n o s, en  esta ta rea  y  e n  
la sigu ien te , es necesario  com parar las respuestas  que  d an  en  am bas 
p reg u n tas  y buscar su  coherencia. Esto nos p e rm ite  d is tin g u ir  si en  la 
com paración  cen tran  su  a tención  sólo en  las can tidades d e  la m ism a  especie. 
Sería conveniente, en  u n  fu tu ro , que  la m ism a serie  d e  ta reas d e  d en sid ad  se 
h ic iera  tam b ién  con m ezclas.
Es de destacar que  al cam biar la estructu ra  de la tarea, respecto  de  la d iseñ ad a  
en dos experiencias an te rio re s  - e n  M éxico en  el p e rio d o  1994-96 y  e n  
Valencia en  el curso  1996-97-, h an  dejado  de  aparecer, com o re sp u es ta  d e  los 
n iños, expresiones am b ig u as  relacionadas con la p a lab ra  "jun tos". P arece que 
al cam biar u n a  situ ac ió n  estática p o r o tra  d inám ica  y  no  iden tificar en  e l 
en u n ciad o  la posición  d e  los n iñ o s  con cruces en  suelo  el llam ad o  "efecto 
au to b ú s"  desaparece.
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D iez a lu m n o s  re sp o n d en  ad ecu ad am en te , cen tran  su  a ten c ió n  en la 
co m p arac ió n  de  can tidades d e  n iños, d a n d o  p o r hecho  la ig u a ld ad  de las 
áreas.
N u ev e  cen tran  su  a tenc ión  en  la com paración  de  can tidades d e  la m ism a  
especie; de  ellos, siete  en  las can tidades de  n iñ o s  y  dos en  la ig u a ld ad  de las 
superficies. A l p a recer este co m p o rtam ien to  p o d ría  esta r v in c u la d o  a la 
com plejidad  de  re lac ionar cuatro  can tidades.
U no se cen tra  en  p a rte  de  la in form ación  gráfica.
En  la tarea Patios distintos
01 "iguales porque hay igual de ninos".
"que hay igual de ninos"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C en tra  su  a tención , ún icam en te , en  la com p arac ió n  de las 
can tid ad es  de  n iños, n o  tom a en  cuen ta  la superficie.
02 "en las dos"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3
N ota: Parece q u e  cen tra  su  atención , ún icam ente , en  la ig u a ld a d  de las 
can tidades de  n iños y  n o  tom a en  cuen ta  las superficies. Es coh eren te  con la 
resp u esta  que  da  en  la p re g u n ta  an terio r.
03 "En los dos campos por que en la clase de ana hay seis niños y  en la de
Rosa tam bién".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C en tra  su  atención , ún icam ente , en  las c an tid ad es  d e  n iños.
04 "en el de la clase de Ana".
"porque es mas pequeño"
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : El e stu d ian te , tan to  en  esta  tarea  com o en  la an te rio r, se cen tra , 
ún icam en te , en  la com parac ión  de  superficies.
05 "enlas dos igual de apretados".
"por que son los mismos en cada clase hay 6 por eso"
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C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : Ver com entario  del e s tu d ian te  03.
07 "En las dos".
"por que los dos campos son pequeños "
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5 
N ota: Al parecer el a lu m n o  se centra en  p a rte  de  la in fo rm a c ió n  
gráfica, tan to  en  esta tarea  com o en  la an terio r. Parece que  co m p ara  el 
tam año  d e  las u n id ad es  de  superficie  con la a ltu ra  de  los n iños.
08 "en el de la clase de ana".
"Que el campo es mas pequeño"
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : C entra  su  atención en la  com paración  de  las superfic ies y  da  p o r 
su puesto  la ig u a ld ad  en el n ú m ero  d e  n iños que juegan . Es coheren te  con  su  
resp u esta  an terio r.
10 "Jugaran igual de apretados".
"porque son seis niños en cada clase"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : Ver com entario  del e s tu d ian te  03.
11 "En la clase de Ana".
"Que en la clase de Ana el campo es mas pequeño "
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com entario  de l a lu m n o  08.
13 "en la de Ana".
"que el campo de Rosa es mas grande y  el de Ana es más pequeña "
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com entario  de l a lu m n o  08.
14 "en la clase de Ana y  en la clase de Rosa".
"por que ai una cantidad de niños igual "
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com entario  del e stu d ian te  03.
15 "En las dos igual porque hay 6 niños en las dos clases".
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"porque en Ut las dos clases hay 6 niños y  en las dos clases jugaran  
igual de apretados".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com en tario  de l e stu d ian te  03.
16 "el clase de ana".
"por que el capo campo de ana es pequeña".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com entario  de l e s tu d ian te  08.
17 "En la clase de Ana".
"por que el campo es mas pequeño".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : V er com entario  del e s tu d ian te  08.
18 "En la de Ana".
"Pues que la de Rosa el campo es mas ancho que la de Ana".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er co m en tario  del e s tu d ian te  08. En su  co m p arac ió n  
cualita tiva  de superficies com para  ú n icam en te  u n a  d im en s ió n  y  d a  p o r 
supuesto  la ig u a ld ad  d e  la otra.
19 " L En la clase de Ana".
"Por que el campo de Ana es mas pequeño que el de Rosa".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : V er com entario  de l e stu d ian te  08.
20 "jugaran igual de apretados la de ana".
"porque el -con campo es mas pequeño".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : V er com entario  de l e s tu d ian te  08.
21 "En las dos clase ".
"En las dos clase los mismo niño jugando a la pelota "
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : V er com entario  de l e stu d ian te  03.
22 "En el de la clase de Ana".
"que un campo de juego es mas grande que el otro"
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C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : V er com entario  del e stud ian te  08.
23 "En el de la clase de Ana".
"que uno es mas hancho y  otro mas estrecho"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er co m en tario  del e stu d ian te  08. En su  co m p arac ió n  
cualitativa  de superfic ies com para ú n icam en te  u n a  d im en sió n  y  d a  p o r 
supuesto  la ig u a ld ad  de  la  otra.
Resumen y comentarios
Patios distintos 3o B
1.1.1 10/20
2.2.3 9/20
2.2.5 1/20
Tal com o se ind icó  en los com entarios a la tarea  de d en sid ad  an terio r, p a ra  
realizar el análisis  de  las actuaciones de los a lu m n o s en  esta  tarea  h a  sido  
necesario  buscar la coherencia  en tre  las respuestas  que  d an  en ésta y  en  la 
anterior. Esto nos ha  p e rm itid o  d is tin g u ir si en la com parac ión  cen tran  su  
atención sólo en las can tidades de  la m ism a especie.
Al igual que  en  la ta rea  an terio r, tam b ién  en  ésta h a n  dejado  de  aparecer, 
com o resp u esta  de  los n iños, expresiones am biguas re lacionadas con  la 
p a lab ra  "jun tos". .
D iez a lu m n o s  re sp o n d e n  adecuadam en te , cen tran  su  a tención  e n  la 
com paración  de superfic ies dan d o  p o r hecho  la igua ldad  de la can tid ad  de 
niños. T odos ellos hacen  u n  razo n am ien to  inverso  coheren te  con el d irec to  
que u tiliza ro n  en la ta rea  an terior.
De los once a lum nos que  hacen  u n  razonam ien to  inverso  p a ra  reso lv er esta 
tarea, d iez  son  co heren tes  en  sus dos respuestas  y  ú n icam en te  u n o  tie n e  
co m p o rtam ien to s  no  coheren tes, se cen tra  en  am bos casos en  la 
com paración  de las superficies. Parece que, en  el sen tid o  de  W inch (1913, 
1914a y  1914b), se cu m p le  que los a lu m n o s que d esa rro llan  co rrec tam en te  
u n  razo n am ien to  cu alita tiv o  de tipo  inverso  tam b ién  d e sa rro llan  
correctam ente  el razo n am ien to  cualitativo  de tipo  directo.
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N u ev e  a lu m n o s  cen tran  su  a tenc ión  en  la com parac ión  de  can tidades de la 
m ism a especie; de  ellos, ocho en  la ig u a ld ad  de las can tidades de  n iñ o s , po r 
tan to  re sp o n d en  con u n a  ig u a ld ad  d e  razones h aciendo  u n  razo n am ien to  de 
tipo  directo , y  u n o  en  la d esig u a ld ad  de  las superficies: re sp o n d e  con u n a  
d e sig u a ld ad  hacien d o  u so  de  u n  razonam ien to  de  tip o  inverso .
U n a lum no  se cen tra  en  p a rte  de  la inform ación  gráfica. Parece que com para 
las a ltu ras  d e  los n iñ o s  d ibu jados y  las d im en sio n es  de  las u n id ad es  de 
superfic ie .
__________________________ En  la tarea Razones iguales_________________________
01 "en la de juan".
"porque hay mas niños ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C en tra  su  a tenc ión  en la com parac ión  cu a lita tiv a  de las 
can tid ad es  d e  n iños y  n o  tom a en  cuen ta  las superficies.
02 "en la de Juan".
"en que el equipo de Juan son mas ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er co m en tario  an terio r.
03 " En la clase de Juan".
C ategoría  4, Subcategoría 4.3.
N ota: A u n q u e  p o r sus co m p o rtam ien to s  an terio res  p u d ie ra  p en sarse  
que  se cen tra  en  la can tid ad  de n iños, su  falta de  a rg u m en tac ió n  n o  
proporc iona  ev idencias sobre las características de  su actuación  que  p e rm ita n  
clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a n o  responde.
04 " En la clase de María".
"porque el Juan es mas grande ".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: N o  tom a en  cuen ta  las can tidades de  n iños y  cen tra  su  a ten c ió n  
en  la com parac ión  cu alita tiv a  d e  las superficies p o r lo que  tom a la decisión  
con u n  razo n am ien to  de  tip o  inverso .
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05 "en la de juan".
"que son mas".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lum no  01.
07 " En la -eos clase de juan".
"que el campo es un poco pequeños ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N o ta : Su respuesta  y  su  a rg u m en to  son  con trad icto rios, parece  que se 
centra en  la inform ación  gráfica y  com o en las resp uestas  an terio res  com para  
el tam año  d e  los n iños y  el de  las u n id ad es  de  superficie.
08 " en el de maria ".
"Que el campo es mas pequeño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com entario  del a lum no  04.
10 "Los de la clase de Juan".
"por que son mas"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : Ver com entario  del a lum no  01.
11 " En la Igual".
"Que el campo de Juan es mas grande pero hay mas niños".
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.5. 
N ota: Su respuesta  pone de m an ifiesto  el uso  de  u n a  estra teg ia  de 
com pensación  cualita tiva  al co m parar razones, la cual se co rrobo ra  con la 
respuesta  que  da a la tarea  siguiente.
13 "Déla clase de Juan".
"en el campo de Juan son mas y  los de maria menos"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : C entra su  a tención  en  la com paración  cu a lita tiv a  d e  las
can tidades de  niños.
14 "en la clase de Juan".
"por que ai mas niños"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : Ver com entario  de l a lum no  01.
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15 " En la clase de juan porque hay 8 niños ".
"porque en la clase de juan hay 8 niños y  en la clase de Maria hay 6 
niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que  se cen tra  en  la com parac ión  cu an tita tiv a  de las 
c an tid ad es  de  n iños.
16 "el clase de maria ".
"por que el campo de maria es pequeño".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lum no  04.
17 " En la clase de Maria".
"Por que el campo es mas pequeño que el de la clase de Juan".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lu m n o  04.
18 " En la de Juan".
"Por que hay mas niños que en la de Maria".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com en tario  de l a lu m n o  01.
19 "Los de la clase de Maria".
"Por que el campo era mas pequeño que el de Juan".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  08.
20 'W  igual".
"porque-al ser- mas— porque si quitamos cuatro puestoa y  2 niños de la 
clase de Juan esta todo igual".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : Parece q u e  el a lum no  asocia la superficie  de  u n a  línea d e  cuatro  
u n id ad es  a dos n iños, es decir que  u sa  la razón  "4 u n id ad es  d e  superfic ie  p o r 
cada dos n iñ o s"  .
21 " En la clase de Juan".
"quen la clase de Maria hay 6 y  en la clase de Juan hay 9 niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3
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N ota: A u n q u e  tiene p rob lem as de conteo, parece  que  se centra en la 
com paración  cuan tita tiva  de  las can tidades de  niños.
22 "En el de la clase de Maria".
"Que un campo es más grande".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C entra  su  a tención  en la com paración  d e  las superficies.
23 "En la clase de Maria".
"Que un campo es era mas gordo y  otro mas flaco".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C entra  su  a tenc ión  en  la com parac ión  cu alita tiva  de  las
superficies. S orprende la u tilización  de  la pa lab ras  "g o rd o "  y  "flaco" en  lugar 
de  "g rande" y  "pequeño".
Resumen y comentarios
Razones iguales 3o B
1.1.1 1/20
1.4.5 1/20
2.2.3 16/20
2.2.5 1/20
4.3 1/20
U n a lu m n o  resp o n d e  adecu ad am en te , p a ra  ello asocia cuatro  u n id a d es  de 
superficie  con dos n iños.
U n a lu m n o  desarro lla  u n a  estrateg ia de com pensación  cu alita tiv a  de l tipo  
"m ás de u n a  can tidad  se com pensa  con m ás de la o tra  can tid ad "  y  p o r tan to  
las razones son iguales.
D ieciséis a lum nos se cen tran  en  p arte  de la in fo rm ac ió n  gráfica y  c o m p aran  
can tidades de  la m ism a especie. De ellos, n u ev e  u san  u n  raz o n am ie n to  de 
tipo  directo, siete hacen  u n a  com paración  cu a lita tiva  d e  las can tidades de 
n iños y dos u n a  cuan tita tiva . Siete u san  razo n am ien to s  de  tip o  in v erso ; dos 
con u n a  expresión  del tip o  "cam po m ás g ran d e", cuatro  con u n a  ex p resió n  
del tipo  "cam po m ás p eq u eñ o "  y  uno  se centra en  u n a  de  las d im ensiones, la 
a n ch u ra .
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Un alumno tiene un centramiento en la información gráfica del enunciado: 
parece que compara el tamaño de los niños con el tamaño de las unidades de 
superficie.
Un alumno se considera que no contesta por falta de argumentación a su 
respuesta.
_________________________ En  la tarea Razones distintas_________________________
01 "en la de M iguel".
"que hay mas niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C entra  su  a ten c ió n  en la co m parac ión  cu a lita tiv a  de  las 
can tid ad es  de  n iños y  no  to m a  en  cuen ta  las superficies.
02 "en la clase de Miguel".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3.
N ota: A u n q u e  p o r sus co m p o rtam ien to s  an te rio re s  p u d ie ra  pensarse  
que  se cen tra  en  la can tid ad  de  n iños, su  falta d e  a rg u m e n tac ió n  n o  
p ro p o rc io n a  evidencias sobre  las características de  su  actuac ión  que  p e rm ita n  
clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a no  responde.
03 " En la clase de Miguel".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3.
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  02.
04 "en la clase de marta".
"porque caben menos ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que se centra en  la co m parac ión  cu a lita tiv a  de las 
superfic ies.
05 " M iguel en la de M igue"
"que hay mas ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com entario  de l a lum no  01.
07 " En la clase de miguel".
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"que el campo no están pequeño pero hay muchos niños" .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5 
N ota: N u e v am e n te  el a lu m n o  u tiliza  la expresión  "no  es ta n  
p eq u eñ o "  p a ra  co m p arar el tam añ o  de  los n iñ o s  con el de  la u n id ad es  de 
superficie, au n q u e  en este caso parece que com p lem en ta  su  a rg u m e n tac ió n  
h aciendo  u so  de u n  razo n am ien to  d irecto  del tipo  "d o n d e  hay  m u c h o s  
niños se está  m ás ap re tad o " .
08 "en la clase de migel".
"que son mas niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com entario  de l a lum no  01.
10 "Los de la clase de Miguel.".
"por que son mas".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com entario  del a lu m n o  01.
11 "Igual".
"Que el campo de -M ig le M iguel es mas grande pero hay mas niños".
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.5. 
N ota: Su resp u esta  po n e  de m an ifiesto  el u so  de  u n a  estrateg ia  de 
com pensación  cualita tiva  al co m parar razones.
13 " En la clase de Miguel".
"en el de Marta hay pocos y  en el de Miguel hay mas".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com entario  de l a lu m n o  01.
14 "en el campo de Miguel".
"por que ai mas niños".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lu m n o  01.
15 " En la clase de M iguel hay 6 niños".
"porque en la clase de M iguel hay 6 niños y  en la clase de Marta so lo  
hay tres ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3
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N ota: Parece que  cen tra  su  a tención  en  la com paración  cu an tita tiv a  de 
las can tidades de  n iños y  n o  tom a en  cuen ta  las superficies
16 "el campo de M arta M iguel".
"por que -porte el clase de M iguel hay más niños".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  d e l a lu m n o  01.
17 "en los dos igual".
"Por que el campo de Miguel es mas grande pero hay mas niños".
C ategoría  1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.5. 
N ota: Su resp u esta  p o n e  de  m an ifiesto  el u so  de u n a  estrateg ia de 
com pensación  cualita tiva  al co m p ara r razones.
18 "Los de M iguel".
"Por que hay más niños que en la de Marta".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com en tario  de l a lu m n o  01.
19 "Las dos ".
"Porque el campo de Marta en mas pequeño que el de miguel y  ooH
ooH  sobra lo mismo".
C ategoría  1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3. 
N ota: A socia a cada n iñ o  u n a  u n id a d  de superfic ie  y  d esarro lla  u n a  
estrateg ia  de  tipo  ad itivo  p a ra  co m p arar razones.
20 " en la clase de migel—miguel. igual".
"porque dejarían los mismos puestos sin ocupar ".
C ategoría  1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3. 
N ota: V er com en tario  an te rio r.
21 " En la clase de miguel
"En que en la clase de M arta hay 3 y  en la clase de M iguel hay 6 
niños".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  d e l a lu m n o  15.
22 " En la clase de M iguel".
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"porqué en la clase de Marta son muchos niños que en la clase de  
M ig u el".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com entario  del a lum no  01.
23 "los niños de la clase de Miguel".
"Que en uno hay mas y  en otro menos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : V er com entario  del a lum no  01.
Resumen y comentarios
Razones
distintas 3o B
1.1.1 0/20
1.4.3 2/20
1.4.5 2/20
2.2.3 13/20
2.2.5 1/20
4.3 2/20
N in g ú n  a lu m n o  re sp o n d e  adecu ad am en te .
Dos a lu m n o s  d esa rro llan  estrategias de com pensación  cu a lita tiv a  d e l tipo  
"m ás de  u n a  can tidad  se com pensa con m ás de la o tra  can tid ad "  y  p o r  ta n to  
las razones son  iguales.
Dos a lu m n o s d esa rro llan  estrategias de tipo  ad itivo  p a ra  co m p ara r razo n es , 
asignan  a cada n iñ o  u n a  u n id a d  de  superficie  y  con u n a  expresión  d e l tip o  
"sobra lo m ism o" a rg u m en tan  que  las razones son  iguales. A rg u m e n ta n  con 
la ig u a ld ad  d e  las diferencias en tre  el an tecedente y  el consecuen te  d e  las dos 
razones q u e  com paran .
Trece a lu m n o s  se cen tran  en p arte  de  la in fo rm ación  gráfica y  co m p aran  
can tidades d e  la m ism a especie. De ellos, doce usan  u n  razo n am ien to  d e  tipo  
directo, y  de  éstos, d iez hacen  u n a  com paración  cualita tiva  d e  las can tidades 
de n iñ o s  y  dos u n a  cu an tita tiv a . U no  a rg u m en ta  con u n  ra z o n a m ie n to  de 
tipo  inverso , com para  las superficies y  u sa  u n a  expresión  de l tip o  "d o n d e  es 
m ás peq u eñ o , caben m enos y  esta rán  m ás ap re tados" .
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U n a lu m n o  tiene  u n  cen tram ien to  en  la  in fo rm ación  gráfica del en u n ciad o : 
parece  q u e  com para  el tam año  de  los n iños con el tam año  d e  las u n id ad es  de 
superfic ie .
D os a lu m n o s se considera  que  n o  con testan  p o r falta de a rg u m en tac ió n  a su  
re sp u es ta .
Parece q u e  éstas dos ú ltim as  tareas tien en  u n a  d ificu ltad  s im ila r para  los 
a lu m n o s  de  tercero  de p rim aria , en  la an terio r, 18/20 tien en  u n a  actuac ión  
déb il al reso lverla  y  en ésta, 16/20.
O cho a lu m n o s  tien en  u n a  actuación  en  la que co m p aran  ú n icam en te  las 
can tidades de  n iñ o s  en  las cuatro  p rim eras tareas del b lo q u e  D ensidad , 
au n q u e  dos d e  ellos n o  a rg u m e n tan  en  las dos ú ltim as. Siete, de  ellos, 
a rg u m e n ta n  s iem p re  cu a lita tiv am en te  y  u n o  cu an tita tiv am en te .
U n a lu m n o  com para  ú n icam en te  las superficies en  todos los cu a tro  casos.
______________________ En  la tarea Repoblación de bosques______________________
01 "el B".
" porque haymas barbóles".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: C en tra  su  a tenc ión  en  la com paración  de  las can tidades de 
árboles, no  tom a en  cuen ta  las superficies de las parcelas.
02 "el B ".
C ategoría  4, Subcategoría 4.3.
N ota: La falta de  a rg u m en tac ió n  n o  p ro p o rc io n a  ev idencias  sobre las 
características de  su  actuación  que  p e rm ita n  clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  
a n o  resp o n d e.
03 "En Una parcela del monte B".
C ategoría  4, Subcategoría 4.3.
N ota: V er com en tario  de l a lu m n o  03.
04 "el B".
"que el A  es pequeño y  no es espeso".
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C ategoría 2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que el a lu m n o  se cen tra  en  la  com parac ión  de  las 
superficies de  las parcelas y  que desconoce el significado  de espeso.
05 "el B".
"por que hay mas arboles en el B".
C ategoría 2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lum no  01.
07 "El A
"que el A  tiene menos arboles ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que  se centra en  la co m p arac ió n  cu a lita tiv a  d e  las 
can tidades de  árboles y  que  desconoce el significado de  d enso  o espeso, p u es  
su  a rg u m en to  es de  tip o  inverso  "d o n d e  h ay  m enos árbo les será  m ás denso".
08 "el monte B".
"Que hay mas
C ategoría 2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com entario  del a lu m n o  01.
10 "espeso".
C ategoría 4, Subcategoría  4.1 
N ota : H a dado  u n a  respuesta  in d u c id a  p o r la p reg u n ta ; él e n tie n d e  
que h ay  que  elegir en tre  las expresiones "espeso" o "den so " .
11 "En el a". P regun tó  el significado de  denso  o espeso.
"Porque hay menos -espa parcela".
C ategoría 2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que el a lum no se centra en  la com parac ión  cu a lita tiv a  de 
las superfic ies y  su  a rg u m en to  es u n  razo n am ien to  d e  tip o  inverso  "a  m enor 
superficie  m ayor den sid ad " .
13 "el B".
"Porque en el B hay mas y  en el A menos".
C ategoría 2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lum no  01.
14 "la parcela B".
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"por que ai ma arboles".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com en tario  de l a lum no  01.
15 N o contesta .
C ategoría 4, Subcategoría  4.3.
16 "Una parcela del M onte B"
"por que el bosque B hay más arboles".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er co m en tario  del a lum no  01.
17 N o contesta. H a  p re g u n tad o  el significado d e  "denso".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3.
18 "El bosque B"
"Por que en el A  hay menos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Ver com en tario  de l a lum no  01.
19 " Espeso la parcela A y  denso la B ".
"Por que tenia menos arboles".
C ategoría 4, Subcategoría  4.1 
N ota: Parece que  el a lu m n o  desconoce el significado d e  denso  o 
espeso. H a  d ad o  u n a  resp u esta  in d ucida  p o r  la p reg u n ta ; él en tien d e  que  h ay  
que elegir en tre  las expresiones "espeso" o "d en so "  y  asocia u n a  con la 
parcela A  y  otra  con la  B. Se considera  que  su  re sp u es ta  y  su  a rg u m e n ta c ió n  
no  son  p ertin en tes .
20 " el A  ".
"porque al ser mas pequeño q- cabe menos arboles y  se llena
enseguida".
C ategoría 2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que  el a lu m n o  asocia el tam añ o  de  los bosques con los 
tam añ o s de las parcelas en  la  in fo rm ac ió n  gráfica, que  n o  tiene  claro el 
significado de d en so  o espeso, lo co n fu n d e  con lleno , que p resc inde  de  las 
can tidades de  árbo les y  que com para ú n ic am en te  las superficies p a ra  to m a r  
su  decisión.
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21 "que habia muchos pinos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: A u n q u e  no  resp o n d e  a la p rim era  cuestión , d e  su  
a rg u m en tac ió n  se in fiere  que está p en san d o  en  la parcela B y  que  p o r tan to  
com para cu a lita tivam en te  las can tidades de  árboles.
22 " E l más espeso el B y  el más denso el A"
"qué no los an plantado el grupo B ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.1 
N ota : V er com en tario  de l a lum no  19.
23 "El monte B"
"Me a echo decidir uno tiene mas".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase  2.2.3 
N ota: V er com entario  del a lum no  01.
Resumen y comentarios
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Bosques 3o B
1.1.1 0/20
2.2.3 13/20
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4.3 4/20
N in g ú n  a lu m n o  re sp o n d e  adecu ad am en te .
Trece a lu m n o s  se cen tran  en  p arte  de  la in fo rm ación  gráfica y  co m p aran  
can tidades de la m ism a  especie. De ellos, d iez u san  u n  ra z o n a m ie n to  
cualita tivo  d e  tip o  directo: hacen  u n a  com paración  cu a lita tiv a  d e  las 
can tidades de  árboles; u n o  com para las can tidades de  árbo les, p e ro  su  
a rg u m en tac ió n  n o  es consisten te , tal vez p o r el significado  d e  la ex p resió n  
"denso  c  espeso"; o tro  parece  que  com para las superficies d e  la  parcelas, p e ro  
la d ificu ltad  d e  com prensión  del enunciado  le lleva a re sp o n d e r  cen trán d o se  
en las can tidades m ayores "d o n d e  hay  m ás árboles y  la  parcela  es m ás  
g rande, el bosq u e  será m as denso"; y  el últim o, asocia el s ign ificado  d e  d en so  
o espeso con lleno , y  com para  las superficies de  las p a rce las  co n c lu y en d o  
m ed ian te  u n  razo n am ien to  d e  tip o  inverso.
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A n e x o  2 .1 . Ter cer  c u r so
Tres a lu m n o s  tien en  d ificu ltades de co m p ren sió n  del en u n c iad o  y  d an  u n a  
re sp u esta  n o  p e rtin en te , ta l v ez  p o r  la e stru ctu ra  de  la p reg u n ta , u n a  
d isyunción  en tre  dos p a lab ras  difíciles p a ra  ellos com o son: denso  y  espeso.
C uatro  a lu m n o s  se considera  que no  re sp o n d en ; dos p o r  falta de 
a rg u m en tac ió n  y  dos p o rq u e  n o  contestan .
A  los a lu m n o s  que  p re g u n ta ro n  sobre el significado de "espeso  o denso" se 
les resp o n d ió  reco rd án d o les  el cuen to  de  R obin H ood  en  el que  los band idos 
se escond ían  en  la e sp esu ra  del bosque.
La tarea  es m ás difícil que  las an terio res del b loque D ensidad , p u es  19/20 
tienen  u n a  actuación  déb il en  su  actuación  al in ten ta r reso lverla . A l parecer, 
la asociación de  u n a  u n id a d  de  m ed id a  alargada "h ile ra"  con u n a  can tidad  
de  árboles, que  se h an  de  p la n ta r  en  ella, causa m ayores d ificu ltades que u n a  
d iscretización  "m ás fam ilia r"  de la superficie  p o r m ed io  de  la re tícu la. Por 
o tra  pa rte , la rep resen tac ió n  de  u n o s  bosques m ed ian te  u n as  parcelas para  
im ag in árse lo s  desp u és  iguales, cu an d o  h ay an  crecido los árboles, es u n a  
abstracción  m u y  fuerte  p a ra  los a lum nos de  este curso  p rim aria .
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado a )_____________________
01 "en la A  ".
"Porque hay mas gente  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.3 
N ota: Parece que se centra en las cantidades mayores y que su  
argumento sea del tipo "donde hay más niños más se come".
02 "A " .
"en que hay para todos ".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
N ota: Su argumentación es contradictoria con la información gráfica 
que hay en la que da como respuesta, por lo que se considera que su 
actuación no está identificada.
03 "En el grupo A  ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3
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N ota: A u n q u e  da  u n a  respuesta  n o  correcta, su  falta de 
a rg u m en tac ió n  n o  p ro p o rc io n a  evidencias sobre las características de su  
actuación  que  p e rm itan  clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a no  responde..
04 " en el A  ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota: V er com entario  d e l a lu m n o  03.
05 "en el A".
"Por que lo reparten ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2 
N ota: Su a rg u m en tac ió n  n o  nos da ev idencias sobre  su  actuación , 
p ues en  la in fo rm ac ió n  gráfica de  todas las v iñ e tas  se considera  que  los 
estu d ian tes  rep a rten  los bocadillos. Por ello  se ha  clasificado com o n o  
iden tificada.
07 "En el C porque se lo están repartiendo ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2 
N ota: V er com entario  d e l a lu m n o  an terio r.
08 " D ". Lo ha  escrito  encim a d e  la le tra  B.
"porque en el grupo D  fio h a  escrito encim a de  la le tra  O  tienen dos
vocadillos para cada uno de ellos ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: Parece que  el hecho d e  que u n  estu d ian te  de  la v iñ e ta  D lleve en 
la m ano  dos bocadillos es su fic ien te  p a ra  a rg u m en ta r su  re sp u es ta  en  fo rm a  
de razón .
10 "D".
"por que tiene tiene mas bocadillos
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
N ota: A u nque  su  resp u esta  es acertada, parece que  n o  tien e  en  cu en ta  
el n ú m ero  de  estu d ian tes  y  que  se cen tra  en  la com paración  cualita tiva  de las 
can tidades de  bocadillos. Su a rg u m en to  es del tip o  " d o n d e  h ay  m ás
bocadillos m ás se com e", sin em bargo , en  esta tarea  la  can tid ad  m ay o r de
bocadillos está  en  tres v iñe tas. Es coheren te  con la re sp u es ta  que  da  en  el 
ap artad o  b).
11 " D
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"Porque son dos y  tienen tres y  en los otros dibujos no hay siquiera  
para todos ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Su a rg u m e n tac ió n  es correcta, razo n a  h ac ien d o  u n  rep a rto  de 
u n id a d es  en teras.
13 men el A  ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota: V er com en tario  de l a lum no  03.
14 "en el A  por que ai mas gente con bocadillos ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
N ota: Parece q u e  se centra en  el n ú m e ro  d e  bocad illos y  que  su  
arg u m en to  sea del tip o  "d o n d e  h ay  m ás bocadillos m ás se com e". Parece que  
ve  m ás de  tres bocad illos  en la v iñe ta  A  y  su  resp u esta  es co h eren te  con la 
que  da  en  el ap a rtad o  siguien te
15 " En el grupo D  porque solo hay dos niños y  tres bocadillos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: R elaciona to d as  las can tidades en  juego.
16 "el grupo D ".
"porque el grupo D solo hay dos estudiantes y  tenia tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er co m en ta rio  an terio r. H a con testado  en  espacio  d e stin ad o  a 
re sp o n d er a la seg u n d a  cuestión  de  la ta rea  y  n o  resp o n d e  a ésta.
17 "en el D ".
"Dr Por que en uno hay 6 niños y  3 bocadillos en otro 4 niños y  3 
bocadillos en otro 3 niños y  2 bocadillos y  en el otro 2 niños y  3 bocadillos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece q u e  com para  todos los repartos.
18 "el D ".
"Por que el D  a comprado 3 bocadillos y  solo son dos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: A l parece  com para  u n id ad es  en teras com o el re su ltad o  d e l 
reparto .
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19 " En la A  ".
"Por que hay m as. bocadillos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
N ota: Parece que  n o  tiene en cuen ta  el n ú m ero  d e  estud ian tes  y  que  se 
centra en  la com parac ión  cualita tiva  de las can tidades de bocadillos. Su 
a rg u m en to  es de l tipo  "d o n d e  h ay  m ás bocadillos m ás se com e", s in  
em bargo, en  esta  tarea  la can tid ad  m ayor de  bocadillos está en  tres v iñetas. Es 
coherente con la resp u esta  que  da  en  el ap artad o  b).
20 "en el A  D ".
"porque solo hay dos personas y  tres bocadillos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1. 
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  18.
21 " A ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota: V er com entario  de l a lum no  03.
22 "C"
"Porque tienen 3 bocatas y  son 2 niños".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: A u n q u e  se equivoca al escribir la le tra  de la v iñ e ta , su  
a rg u m en tac ió n  es correcta.
23 * En el D "
"porque son dos y  tienen tres bocadillos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  d e l a lu m n o  18.
Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado a) 3o B
1.1.1 8/20
2.2.3 4/20
2.2.5 1/20
4.2 3/20
4.3 4/20
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O cho a lu m n o s  tien en  u n a  actuación  satisfactoria, s in  em bargo  parece que 
está  su s ten tad a  en  u n  re p a rto  un itario .
C u a tro  a lu m n o s  co m p aran  can tidades de  la m ism a  especie y  hacen  u n  
ra z o n am ie n to  d e  tipo  directo. D e ellos, tres a rg u m en tan : q u e  d o n d e  m ás  
bocad illos hay , m ás se com e y  el otro: que d o n d e  m ás gen te  hay , m ás se 
com e.
U no  se cen tra  en  la in fo rm ación  gráfica.
T res a lu m n o s d a n  u n a  re sp u es ta  n o  iden tificada, p u es  su  a rg u m en tac ió n  n o  
ind ica  cóm o llegaron  a la respuesta .
C u a tro  a lu m n o s se considera  que  no  re sp o n d en  p o r falta de  a rg u m e n ta c ió n  
a su  respuesta .
A l p arecer las a rg u m en tac io n es  se cen tran  en  el n ú m e ro  d e  en tid ad es  
en teras  que  le tocan  a cada n iño , no  parece  que  tom en  en  cu en ta  las razones. 
H ay  d is trac to res en  las v iñe tas  que  p ro m u ev en  v er m ás bocad illos d e  los que 
en  rea lid ad  hay , sobre to d o  en  la v iñ e ta  A. En a lg u n o s casos, com o o cu rrió  
con  las dos p rim era s  ta reas de  d en sid ad , h a  sido  necesario  co m p ara r las 
resp u estas  que  los n iñ o s  d an  en  am bos ap artad o s d e  la ta rea  Bocadillos y 
b u sca r su  coherencia.
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado b)______________________
01 " en la d".
"porque hay menos gente ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que  se cen tra  en  el n ú m e ro  de  e s tu d ian te s  y  que su  
a rg u m en to  sea del tip o  "d o n d e  h ay  m enos gen te  m enos se com e".
02 " C".
"por que hay menos".
N ota: Parece que  se cen tra  en  la can tid ad  de bocad illos y  que 
a rg u m en ta  con u n  raz o n am ie n to  de tipo  d irecto  "d o n d e  h ay  m e n o s  
bocad illos m en o s se com e".
03 "En el grupo C
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C ategoría  4, Subcategoría 4.3 
N ota: A u n q u e  da  u n a  respuesta  no  correcta, su  falta de 
a rg u m en tac ió n  n o  p ro p o rc io n a  ev idencias sobre las características de  su  
actuación que p e rm itan  clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a no  responde.
04 "en el C"
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota : V er com entario  del a lu m n o  03.
05 "en el C".
"Por que hay tres niños dos bocatas y  lo reparten
C ategoría  4, Subcategoría 4.2 
N ota: Su a rg u m en tac ió n  n o  n os da ev idencias sobre su  actuación , 
p ues en  la in fo rm ac ió n  gráfica de  todas las v iñe tas  se co n sid era  que los 
estu d ian tes  rep a rten  los bocadillos. Por ello se h a  clasificado com o n o  
iden tificada.
07 "En el A  por que no se reparten nada".
C ategoría  4, Subcategoría 4.2 
N ota: V er com en tario  del a lu m n o  05.
08 " C".
"por que en el C hay tres niños y  nada mas 2 vocadillos"..
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que  a rg u m en ta  "d o n d e  m enos bocad illos que  re p a rtir  
m enos se com e". A u n q u e  lo expresa, no  tom a en cu en ta  la  can tid ad  de 
n iñ o s .
10  " C ".
"por que tienen menos bocadillos"..
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : V er com entario  de l a lu m n o  02.
11 "A "
"Porque son seis y  solo hay tres bocadillos".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Su respuesta  es descrip tiva, relaciona to d o s los e lem en tos e n  
juego y  es consisten te con la que  d a  en  el ap artad o  a) de  la  tarea.
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13 "en el C porque hay menos estudiantes y  solo tiene 2 bocadillos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  de l a lum no  08.
14 "en el C porque solo hay 2 bocadillos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  de l a lum no  02.
15 "En el A  porque hay tres bocadillos y  é  6 niños "
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del a lum no  11.
16 N o con testa
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota: Lo que  escribe com o argum en to  en  el lu g a r p a ra  la  resp u esta  de 
este  ap artad o  co rresponde a la que da en el ap artad o  a).
17 "En el A  "
"Por que hay 6 niños y  3 bocadillos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del a lum no  11.
18 " En el A  ".
"Por que a comprado 4 y  son 6".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2.
N ota: Su re sp u esta  es correcta p e ro  su a rg u m e n to  descrip tivo  n o  
co rresponde  a n in g u n a  v iñeta . Parece que  hay  u n  d is trac to r en  el d ibu jo  de 
la v iñe ta  A, p e ro  n o  h ay  ev idencias suficientes p a ra  clasificarlo  en  u n a  clase 
d is tin ta  p u e s  en  este  caso, considerando  los datos que  ve el a lu m n o , en  dos 
g rupos, A  y  C, los estu d ian tes  com erían  lo m ism o.
19 "En el C".
"Por que hay menos bocadillos"..
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com en tario  de l a lum no  02.
20 " el C".
"porque solo hay- dos personas-y - t res— bocadillos. porque hay tres
personas y  dos bocadillos".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  d e l a lum no  02.
21 "C".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota: V er com entario  d e l a lum no  03.
22 " A  ".
"porque el grupo A  son 6 niños y  solo hay 3 bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  d e l estu d ian te  11.
23 "En El C".
" porque son tres dos bocadillos
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com en tario  d e l a lum no  02.
Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado b) 3o B
1.1.1 4/20
2.2.3 9/20
4.2 3/20
4.3 4/20
C uatro  a lum nos tienen  u n a  actuación  satisfactoria. Es difícil d is tin g u ir cóm o 
hacen  la com paración  en tre  el resu ltad o  del rep arto  en  A  y  en  C. Al parecer 
"ven" que  les toca m ás d e  la m itad  en el C y  éso p u e d e  ser u n  a rg u m en to  que 
les lleve a ten er éxito en  la  com paración.
H ay que  resa lta r que, al ten er que  fraccionar p a ra  co m p arar, e l éxito en  este 
ap artad o  de la tarea  es m e n o r que en  el an te rio r d o n d e  la com parac ión  la 
hacían  a p a r tir  de l re p a rto  un ita rio .
N u ev e  a lu m n o s  co m p aran  can tidades de  la m ism a  especie y  hacen  u n  
razonam ien to  de  tipo  directo . D e ellos, ocho a rg u m en tan : que d o n d e  m e n o s  
bocadillos hay , m enos se com e, y  el otro: que  d o n d e  m en o s gen te  hay , m enos 
se com e.
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Tres a lum nos d an  u n a  resp u esta  n o  iden tificada, p u e s  su  a rg u m en tac ió n  n o  
ind ica  cóm o llegaron  a la respuesta .
C u atro  a lu m n o s se considera  que  no  re sp o n d en ; tres p o r falta de 
a rgu m en tac ió n  a su  re sp u es ta  y  el o tro  n o  contesta.
____________________________En  la tarea M ermeladas____________________________
01 "la de la derecha".
"porque lo pone en el papel ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2 
N ota: Su a rg u m en tac ió n  n o  nos da ev idencias  sobre su  actuación , 
p u es  en la in form ación  gráfica de todas las e tiquetas p o n e  u n a  referencia. Por 
ello se ha  clasificado com o no identificada.
02 "La grande"
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: El a lu m n o  se cen tra  en  la  in fo rm ac ió n  gráfica y  elige el 
rec ip ien te  d e  m ay o r tam año .
03 "Del bote mas grande"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: V er com en tario  de l a lu m n o  02.
04 "la mermelada de fresa"
"mirando la etiqueta"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: C ontesta  con  u n a  p a rte  de l enunciado  verbal.
05 "la tercera".
"Pues porque la tercera tiene el 55% por eso".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  asocia la calidad  al tan to  p o r  cien  de  co n ten id o  de 
fru ta  y to m a la decisión  en  fu n c ió n  de  aquel. Es posib le  que  tom e las 
expresiones d e l tan to  p o r  cien com o si fu e ran  va lo res absolu tos.
07 "la de la derecha".
por que se ve que es un poco mas pequeña
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C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: A unque su  respuesta  es acertada, parece que  el a lu m n o  se centra 
en la  inform ación  gráfica y  elige el recip ien te de  m enor tam año .
08 "la de el medio".
"por que es mas grande".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: V er com entario  del a lu m n o  02.
10 "es la de la derecha".
"p& pues porque es mas baja pero es mejor y  por que hay unos  
numeritos y  -esa indican cual es mejor".
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.1 
N ota: El a lum no elige p o r el tam año  y  p o r las expresiones n u m é ric a s  
que h ay  en las e tiquetas, parece que  su  expresión  "n u m e rito s"  n o s  in d iq u e  
u n  p red o m in io  de  los na tu ra les .
11 "L a tercera mermelada".
"por que hay 55% y  en las otras un 45%".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Ver com entario  de l a lu m n o  05.
13 " La Mermelada de Fresa de 55%".
"porque hay mas continido de Frutas"
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  05.
14 "la I o de la derecha".
"porque si observamos la 2o es mas alta pero mas estrecha, y  la I o de la 
isquierda es mas pequeña y  estrecha y  la otra no".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: Parece que  el a lum no  se centra en  la in form ación  gráfica p a ra  su  
decisión .
15 "Es mejor la de mermelada de fresa porque tiene un 55% de fruta",
"porque en el bote de mermelada de fresa de la izquierda tiene un 55%
de fruta".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
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N ota: Parece q u e  el a lu m n o  tiene u n  p ro b lem a d e  la te ra lid ad , p e ro  
a rg u m en ta  su  decisión  con  el m ayor tan to  p o r cien de  fru ta.
16 "el mermelada de 55%".
"por que tiene más fresas y  otros menos".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com en tario  d e l a lum no  05.
17 "la segunda que es la grande"
"por que la mas pequeña es 55% la otra 45% y  la mas grande 45%".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: A u n q u e  el a lu m n o  describe p a rte  de  las e tiq u e tas  de  los frascos, 
parece  que  el a lu m n o  se cen tra  en  la inform ación  gráfica p a ra  su  decisión.
18 " La 3"
"Por que tiene 55 de calidad"
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.1 
N ota: El a lu m n o  elige p o r las expresiones n u m éricas  que  h a y  en  las 
e tique tas  , p resc in d e  en  su  a rg u m en tac ió n  del sim bolo  del tan to  p o r  cien to , 
parece  que  h ay  u n  p red o m in io  de  los n a tu ra les  en  su  resp u esta .
19 "El bote del medio"
"Por que es mas grande que el primero y  el ultim o es mas pequeño y  
bale mas"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N o ta : Parece q u e  el a lu m n o  se cen tra  en  la in fo rm ación  gráfica p a ra  su 
decisión, adem ás le asocia al tan to  p o r cien el significado d e  precio .
20 "el tercero".
"porque hay mas fru ta  y  mas cantidad que las otras mermeladas"
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  to m a  los va lo res  re la tivos del ta n to  p o r  cien de 
con ten ido  d e  fru ta  com o si fu e ran  valores absolu tos y  que  n o  d is tin g u e  e n tre  
con ten ido  y  calidad .
21 " El del medio".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5.
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N ota: A u n q u e  n o  a rg u m en ta , su  respuesta  p o n e  en  ev idencia  que  su  
elección h a  sido  p o r el tam añ o  del recipiente.
22 "la mejor es la I o".
"porqué el 2o y  el 3o tienen menos fruta que el I o frasco de frutas".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: Parece que el a lu m n o  tom a la decisión en  fu nc ión  del n ú m e ro  
de fresas que h ay  d ibu jadas en  las etiquetas.
23 "la mas grande".
"pues que uno es mas grande otro mas pequeño y  otro ma grande
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: V er com entario  d e l a lum no  02.
Resumen y comentarios
Mermeladas 3o B
1.1.1 6 /2 0
1.4.1 2 /2 0
2.2.1 1 /20
2.2.5 10/20
4.2 1 /20
Seis a lu m n o s tien en  u n a  actuación  satisfactoria. A ú n  cu an d o  a lg u n o s de 
éstos u san  el sim bolo  % en  sus respuestas, es posib le  que  la co m parac ión  la  
h ag an  en  el con jun to  d e  los n ú m ero s  natu ra les .
Dos a lu m n o s cen tran  su  a tenc ión  de  form a explícita en  los n a tu ra le s , para  
hacer la com paración.
U n a lu m n o  rep ite  p a rte  d e  la  inform ación  verbal.
Diez a lu m n o s  cen tran  su  ¡atención en  parte  de  la in fo rm ac ió n  gráfica; de 
ellos, n u ev e  en  el tam añ o  de  los recip ientes y  u n o  en  la can tid ad  de  fresas 
que aparecen  en  las e tiquetas.
U n a lu m n o  da u n a  re sp u es ta  n o  pe rtin en te , p u es  su  a rg u m e n tac ió n  n o  
ind ica cóm o llegó a la respuesta .
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Es importante señalar que ningún niño preguntó por el significado del 
simbolo %, parece ser que forma parte de una información visual cotidiana y 
no se cuestionan el significado, ya que centran su atención en la información 
numérica. Es difícil distinguir las actuaciones de la clase 1.1.1, pues no queda 
claro si comprenden que 55% representa un porcentaje.
_________________________ En  la tarea Refresco de limón_________________________
01 "el de arriba ".
"en el agua y  en el Jarabe ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Pese a que su  respuesta  es acertada, se considera  q u e  se cen tra  e n  
las can tid ad es  m ayores p a ra  su  argum entación .
02 "el de Maña".
"en que hay mas ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com en tario  an terio r.
03 "2 vasos de jarabe de limón".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : A u n q u e  no  da u n a  respuesta  explícita, parece  que  en  su  
a rg u m en tac ió n  se cen tra  en  la m ayor de las can tidades d e  u n a  de las 
m a g n itu d e s .
04 "el de maña ".
"en los vaso de jarabe de limón ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota : Parece que en  su  a rg u m en tac ió n  se cen tra  en  la m ay o r de  las 
can tidades d e  u n a  de  las m agn itudes.
05 "el primero".
"en que hay mas ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com entario  del a lum no  01.
07 "el de M aña ".
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"en los vasos que hay".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com entario  de l a lu m n o  01.
08 "el de María ".
"en que tienen mas vasos de jarabe de limón"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : V er com entario  del a lu m n o  04.
10 "el- de—M  Los dos igual ".
"el de María tenia dos vasos de limón y  Juan uno y  Maria le ha 
hechado 8 vasos y  Juan 6 entonces sabran igual"
C ategoría 1, Subcategoría 1.4., C lase 1.4.5.
N o ta : Parece que d esarro lla  u n a  estrategia de  co m p en sac ió n
cualita tiva , p u es  com pensa  el m ayor sabor de dos litros de  jarabe  con la 
m ayor can tid ad  de  vasos de  agua.
11 "Igual el de Maria ".
"Porque el de Maria tiene mas vasos de agua pero mas r-e jarabe de  
l im ó n .".
C ategoría 1, Subcategoría 1.4., C lase 1.4.5 
N ota: En u n  p rin c ip io  hab ía  com pensado  los sabores, p e ro  rectifica y 
da la respuesta  correcta. N o  parece  que  cam bie de  estrateg ia de  co m p en sac ió n  
cualitativa  al cam biar de  respuesta .
13 "el primero".
"pporque en el primero hay dos y  en el segundo uno".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Pese a  que su  re sp u esta  es acertada, parece que  se cen tra  en  la 
m ayor d e  las can tidades de  u n a  de  las m agn itudes, el ja rabe  de  lim ón.
14 "el de Juan
"por que con mas vasos de agua se le quita mas sabor".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : Parece que se cen tra  en  las can tidades d e  agua  y  u sa  u n  
razonam ien to  de  tip o  inverso  "d o n d e  h ay  m enos agua h ay  m ás sabor".
15 “tiene mas el de sabor él baso de Juan ".
"En la cantidad de agua que pone."
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C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er co m en tario  an terio r.
16 "el que tiene 6 vasos ",
"por que hay más agua ".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Su re sp u es ta  y  su  a rg u m en tac ió n  son  con trad icto rias, a no  ser 
que  su  a rg u m en tac ió n  esté  incom pleta, p u ed e  ser que  falte algo del tip o  "e n  
el p rim ero " . N o  obstan te  se cen tra  en  las can tidades d e  agua y  u sa  u n  
razo n am ien to  d e  tip o  inverso .
17 " El segundo ".
"por que a uno le ha hechado mas agua que al otro ".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com en tario  del a lu m n o  14.
18 "el de Juan".
"Por que Maria le a puesto 8 vasos de agua y  Juan 6 vasos de agua ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er co m en tario  del a lu m n o  14.
19 " El que solo hay un baso de limón.
"Por que solo ábia uno y  tenia de los dos vasos."
C ategoría 4., Subcategoría 4.2.
N ota: Parece que  en  u n  p rinc ipo  se decide p o r el que  tiene  m e n o s  
agua, pero  su  a rg u m en tac ió n  es con trad icto ria  con  la re sp u es ta  y  n o  tien e  
explicación.
20 "e l—primero -e l-segundo el primero".
"porque ■ hay m as-cantidad pero porque hay menos—cantidad de agua 
por que hay menos cantidad de agua en cada vaso"
C ategoría  1, Subcategoría 1.1., C lase 1.1.1. 
N ota: Parece que  en  u n  p rin c ip io  com para las can tid ad es  de jarabe  de  
lim ó n  y  u sa  u n  ra z o n am ie n to  directo , tacha, y  d esp u és  co m para  las 
can tidades de ag u a  y  decide u san d o  u n  ra z o n am ie n to  de tip o  in v erso , tacha, 
fin a lm en te  parece  que  com para  las razones en  form a u n ita ria , es decir 
n o rm a liz a d as .
21 " El de agua ".
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"Porque el de agua lleva mas limón".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2.
N ota: Su re sp u es ta  y  su argum ento  no  tienen  sen tido .
22 "el jarabe de limón".
"porqué el agua no sabe a limón y  el Jarabe tiene más sabor a limón ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.1.
N ota: E v iden tem en te  el refresco que m as sabe a lim ó n  es el ja rabe  de 
lim ón, p e ro  su  re sp u es ta  no  es pertinen te .
23 "Los refresco de Maria".
"En c¡ue en uno hay mas y  en otro que hay menos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Pese a que su  respuesta  es correcta, parece  que  se cen tra  en las 
can tidades m ayores.
Resumen y comentarios
Refresco de
limón 3o B
1.1.1 1/20
1.4.5 2/20
2.2.3 14/20
4.1 1/20
4.2 2/20
U n a lu m n o  tiene u n a  actuación satisfactoria, su  re sp u es ta  es in te re sa n te  
pues la da  com o u n a  razó n  no rm alizad a  "m enos can tid ad  de  agua en cada 
v aso".
Dos a lu m n o s d esa rro llan  estrategias de co m p en sac ió n  cu alita tiv a  a l 
com parar razones; u n o  de  ellos tiene com o re su ltad o  la ig u a ld ad  de  las 
m ism as y  el o tro  no.
C atorce a lum nos co m paran  can tidades de la m ism a especie. D e ellos, n u e v e  
a rg u m en tan  con u n  razonam ien to  de  tipo  directo, de  éstos, cu atro  se c e n tra n  
en las can tidades m ayores y  los o tros cinco en  la can tid ad  de  jarabe, y  cinco 
a rg u m e n tan  con u n  razo n am ien to  de tipo  in v e rso  y  se cen tran  en  las 
can tidades de  agua.
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U n alum no  da  u n a  re sp u es ta  que  se considera  no  p ertinen te .
D os a lu m n o s d an  u n a  re sp u esta  que se considera  no  iden tificada, p ues n o  
d a n  evidencias que  ex p liq u en  su  actuación.
A  p esa r de  que se considera  m ás n a tu ra l el razo n am ien to  d e  tip o  directo  que  
el de tip o  inverso , h ay  u n  n ú m e ro  sign ificativo  en tre  los que  co m p aran  
can tidades de la m ism a  especie (5/13) que u san  u n o  d e  tipo  inverso . A 
m ed id a  que están  en  cursos superio res, los a lu m n o s  trabajan , 
in d is tin ta m e n te , con u n  ra z o n am ie n to  de tipo  d irecto  o in v e rso  con u n a  
can tidad .
________________________En  la tarea Refresco de naranja_____________________ __
01 "el de arriba.".
"porque tiene mas agua ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Se cen tra  en  la  m ay o r de  las can tidades de u n a  de las 
m a g n itu d e s .
02 "el de Luis".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3.
N ota: Pese a que  su  resp u esta  es correcta, la falta de a rg u m en tac ió n  n o  
p roporc iona  evidencias sobre  las características de  su  actuación  que  p e rm ita n  
clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a no  responde.
03 "Una naranjada".
C ategoría  4, Subcategoría 4.1.
N ota: E v id en tem en te  el refresco que  m as sabe a n a ran ja  es u n a  
n aran jad a , pe ro  su  re sp u es ta  n o  es pertinen te .
04 "la de luis ".
"porque hay menos vasos de agua ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: A rg u m en ta  con u n  razo n am ien to  de tip o  inverso , parece que 
d a  p o r su puesto  que  las can tid ad es  de  jarabe son  iguales.
05 " los dos igual ".
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" por que en los dos hay igual ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que el a lu m n o  se centra en  las can tidades de jarabe que 
son iguales. T am bién  p o d ría  in te rp re ta rse  que  se cen tra  en la in fo rm a c ió n  
gráfica y  que su  a rg u m en to  sería del tipo  "en  los dos refrescos h ay  jarabe y
agua". En este caso su  actuación , m enos p lausib le  p o r su  c o m p o rta m ie n to
global en el cuestionario , se ubicaría en la clase 2.2.5.
07 "el de Marta ".
" por que tiene dos vasos y  seis vasos de agua ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que se cen tra  en  las can tidades m ayores, su  a rg u m e n to  
p u ed e  ser "d o n d e  h ay  m ás liqu ido  hay  m ás sabor".
08 "el de Luis ".
"porque tiene menos vasos de agua"
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del a lum no  04.
10 "el de Luis ".
”por que le ha hechado menos agua".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del a lum no  04.
11 "El de Luis ".
"Porque tiene menos agua."
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del a lum no  04.
13 "los dos".
" porque lo dos son iguales".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er com entario  de l a lum no  05.
14 "el de Luis ".
"porque si Marta pone mas agua no tendrá tanto sabor.".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  del a lum no  04.
60
A n e x o  2 .1 . T er c e r  c u r s o
15 "tiene mas sabor el basode Luis ".
"porque al baso de Luis le hecha 4 basos de agua."
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er co m en ta rio  del a lu m n o  04, pe ro  en  este caso su  ex p resió n  
es de tip o  cuan tita tivo .
16 "el que tiene 6 vasos ".
"por que hay más agua ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Se cen tra  en  la m ayor de  las can tid ad es  de  u n a  de las 
m ag n itu d e s .
17 " El segundo ".
" por que a uno le ha hechado mas agua que el otro ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er com en tario  del a lu m n o  04.
18 "el de Luis".
"Por que el de Luis a puesto 4 vasos de agua y  Marta 6 vasos de
agua".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : V er co m en tario  del a lu m n o  15.
19 " El segundo. "
"Por que tiene -men menos agua".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er co m en tario  del a lu m n o  04.
20 "el segundo. "
"porque selepone menos cantidad de agua en el refresco".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com en tario  d e l a lu m n o  04.
21 "el de agua".
"Porque el de agua lleva mas naranja".
C ategoría 4., Subcategoría 4.2.
N ota : A  su  re sp u es ta  no  se le en cu en tra  explicación.
22 "el de Luis (por) ".
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P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
"(porque) porqué el de M arta le añade más vasos que Luis".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : A u n q u e  en  su  verbalizac ión  no  lo expresa, parece que  se cen tra  
en las can tid ad es  de  agua  y  a rg u m en ta  con u n  razonam ien to  d e  tip o  inverso.
23 "Los de Marta".
"pues que en uno hay mas y  en otro hay menos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que  se cen tra  en  las can tidades m ayores, su  a rg u m e n to  
p u ed e  ser "d o n d e  h ay  m ás liqu ido  h ay  m ás sabor".
Resumen y comentarios
Refresco de 
naranja 3o B
1.1.1 11/20
2.2.3 6/20
4.1 1/20
4.2 1/20
4.3 1/20
Once a lu m n o s  tiene  u n a  actuación  satisfactoria en  esta tarea, todos ellos 
a rg u m en tan  con  u n  razo n am ien to  d e  tip o  inverso.
Seis a lu m n o s co m p aran  can tidades de  la m ism a especie, todos ellos con u n  
razonam ien to  de  tipo  directo . D os se cen tran  en  las can tidades m ayores, dos 
en la can tid ad  d e  jarabe, éstos d an  com o respuesta  u n a  ig u a ld ad  d e  razones, y  
dos se cen tran  en  las can tidades de  agua, p o r lo  que  su  a rg u m en tac ió n  es 
con trad ic to ria .
U n a lu m n o  da  u n a  resp u esta  que  se considera  n o  p ertinen te .
U n a lu m n o  da  u n a  resp u esta  que se considera  n o  iden tificada, p u es  n o  da 
ev idencias q u e  exp liquen  su  actuación.
U n a lu m n o  n o  a rg u m en ta  u n a  respuesta , p o r lo que  se considera  que  n o  
resp o n d e .
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A n e x o  2 .1 . Ter c e r  c u r s o
Si se co m paran  los re su ltad o s  en  esta tarea  con los de  la seg u n d a  de l b loque 
D ensidad  se observa q u e  el éxito es m u y  parecido , en  este caso 11/20 
re sp o n d en  ad ecu ad am en te  y  en  aquel 10/20.
_______________________________ En  la tarea Tazas_______________________________
01 D ibuja 2 tazas de  arroz.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
02 D ibuja 3 tazas de  a rro z  y  escribe "3 " en  el texto del seg u n d o  recuadro .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: P ued e  in te rp re ta rse  de  dos form as, u n a , que el a lu m n o  
re sp o n d e  rep itien d o  u n  d a to  del p rim er recuadro , o tra , que  re sp o n d e  con la 
diferencia 6 - 3 .  D ado  su  co m p o rtam ien to  en  la p ru eb a  parece m ás p lausib le  
la p rim era .
03 N o resp o n d e .
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
04 D ibuja 3 tazas de  a rro z  y  escribe "3 " en  el texto de l seg u n d o  recuadro .
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3 
N ota: Se p u ed e  in te rp re ta r  de  dos fo rm as com o se ha  v is to  en  el 
com entario  del a lu m n o  02, sin em bargo  se ha  clasificado en  esta  clase p o r su  
co m p o rtam ien to  global en  la p ru eb a  y  en  especial p o r  sus actuaciones en  la 
solución de  los cu atro  p ro b lem as de  "valo r p e rd id o -p ro p o rc io n a lid ad " .
05 D ibuja 4 tazas de  arroz.
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3 
N ota: Parece u n a  estrateg ia  de tipo  ad itivo , resta  dos, que  es la 
d iferencia en tre  el n ú m e ro  de  tazas de arroz  y  el d e  tazas de  caldo de la 
p rim era  v iñ e ta , al n ú m e ro  de tazas de caldo de  la segunda . M an tien e  la 
d iferencia co n stan te  en  la re lación  funcional o en tre .
07 D ibuja 6 tazas de  arroz.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: R epite  u n  d a to  de l enunciado .
08 D ibuja 2 tazas de  a rro z  .
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P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
10 D ibuja 3 tazas de arroz.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: V er com entario  del a lum no  02.
11 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe "2" en  el texto que  está  al final de
seg u n d o  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase  1.1.1.
13 D ibuja 1 taza  de arroz.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase  2.2.1.
N ota: R epite u n  d a to  de l enunciado .
14 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe "2" en el texto que e stá  al final de
segundo  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
15 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe //2 // en  el texto que e stá  al final de
seg u n d o  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
16 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe "2" en el texto que está  al final de
seg u n d o  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
17 D ibuja 2 tazas de arroz.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
18 D ibuja 6 tazas de arroz.
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: R epite  u n  d a to  del enunciado .
19 D ibuja 2 tazas de arroz , hay  o tra  m ed io  b o rrad a  que  tacha.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
20 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe "2" en  el texto  que  está  al final de
seg u n d o  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
21 D ibuja 3 tazas de  arroz.
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A n e x o  2 .1 . T er cer  c u r so
C ategoría  2, Subcategoría  2.2., C lase 2.2.1. 
N ota : V er com en tario  del a lu m n o  02.
22 D ibuja 3 tazas de  arroz  y  escribe "3 " en  el texto  de l seg u n d o  recuadro.
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: Esta actuación  tiene dos in te rp re tac io n es , p e ro  en  su
co m p o rtam ien to  global en  la p ru eb a  no  se observa u n a  ten d en c ia  a rep e tir 
da tos p o r  lo que  se ubica en  esta clase.
23 D ibuja 2 tazas d e  a rro z  y  escribe "2" en  el tex to  q u e  está  al final de 
seg u n d o  recu ad ro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
Resumen y comentarios
Tazas 3o B
1.1.1 10/20
1.4.3 1/20
2.2.1 6/20
2.3.3 2/20
4.3 1/20
D iez a lu m n o s  tien en  u n a  actuación  satisfactoria en  esta ta rea , p e ro  no  se 
p u ed e  d is tin g u ir las características de  cada una  de  ellas.
U n a lu m n o  desarro lla  u n a  estrateg ia  de  tipo  ad itiv o , re sp o n d e  d e  m a n e ra  
que  m an tien e  co nstan te  la d iferencia en la re lación  funcional.
Seis a lu m n o s  rep iten  a lg ú n  dato  del en u n c iad o  en  su  resp u esta ; de  ellos, 
tres: tres tazas, dos: seis tazas, y  uno: u n a  taza.
Dos a lu m n o s  se considera  que o p eran  con p a rte  de  los datos; al parecer 
re sp o n d en  con  la d iferencia  de  los da tos que d e te rm in a n  la re lac ió n  escalar, 
6-3, p u e s  no  se observa, en  su  actuación global, u n a  tendenc ia  a re p e tir  a lg ú n  
dato .
U n a lu m n o  n o  a rg u m e n ta  su  resp u esta  p o r lo  que  se co n sid era  que  n o  
re sp o n d e . /
H ay a lg u n as  d esv en ta jas  de  la construcción  d e  la p reg u n ta . N o  se p u ed e  
d is tin g u ir las características de las actuaciones de  los a lu m n o s  q u e  d a n  u n a
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
respuesta  satisfactoria. C uando  aparece la respuesta  "tres tazas de arroz", la 
actuación  co rresp o n d ien te  tiene dos in te rp re tac iones, o está  rep itien d o  u n  
dato  del enunciado  o está op eran d o  con p arte  de los datos. C on la respuesta  
"dos tazas de  a rroz"  tam bién  q u ed an  d u d as  de  si está ra z o n a n d o  
ap ro p iad am en te  o está op eran d o  con p arte  d e  los datos, re sp o n d e  con la 
d iferencia 2 = 3-1. T odo ello sería fácil de salvar en el análisis si se le añad iera  
a la ta rea  u n a  p reg u n ta  del tipo  "explica cóm o h as ob ten ido  la respuesta".
____________________________ En  la tarea Caramelos____________________________
01 D ibuja nu ev e  m onedas con  "1" en  el m edio .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
02 D ibuja tres m onedas con "1" y  u n a  cara en  el m edio .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota : Su co m p o rtam ien to  tiene dos in te rp re tac iones, u n a , que rep ite  
u n  da to  del enunciado , otra, que  el e stu d ian te  resp o n d e  con el v a lo r  
un itario , es decir, que opera  con  p a rte  de  los datos. Sus co m p o rtam ien to s  en  
o tras ta reas ind ican  que es m ás p lausib le  la prim era.
03 N o  contesta .
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
04 D ibuja nu ev e  m onedas con "1" en  el m edio . H a escrito  "9" al final de 
la pág ina.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
05 D ibuja quince m onedas con u n a  cara y  "PES" en  el m edio . A l final de 
la p en ú ltim a  línea escribe "tendrá que Pagar 15".
C ategoría 1, Subcategoría 1.4., C lase 1.4.3. 
N o ta : Parece que  el a lu m n o  desarro lla  u n a  estrateg ia de  tip o  ad itiv o , 
m an tien e  la  d iferencia en tre  los da tos que  están  en  la re lación  escalar. 
T am bién  p o d ría  in te rp re ta rse  que  el e stu d ian te  resp o n d e  con la d iferencia  
en tre  el n ú m e ro  de  m o n ed as  de l seg u n d o  recuad ro  y  el n ú m e ro  de 
caram elos del p rim ero , es decir que  operaría  con p a rte  de  los datos, p e ro  el 
a lum no  m u estra  en  la p ru eb a  u n a  tendencia  a d esarro llar estrateg ias de tip o  
ad itiv o .
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07 D ibuja cinco m o n ed as con "1" en  el m ed io
C ategoría  4, Subcategoría  4.2.
N ota: N o  se en cu en tra  explicación a su  resp u esta .
08 N o  d ibu ja  y  escribe "6 pesetas" al final de  la pág ina
C ategoría  2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: A u n q u e  n o  d ibu ja , se estim a que re sp o n d e  al fina l de  la pág ina. 
Se in te rp re ta  que  operó  con  p a rte  de  los da tos al d iv id ir  18 en tre  3 p o r su  
co m p o rtam ien to  en  la p ru eb a  ya que  n o  se observa  u n a  ten d en c ia  rep e tir  
datos.
10 D ibuja seis m o n ed as  y  escribe "6 pesetas"  al final de  la p e n ú ltim a
lín ea .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N o ta : P odría  in te rp re ta rse  que operó  con p a rte  de  los da tos al d iv id ir  
18 e n tre  3, p e ro  p o r su  c o m p o rtam ien to  en  la p ru eb a  es m ás  p lausib le  que 
rep ite  u n  d a to  de l enunciado .
11 D ibuja nu ev e  m o n ed as , con "1" en  el m edio .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
13 D ibuja quince caram elos.
C ategoría  4, Subcategoría  4.1.
N ota: El n ú m e ro  de caram elos que  d ibu ja  re sp o n d e  a la d iferencia
en tre  el n ú m e ro  d e  m o n ed as  del segundo  recu ad ro  y  el n ú m e ro  de
caram elos del p rim ero  o a m a n te n e r  la d iferencia en tre  los da tos en la  
re lación  escalar. El hecho  de  d ib u ja r caram elos en  lu g a r de  pese tas  hace que  
su  re sp u es ta  se considere  que  n o  es pertinen te .
14 D ibuja n u ev e  m o n ed as  con u n a  raya vertical en  el m edio , a la
izq u ie rd a  u n a  cara y  a la  derecha  u n  1. H a escrito al final de l p rim er recu ad ro
"9 pese".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
15 N o  d ibu ja  y  escribe "12 pesetas" al final de l p rim er recuad ro .
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: Parece que  el e s tu d ian te  re sp o n d e  con la d iferencia  en tre  el 
n ú m e ro  de  m o n ed as  d e l seg u n d o  recuad ro  y el n ú m e ro  de  caram elos de l 
m ism o, es decir que opera  con p a rte  de  los datos.
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16 D ibuja n u ev e  m o n ed as  con "1" en el m edio .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 D ibuja n u ev e  m o n ed as .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
18 D ibuja quince m o n ed as  con "1" en el m ed io  y  escribe "15 pesetas" al 
final de l p rim er recu ad ro . Escribe "15" al final de  la pen ú ltim a  línea.
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: En su  co m p ortam ien to  global en  la p ru eb a  no  se observa que  el 
a lum no  desarro lle  estra teg ias  de tip o  ad itivo  y  si que opere con p a rte  de  los 
datos.
19 D ibuja qu ince m o n ed as  con "i" en el m edio  y  escribe "15 Pesetas" al 
final de l p rim er recuad ro .
Categoría 1, Subcategoría 1.4., C lase 1.4.3. 
N ota: En su  co m p o rtam ien to  global en  la p ru eb a  se observa que el 
a lum no  desarro lla  estra teg ias d e  tipo  ad itivo  y  que  no  opera  con p a rte  de los 
datos.
20 D ibuja n u ev e  m o n ed as  con "1" en el m ed io  y  escribe "9 pesetas"  al
final de l p rim er recuad ro .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
21 N o contesta .
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
22 D ibuja quince m o n ed as , una  con "Peseta" en  el m edio , o tra  con "Pes"
y  trece con "1".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: En su  com portam ien to  global en  la p ru eb a  n o  se observa que  e l 
a lum no  desarro lle  estra teg ias  de  tip o  ad itivo  y  si que opere  con p a rte  de  los 
datos.
23 D ibuja n u ev e  m o n ed as  con u n a  raya en el m edio . Escribe "9 p ese ta s"
al final del p rim er recu ad ro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
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Resumen y comentarios
Caramelos 3o B
1.1.1 8/20
1.4.3 2/20
2.2.1 2/20
2.3.3 4 /20
4.1 1/20
4.2 1/20
4.3 2/20
O cho a lu m n o s  tien en  u n a  actuación  satisfactoria  en  esta  tarea, p e ro  no  se 
p u ed e  d is tin g u ir las características de cada u n a  d e  ellas.
D os a lu m n o s  d esa rro llan  estrateg ias de tipo  ad itiv o , parece que  re sp o n d e n  
de  fo rm a q u e  m an tien en  constan te  la d iferencia en  la re lación  escalar.
D os a lu m n o s rep iten  a lg ú n  d a to  del en u n ciad o  en  su  respuesta ; u n o , el tres 
y  el o tro , el seis.
C uatro  a lum nos se considera  que  operan  con p a rte  d e  los datos; de  ellos, dos 
re sp o n d en  con  la d iferencia  18 -  3, uno  con la  d iferencia  18 -  6 y  el o tro  
re sp o n d e  con el re su ltad o  d e  la d iv isión  18 : 3.
U n a lu m n o  d a  u n a  re sp u es ta  que  se considera  n o  pe rtin en te .
U n a lum no  d a  u n a  re sp u es ta  que  no  perm ite  iden tifica r las características de 
su  actuación .
D os a lu m n o s n o  con testan .
Existen a lg u n as  d esv en ta jas  de  la construcción  de  la p reg u n ta . N o  se p u ed e  
d is tin g u ir las características de  las actuaciones d e  los a lu m n o s  que  d an  u n a  
resp u esta  satisfactoria , s in  em bargo  no  h ay  d u d a s  sobre si e stán  ra z o n a n d o  
ap ro p ro p iad am en te . C u an d o  aparece la resp u esta  " tres pese tas" la  ac tu ac ió n  
co rre sp o n d ien te  tiene dos in te rp re tac io n es , o está  rep itien d o  u n  da to  d e l 
en u n c iad o  o está  o p e ran d o  con  p a rte  de  los datos. C on  la respuesta  "q u ince  
pese tas"  la actuación  co rre sp o n d ien te  tiene d o s  in te rp re tac io n es , o está 
d esa rro llan d o  u n a  estra teg ia  d e  tipo  ad itivo  o está  o p e ran d o  con p a rte  de  los 
datos. Todo ello sería fácil de  sa lvar en  el análisis si se le añ ad ie ra  a la tarea  
u n a  p reg u n ta  d e l tipo  "explica cóm o has ob ten ido  la resp u esta".
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En relación con la tarea anterior Tazas, se observa que ha dism inuido el 
éxito, parece que se debe a que no está el valor unitario como dato en el 
enunciado, tal como han observado otros investigadores, que dism inuye la 
repetición de datos, que aum enta la operatividad y que, de form a 
significativa, se incrementan las actuaciones ubicadas en la categoría cuatro.
____________________________ En  la tarea Tendederos____________________________
01 "Podra hacer 2 tendederos ".
"de los metros de cuerda ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que el alum no tiene dificultades para explicitar 
verbalmente su estrategia, es posible que resuelva el problem a con la 
relación escalar
02 "4"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Responde con una parte del enunciado verbal.
03 "Podra hacer 22 tendederos".
Abajo ha escrito la siguiente operación en columnas: 12 + 6 + 4 = 22 .
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Hay un predominio de la operatividad, opera con los datos.
04 "2 tendederos".
"contando de 3 en 3".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Halla el valor unitario y resuelve el problema contando con 
unidades múltiples.
05 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
07 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
08 "Juan podrá hacer 2 tendederos ".
"porque cada tendedero mide 3 metros ".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problem a haciendo uso del valor unitario.
10 No contesta. Ha borrado la respuesta" 4 tendederos" y su argumento.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
11 "Podra hacer 2 tendederos".
"Porque 12 es el doble de 6 y  entonces se puede obtener la mitad de l o 
que queríamos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que usa la relación doble-mitad en la comparación 
escalar.
13 "1"
"perque se puede hacer con 6 metros de cuerda 1 tendedero"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Responde con una parte del enunciado verbal. Es consistente su 
actuación con respuestas anteriores.
14 "puede acer 2 tendederos".
" si son tres metros cada tendedero y tiene 6 le da 2 tendederos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problem a haciendo uso del valor unitario.
15 "6 metros"
"pues por que la mitad de 12 son 6"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Responde con una parte del enunciado verbal y argum enta con 
un hecho matemático que tiene referencia con el dato que repite. Centra su 
atención en la comparación de cantidades de la misma especie.
16 "6 tendederos"
"porque es más corto que el 12 metros"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Responde con una parte del enunciado verbal tal como ha 
hecho en otras tareas de la prueba.
17 " con 6 metros -deo -cuatro tres".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3.
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Nota: Parece que el estudiante responde con el resultado de hacer la 
división "12 entre 4", es decir que opera con parte de los datos.
18 " 10 metros".
"Para comprar 4 se necesitan 10 metros".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que el estudiante responde con el resultado de hacer una 
suma 6+4 = 10, es decir que opera con parte de los datos. Podría interpretarse 
que el alum no quisiera m antener una diferencia constante con los datos, si 
6-4 = 2 entonces 12-2 = 10, pero es poco probable.
19 " 2 tendederos".
"Porque el tendedero se usa 3 metros"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que usa el valor unitario para resolver el problema.
20 "puede hacer 2 tendederos".
"porque a comprado la mitad de lo que necesitarla para hacer 4 
tendederos"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que resuelve el problema con la relación doble-mitad en 
la comparación escalar.
21 " 22 metros".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Hay un predom inio de la operatividad, parece que da como 
respuesta el sesultado de una suma con los datos: 12 + 6 + 4 = 22.
22 " 22 tendederos..
"porqué Juan con 12 metros tiene que hacer 22 tendederos."
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 21.
23 " ninguno"
"porque compro seis mentros y  para hace 4 tendeders se necesitaban 
12 metros"
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
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Nota: Su respuesta no es pertinente, parece que su argum ento es 
"necesito 12 m etros como mínimo, compro 6 metros, luego no puedo 
hacerlo".
Resumen y comentarios
Tendederos 3o B
1.1.1 7/20
2.2.1 4/20
2.3.3 5/20
4.1 1/20
4.3 3/20
Siete alum nos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea. De ellos, tres 
la resuelven usando la relación escalar, tres haciendo uso del valor un itario  
y uno contando unidades múltiples, a partir del valor unitario. En este 
curso, tercero de prim aria, todavía no se ha enseñado el m étodo del valor 
unitario y sin embargo hay cuatro niños que lo usan.
Cuatro alumnos repiten algún dato del enunciado en su respuesta; de ellos, 
uno: el cuatro, dos: el seis y el otro: el uno.
Cinco alumnos se considera que operan con parte de los datos; de ellos, tres 
responden con el resultado de sum ar todos los datos, uno con la suma de 
dos datos y el otro con el resultado de la división 12 : 4.
Un alumno da una respuesta que se considera no pertinente.
Tres alum nos no contestan.
En relación con la tareas anteriores Tazas y Caramelos se observa que ha 
dism inuido el éxito, que ningún alum no desarrolla una estrategia de tipo 
aditivo, parece que la estructura de la tarea no lo favorece y que aum enta la 
operatividad. Esto puede achacarse a la ausencia del valor unitario y de datos 
visuales en el enunciado. En este último sentido, Dupuis y Pluvinage (1981) 
afirman que la disposición de los datos en forma de matriz 2x2 favorece la 
solución del problema.
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___________________________ En  la tarea Tabla de cambio ___________________
01 " 4, 8, 12 ptas, 16 pts, 20,24,28, 32,36,40,44, 48,52,56 ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alumno se centra en el dato implícito que aparece 
en el enunciado y continúa contando de cuantro en cuatro, sum ando (+4), 
sin tener en cuenta las variaciones de los datos de la primera colum na. 
Comportamiento identificado por Ricco(1978).
02 " 5,10, 12 ptas, 16 pts, 18, 71, 72, 75,15,4 ,2, 3, 6,8  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Responde con los núm eros que están en la primera colum na, 
pero en distinto orden. Hay que señalar que para los primeros dos valores ha 
asignado de forma arbitraria una cantidad al valor unitario, es u n  
comportamiento identificado en problemas u oraciones num éricas en los 
cuales la cantidad desconocida aparece en primer lugar.
03 " 2 ,4, 12 ptas, 16 pts, 18, 20, - ,  - ,  - ,  - ,  - ,  - ,  - ,  -  ".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que identifica un  cambio aditivo "+2" a partir del 
segundo resultado dado, obtiene dos resultados y utiliza el patrón de cambio 
para hallar los dos primeros. No tiene explicación, a no ser que el a lum no  
crea que es una secuencia de números pares.
04 " 4 pst, 8 ps, 12 pts, 16 pts, 20 ps, 24 ps, 32 ps, 40 ps, 60 ps, 64, 72, 284, 
288,300 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
05 * 4 pts, 8 pts, 12 pts, 16 pts, 20 pts, —, —, —, ~, —, - ,  —, —
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Parece que el alum no identifica el patrón de cambio aditivo 
"+4", pero no lo generaliza y se para.
07 " lOpts -lO p^st 8 pst, 11-pts 11pst, 12 pts, 16 pts, 17-p?ts 20 pst 20 pst,
48pts 32pst 24pst, -9pts- 28 pst, 20 pts 32 pst, 21 pts 36 pts, 22-pts 40 pts, 23 
p4s 44 pts, 48 pts, 52pts, 56pts "
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1.
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Nota: En un  principio, el alum no atiende a la posición ordenada y 
continúa el conteo, tanto ascendente como descendente, después parece que 
alum no identifica un patrón de cambio aditivo "+4" y  se comporta como el 
alum no 01. El único resultado que no da sería el correspondiente al p rim er 
dato
08 " 7 , 9 ,  12 pts, 16 pts, - ,  ~, - ,  ~, - ,  - ,  - ,  ~,
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Parece que intenta completar los núm eros de una serie del uno  
al diez que faltan en la prim era columna de datos. Aunque podría 
interpretarse que hay un  predom inio del conteo, su actuación en relación 
con la naturaleza del problema se considera no pertinente.
10 " 4, 8, 12 ptas, 16 pts, 20,24,28,32,36,40,44,48,52,56  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
11 "4  pts, 8 pts, 12 pts, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 28- 32 pts, $2 40 pts, 35 60 
pts, 64 pts, 72 pts, — pts, — pts, —pts ". El 32 lo ha escrito sobre el 28, el 40 
sobre el 32 y el 60 sobre el 36.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: En un principio resuelve la tarea aditivam ente con el patrón 
//+4//, después ha identificado la relación multiplicativa, pero tiene 
dificultades en el cálculo m ental o escrito para hallar los valores 
correspondientes a 71, 72 y 75 francos.
13 " 1 pts, 3 pts, 12 pts, 16 pts, 21 PTS, 27 PTS, 35 PTS, 45 PTS, 60 PTS, 76
PTS, 94 PTS, 165PTS, 237, 312 ". A la derecha de la página ha escrito los 
núm eros 1, 2, 3 en colum na y al final de la página las siguientes sumas en 
columnas: 16+5 = 21; 21+6 = 27; 27+8 = 35; 35+10 = 45; 45+15 = 60; 60+16 = 76; 
76+18 = 94; 94+71 = 165; 165+72 = 237 y 237+75 = 312. En algún caso no ha 
escrito el signo de la operación y cuando "lleva" lo indica con "1" arriba de la 
operación en la posición correspondiente,
Categoría 2, Subcategoría 2.3, Clase 2.3.3. 
Nota: Aunque lo hace de forma sistemática, hay un predom inio de la 
operatividad: halla un  resultado sum ando el dato al resultado anterior, que 
tam bién es un dato. No reconoce un patrón de cambio, ni una relación 
multiplicativa, parece que opera con los datos.
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14 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts,
44 pts, 48 pts, 52pts, 56 pts ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
15 * 4, 8, 12 ptas, 16 pts, 20,24,28,32,36,40,44,48,52, 56 ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
16 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts,
44 pts, 48 pts, 52pts, 56 pts ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
17 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
18 " 4 PTS, 8 PTS, 12 ptas, 16 pts, 20 PTS, 24 PTS, 28 PTS, 32 PTS, 36 PTS,
40 PTS, 44 PTS, 48 PTS, 52 PTS, 56 PTS
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
19 " 5 , 45, 12 pts, 16 pts, 25,55, 40,55, 75, 85, 95,
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: En un  principio ha identificado una relación m ultiplicativa, 
multiplica por 5, pero como tacha todos los resultados se considera que no  
responde.
20 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts,
44 pts, 48 pts, 52pts, 56 pts ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
21 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
22 " Opts, - ,  12 pts, 16 pts, ~, - ,  - ,  - ,  - ,  - ,  ” , - ,  -  "
Categoría 4, Subcategoría 4.3
76
A n e x o  2 .1 . T er c e r  c u r s o
23 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 PTS, 24 PTS, 28 PTS, 32 PTS, 36 PTS, 40
PTS, 44 PTS, 48PTS, 52 PTS, 56 PTS ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
Resumen y comentarios
Tabla cambio 3o B
1.1.1 1/20
1.1.2 1/20
2.1.1 9/20
2.2.1 1/20
2.2.3 1/20
4.1 1/20
4.2 1/20
4.3 5/20
Dos alum nos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, pero uno de 
ellos tiene problem as con el cálculo mental o escrito.
Nueve alumnos se centran en un dato implícito del enunciado y con tinúan  
contando de cuatro en cuatro. En el trabajo de Ricco (1978), se comenta que 
esta tarea tiene un  distractor, los dos resultados consecutivos en el 
enunciado, que favorece este comportamiento de los alumnos.
Un alum no repite los datos de la primera columna del enunciado en su 
respuesta, aunque en distinto orden.
Un alumno se considera que opera con parte de los datos, sum ando datos y 
resultados.
Un alumno da una respuesta que se considera no pertinente.
Un alumno da una respuesta no identificada.
Cinco alumnos no contestan.
En relación con las tres tareas anteriores se observa que ha d ism inuido
sensiblemente el éxito y que la estructura de la pregunta favorece, en este
curso, un predom inio del conteo.
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ANEXO 2.2 
Cuarto curso
En este Anexo se incluye el análisis y la categorización de las actuaciones de 
los estudiantes del cuarto curso (4o. B) del Colegio Público de Prácticas de la 
C iudad de Valencia, que resolvieron las tareas de la versión del cuestionario 
para segundo ciclo.
DATOS GENERALES
En este curso, de 23 estudiantes, 22 respondieron las preguntas del 
cuestionario diseñado para el segundo ciclo de la escuela primaria. Los 
documentos que se analizan son los que corresponden a los núm eros 
siguientes: 01,02,03,04,05,06,07,08,09,10,12,13,14,15,16,17,18,19,20 y 21, 
pues se excluyeron los de los alumnos de educación especial integrados en el 
aula.
La aplicación de la prueba se llevó a cabo en su aula de clase, el 14 de mayo 
de 1998 y se inició a las 9h lOm. El tiempo prom edio que em plean los n iños 
seleccionados para responder a las preguntas es de una hora nueve m inutos; 
el prim ero en term inar entregó a las 9h 43m y el últim o a las lOh 55m. La 
edad promedio de estos alumnos de 9 años y 11 meses.
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Lista de los estudiantes seleccionados
N° Nombre Fecha de nacimiento Edad H. Final
01 Cristina Satorre Francisco 29 julio del 88 9 años 10 meses 9h 43m
02 Adrián M. Reyes Orinad 22 marzo del 88 10años 02 meses 9h 59m
03 Alejandro Cordero Muñoz 3 octubre del 88 9 años 07 meses lOh Olm
04 Adam Gómez Duarte 4 septiembre del 88 9 años 08 meses lOh 02m
05 Israel Maldonado Sánchez 10 agosto del 88 9 años 09 meses lOh 02m
06 Johanna Gutiérrez Castillo 1 abril del 88 10 años 01 meses lOh 06m
07 Hugo Juan Barberá 20 mayo del 88 10 años 00 meses lOh 08m
08 Enrique Gil Boluda 6 enero del 88 10 años 04 meses lOh 13m
09 Alberto Reig Canet 24 abril del 88 10 años 01 meses lOh 14m
10 Jessica Gómez Maestre 14 enero del 88 10 años 04 meses lOh 14m
12 Rodolfo Soler Miralles 5 diciembre del 88 9 años 05 meses lOh 16m
13 Miguel Garda Chicote 25 octubre del 88 9 años 07 meses lOh 19m
14 Esther Talaya Peñalver 16 marzo del 88 10 años 02 meses lOh 24m
15 Aina Reig Gascón 7 marzo del 88 10 años 02 meses lOh 25m
16 Iris Gómez de Segura 27 octubre del 88 9 años 07 meses lOh 27m
17 Femando Carregal Bueno 27 didembre del 88 9 años 05 meses lOh 27m
18 Eduard Gadea Salom 12 abril del 88 10 años 01 meses lOh 34m
19 Zeus Albert Jiménez 16 agosto del 88 9 años 09 meses lOh 54m
20 Luis Benavent Vaya 25 agosto del 88 9 años 09 meses lOh 54m
21 Ma José Jiménez Alagarda 14 noviembre del 88 9 años 06 meses lOh 55m
El núm ero de la prim era columna corresponde al que se le asignó al 
estudiante al entregar el cuestionario resuelto, y es el que aparecerá, como 
identificación del alumno, en todos los párrafos que siguen.
Las respuestas de los alumnos son textuales y están con letra cursiva.
En la codificación de una actuación los dígitos corresponden a: el prim ero a 
la categoría, el segundo a la subcategoría y el tercero a la clase.
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___________________________ En  la tarea Fotografía_________ __________________
01 Elige el dibujo con la imagen del libro de tam año más pequeño.
"En que es mas pequeño cada vezz que aces una Foto".
Categoría 1, Subcategoría 1.2, Clase 1.2.3. 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "más pequeña la imagen". Se centra en una parte de la inform ación "los 
libros" y opta por el dibujo donde este es más pequeño.
02 Elige el dibujo con la imagen del libro de tamaño más pequeño.
"En que uno tiene los libros pequeños y el otro no. Y  en que uno tiene 
el lápiz pequeño y el otro no".
Categoría 1, Subcategoría 1.2, Clase 1.2.3. 
Nota: Ver comentario anterior.
03 Elige el dibujo con la imagen del libro de tamaño más pequeño.
"Que en los dos dibujos tienen dos libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.2, Clase 1.2.3. 
Nota: Al igual que los anteriores, parece que su idea de lo que debe ser 
una foto es que debe ser más pequeña y hace referencia al elemento "m enor"
en los dibujos.
04 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en que es igual".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no no perm ite identificar los 
elementos que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la expresión 
indica que ha enfocado su atención sobre la figura que no tiene elem entos 
deformados "es igual", al parecer de manera global.
05 Elige el dibujo con la imagen que tiene la cabeza desproporcionada.
"En la cabeza del niño y  en los libros".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.3 
Nota: A unque centra su atención en los elementos que se h an  
deformado en la serie de dibujos, parece que los compara aisladamente, pues 
no le ha perm itido elegir el dibujo adecuado.
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06 Elige el dibujo con la imagen del libro del mismo tamaño que el 
original.
"Que el niño es más pequeño que los libros y  en la de arriba no".
Categoría 4, Subcategoría 4.2,
Nota: Aunque pudiera interpretarse como que el alum no repite u n  
dato del enunciado, se considera que su argum ento no tiene sentido en 
relación con el dibujo elegido.
07 Elige el dibujo adecuado.
"En el tamaño de la cabeza y  el tamaño de dos libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tam años de los elementos que 
están deformados, y elige, por exclusión, el dibujo adecuado.
08 Elige el dibujo adecuado.
"En la cabeza, en los libros, en las manos y en los dibujos diferentes".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota:Ver comentario del alumno anterior.
09 Elige el dibujo con la imagen del libro del mismo tam año que el 
original.
"En que los demas libros son pequeños que el personage y  este libro 
era igual".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: De su respuesta se deduce que su idea de lo que debe ser una  
foto se identifica con ser "lo más igual posible", no solo en la forma sino 
también en el tamaño. Por tanto opta por el dibujo donde se repiten más 
datos.
10 Elige el dibujo con la imagen del libro de tamaño más pequeño.
"En el dedo de la cabeza, en la hoja y  el lápiz y  en el moflete".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.5. 
Nota: No parece que su idea de lo que debe ser una foto es que debe ser 
más pequeña y hace referencia a pequeños detalles de la información gráfica.
12 Elige el dibujo adecuado.
"Que és igual que en la fotografía de arriba solo que esta 
m iniatur izada".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Ver comentario del alumno 04.
13 Elige el dibujo adecuado.
"Que era igual yero en pequeño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
14 Elige el dibujo con la imagen del libro de tam año más pequeño.
"En el tamaño de los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.2, Clase 1.2.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
15 Elige el dibujo adecuado .
"En que el libro abierto está igual en la fotografía y en el dibujo, tiene  
el mismo tamaño pero en miniatura".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no nos perm ite identificar el 
elemento que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, parece que su 
idea de lo que es una foto es, como en casos anteriores, igual pero m ás 
pequeña.
16 Elige el dibujo con la imagen del libro de tam año más pequeño.
"Me he fijado primero en el dibujo de arriba, y  como era el libro 
mediano, he cojido el que le seguia".
Categoría 1, Subcategoría 1.2, Clase 1.2.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
17 Elige el dibujo adecuado.
"En que tenia que estar todo igual por ejemplo el libro mas grande que 
la cabeza del niño no esta en el dibujo de arriba."
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
18 Elige el dibujo adecuado.
"En los libros y en el tamaño de la cabeza ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 07.
19 Elige el dibujo adecuado.
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"En el tamaño de la cabeza del niño y  en el libro
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 07.
20 Elige el dibujo adecuado.
"En que el dibujo de arriba la cabeza y  el libro esta igualados de 
tamaño. Y  en un fotografía estaba igualdado la cabeza y  el libro"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
21 Elige el dibujo con la imagen del libro del mismo tam año que el 
original.
"El que me a gusta i el que me parecía mejor echo".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Ver comentario del alumno 09.
R esu m en  y c o m e n t a r io s
Fotografía 4o B
1.1.1 10/20
1.2.3 5/20
2.2.1 2/20
2.2.3 1/20
2.2.5 1/20
4.2 1/20
Tres estrategias se han identificado entre las actuaciones de los alum nos que 
se considera que han resuelto satisfactoriamente la tarea. Los que realizan 
una comparación global, es decir que no hay nada anómalo que viole su 
percepción global del dibujo, los que buscan la conservación de las razones 
internas en comparaciones específicas y los eligen por exclusión.
10/20 pueden dar una explicación adecuada, en la cual evidencian que 
toman en cuenta las variaciones en tamaño o en distancias relativas.
5/20 identifican un  cambio "más pequeño", pero no lo generalizan.
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2/20 se centran en una parte del enunciado, y eligen el dibujo que repite el 
tamaño del libro.
1/20 compara elementos de la misma especie.
1/20 se centra en detalles de la información gráfica.
1/10 da una explicación que no tiene sentido en relación con su elección.
_______________________ En la tarea M uñecos (1/2)_______________________
01 Dibuja un  muñeco de 5 unidades de altura.
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: El alum no incrementa la altura en una unidad, su respuesta se 
considera que no es pertinente.
02 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
03 Dibuja un  muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
05 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
06 Dibuja un  muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
07 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría ’l . l ,  Clase 1.1.1
08 Dibuja un  muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Dibuja un  muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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10 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
13 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura encima del que hay
dibujado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura encima del que hay
dibujado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
15 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura arriba del que hay
dibujado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
16 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura. Encima del dibujo dado
aparece, medio borrado, un muñeco de ocho botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que en un principio interpreta el texto como dibujar el 
doble, después rectifica y responde adecuadamente.
17 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja un muñeco de 2 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 Dibuja un muñeco cuya altura es seis botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: El alum no incrementa la altura en dos unidades, al parecer 
asocia a "la mitad" el núm ero natural dos, así se puede pensar en u n  
comportamiento regido por el predom inio de los naturales, en este caso u n  
"predom inio del denominador"(usando terminologia de Figueras, 1988).
20 Dibuja un muñeco cuya altura es dos botones, arriba del dado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Dibuja un muñeco cuya altura es dos botones y medio.
8
A n e x o  2 .2 . C u a r t o  c u r s o
Categoría 1, Subcategoría 1 .4 , Clase 1 .4 .4 . 
Nota: El alumno dism inuye la altura de forma arbitraria, es coherente 
con su respuesta al apartado b) de esta tarea.
R e su m e n  y  c o m e n ta r io s
Muñecos (1/2) 4o B
1.1.1 1 6 /2 0
1 .4 .1 1 /2 0
1 .4 .4 1 /2 0
4 .1 1 /2 0
4 .3 1 /2 0
Dieciséis alumnos tienen una actuación satisfactoria en la resolución de la 
tarea.
Un alumno responde con un  incremento de dos unidades que parece debido 
al predom inio de los naturales al trabajar con fracciones, en este caso en  
térm inos del denom inador.
Un alum no responde con una disminución arbitraria: dibuja un m uñeco de 
altura mayor que la mitad.
Un alum no tiene una actuación que se considera no pertinente: increm enta 
la altura en una unidad.
Un alum no no contesta.
Para los alum nos de cuarto curso la relación "m itad" es fácil pues el 80% 
contesta satisfactoriamente frente al 35% que lo hizo en tercer curso. 
Únicam ente tres alum nos no ven la mitad como una dism inución. Es de 
notar que ningún alum no repitió algún dato del enunciado, como sí que 
ocurrió en seis casos del curso tercero.
______________________________ En  l a  ta r ea  M u ñ e c o s  (x3)_________________________
01 Dibuja un muñeco cuya altura es de diez botones.
Categoría 1, Subcategoría 1 .4 , Clase 1 .4 .4
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Nota: El alumno interpreta que tiene que dibujar uno mayor, en este 
caso dibuja que tiene el doble de altura del que ha dibujado en el apartado a).
02 Dibuja un muñeco cuya altura es de ocho botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4 
Nota: El alumno interpreta que tiene que dibujar uno mayor, en este 
caso dibuja un muñeco que tiene el doble de altura del que hay dibujado en 
el apartado a).
03 Dibuja un muñeco de 6 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que tiene dificultades en la interpretación del enunciado 
del apartado b) de la tarea y responde dibujando un m uñeco que tiene el 
triple de altura del que ha dibujado.
04 Dibuja un muñeco de 6 botones de altura. Primero había dibujado 
uno de cinco botones de altura, después le alarga el cuello y dibuja una 
nueva cabeza para alcanzar los seis botones de altura por lo que su dibujo 
aparece con dos cabezas.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que tiene dificultades en la interpretación del enunciado 
del apartado b) de la tarea, su primer comportam iento responde a u n  
incremento aditivo de tres unidades respecto del que había dibujado, pero lo 
cambia y responde dibujando un muñeco que tiene el triple de altura del que 
había dibujado.
05 Ha dibujado un  muñeco de 4 botones de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El muñeco que dibuja tiene la misma altura que el dado.
06 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
07 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja un  muñeco de 12 botones de altura. El m uñeco tiene dos
cabezas, una pequeña del mismo tamaño que la del dibujo dado y otra
mayor, más proporcionada con el tamaño del dibujo que ha hecho, en 
ambos casos la altura del muñeco es la misma.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
13 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura. La cabeza está
desproporcionada en relación con el cuerpo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
15 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura. La cabeza está
desproporcionada en relación con el cuerpo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
16 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 Ha dibujado un muñeco de 7 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.2. 
Nota: Parece que el alum no interpreta el triple como un  aum ento  
aditivo de tres unidades.
20 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 No dibuja.
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Ha escrito al final de la página "no cave por que tiñe que haver 20 
votones".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Aunque el alum no no dibuja, se interpreta que quisiera haber 
dibujado uno de 20 unidades, es decir que es mucho más grande, pero no 
necesariamente el quintuplo, por lo que su actuación se considera que no es 
pertinente.
Resumen y comentarios
Muñecos (x3) 4o B
1.1.1 15/20
1.4.2 1/20
1.4.4 2/20
2.2.1 1/20
4.1 1/20
Quince alumnos han tenido una actuación satisfactoria en esta pregunta. Los 
tres alum nos que no la tienen, pero perciben el triple como un  aum ento, 
tienen com portam ientos distintos, uno lo asocia a un  incremento aditivo 
de tres unidades (1.4.2) y  los otros dos lo asocian con el doble (1.4.4), sin 
embargo uno lo hace respecto del muñeco dado y el otro respecto del que 
había dibujado.
Un alumno dibuja un muñeco que tiene la misma altura que el dado.
Un alum no no dibuja, pero responde verbalm ente y ésta se considera no 
pertinente.
La tarea asociada a la relación funcional triple es fácil para los alum nos de 
cuarto curso, 75% tienen éxito, y el 90% la perciben como que hay que 
realizar un  aumento. Supone un  avance notable respecto el curso anterior 
en que hubo un 35% de éxito y solamente el 65% percibía el aumento.
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____________________________ En  la tarea Rectángulo___________________________
01 Dibuja un  rectángulo a mano alzada de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
02 Dibuja un  rectángulo a mano alzada de 20x12.
Categoría 3, Subcategoría 3.1 
Nota: El alum no dibuja el rectángulo más grande que le cabe en la 
cuadrícula. Parece que no reconoce la relación m ultiplicativa y que 
interpreta el enunciado como dibujar otro rectángulo sin atender a la 
relación entre los lados. En tareas parecidas, H art (1981) denomina las 
soluciones de este tipo como "métodos ingenuos o sencillos".
03 Construye un  rectángulo a mano alzada de 15x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Su comportamiento puede tener dos interpretaciones, una, que 
el rectángulo que quiere dibujar conserva la diferencia entre los lados del 
rectángulo dado, pero tiene un  problema de doble conteo, y otra, que 
resuelve el problema de hallar el lado incógnita del rectángulo grande 
sumándole un  dato del rectángulo dado, 4 unidades, pero que cuenta líneas 
en lugar de intervalos. Por su comportam iento en otras tareas de la prueba 
parece más plausible la primera.
04 Construye un  rectángulo a mano alzada de 4x6, a la derecha de la 
cuadrícula, en posición invertida.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene los lados igual que el dado, su 
posición está invertida y no usa el lado dado como eje de una simetría axial, 
parece que interpreta "misma forma" como igual y repite una parte del 
enunciado gráfico tal como hace en otras tareas de la prueba.
05 Dibuja un rectángulo a mano alzada de 12x14.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Parece que resuelve la tarea con una estrategia de tipo aditivo, el 
rectángulo que dibuja conserva la diferencia entre los lados del rectángulo 
dado, 6-4 = 14-12 . Es como si el alumno, en el sentido de Freudenthal (1983), 
quisiera conservar las razones internas pero lo hace aritméticamente.
13
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
06 Dibuja tres rectángulos a mano alzada y una línea vertical que divide 
la cuadrícula en dos partes iguales. Uno de 4x6, simétrico del dado respecto 
del eje que ha dibujado, otro de 5x12, a tres cuadros a la izquierda del eje 
dibujado y haciendo uso del dato dado, y un tercero de las m ism as 
dimensiones que el segundo, a la misma altura y un cuadro a la derecha del 
eje.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.6. 
Nota: Parece que hay un centramiento sobre la simetría axial, traza u n  
eje de simetría, dibuja uno simétrico del dado, completa el que hay iniciado 
en el enunciado y después dibuja otro que pretende que sea simétrico del 
segundo respecto del eje que dibujó.
07 Dibuja un rectángulo con regla de 18x12. Ha remarcado la figura con 
rotulador negro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Traza a mano alzada un rectángulo cuyas dimensiones son 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Traza a mano alzada un rectángulo cuyas dimensiones son 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja un rectángulo con regla de 19x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2. 
Nota: Parece que el alum no resuelve satisfactoriamente la tarea pero 
tiene un problema de doble conteo.
12 Traza a mano alzada un rectángulo de 16x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.3, Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que resuelve el problema de hallar el lado incógnita del 
rectángulo grande sum ando un dato 4 unidades, longitud de un  lado del 
rectángulo dado, con otro dato 12 unidades, longitud del lado dado para 
completar el rectángulo.
13 Traza a m ano alzada un rectángulo de 18x12. Ha rem arcado la figura 
con lápiz rojo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Traza a mano alzada un rectángulo de 6x12.
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Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene una dimensión igual que el dado.
15 Traza a m ano alzada un  rectángulo de 12x4.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene una dimensión igual que el dado.
16 Construye dos rectángulos con regla, uno de 7x4 de color verde, y otro 
de 7x12 de color rojo.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que quiere repetir las dim ensiones del rectángulo dado, 
pero tiene un  problema de doble conteo y los dibuja con un  lado de 7 
unidades.
17 Construye un rectángulo a mano alzada de 15x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Su comportamiento puede tener dos interpretaciones, una, que 
el rectángulo que quiere dibujar conserva la diferencia entre los lados del 
rectángulo dado, pero tiene un  problema de doble conteo, y otra, que 
resuelve el problema de hallar el lado incógnita del rectángulo grande 
sumándole un dato del rectángulo dado, 4 unidades, pero que cuenta líneas 
en lugar de intervalos. Por su comportam iento en otras tareas de la prueba 
parece más plausible la primera.
18 Traza a mano alzada un  rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 Traza a mano alzada un  rectángulo de 4x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene una dimensión igual que el dado.
20 Traza a mano alzada un  rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Construye un  rectángulo a mano alzada de 12x14.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
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Resumen y comentarios
Rectángulo 4o B
1.1.1 7/20
1.1.2 1/20
1.4.3 4/20
2.2.1 5/20
2.2.6 1/20
2.3.3 1/20
3.1 1/20
En las actuaciones de los ocho alumnos que son satisfactorias, siete dan 
una respuesta acertada y el otro tiene dificultades de conteo. No se puede 
identificar en la prueba de papel y lápiz los tipos de comportam ientos que 
subyacen en su solución, podría ser que reconocieran la relación externa o 
funcional "triple" o que intentaran conservar la razón interna. Esta es una 
desventaja del diseño de la tarea que, tal vez pidiéndole al estudiante u n a  
explicación, se podría evitar y así tener evidencias para distinguir los dos 
tipos de actuaciones que conducen a un éxito en la solución.
Como la razón interna no es entera "4 a 6", parece que algunos de los 
alumnos que intentan resolver la tarea mediante la conservación de la 
misma, 4 de 20, tienen dificultades y adoptan una estrategia de tipo 
aditivo, una actuación distinta a la "estrategia aditiva" identificada por 
Hart y otros (ver el epígrafe 1.4.2.2 del capítulo primero).
Cinco repiten algún dato gráfico del enunciado. Uno de ellos repite el 
rectángulo dado, es este caso pudiera interpretarse que descodifica la frase 
del enunciado "misma forma" como igual, pero tiene una tendencia en la 
prueba a repetir algún dato. Dos repiten la dimensión del lado de cuatro 
unidades y dos la del lado de seis unidades, aunque uno de éstos 
manifiesta problemas de conteo.
Un alum no centra su atención en la simetría axial, dibuja el eje de 
simetría vertical del rectángulo que forma la cuadrícula y lo usa en su 
actuación. Es de destacar la disminución de este com portam iento respecto 
del curso anterior donde 4/20 lo desarrollaron.
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Un alum no halla el lado incógnita sum ando dos datos del enunciado, la 
longitud de un  lado, 4 unidades, con la longitud de otro, 12 unidades.
Un alum no interpreta la expresión del enunciado "misma forma" como 
dibujar otro rectángulo sin tener en cuenta la relación entre los lados.
________________________________En  la tarea Perro_______________________________
01 No responde
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Hay imas líneas en la cuadrícula que indican que ha iniciado el 
dibujo de las patas y  el cuerpo de un perro.
02 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+2) x (2+1), 
tronco, (5+0) x (2+4), patas, (1+0) x (2+2). Deja invariantes los unitarios, 
cuello, oreja y cola.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un patrón 
constante en los aum entos, aunque son bidim ensionales. El perro que ha 
pintado tiene el doble de altura, pero no identifica la relación de cambio y da 
la idea de un perro mas grande que el original.
03 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+2) x (2+1), 
cuello, (l+l)x(l+0), tronco, (5+3) x (2+1), patas, (1+1) x (2+1) Deja invariantes 
los unitarios, oreja y  cola.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un  patrón  
constante en los aum entos, aunque son bidimensionales. El perro que ha 
pintado no tiene el doble de altura, no identifica la relación de cambio y da la 
idea de un perro mas grande que el original
04 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+1) x (2+0), 
tronco, (5+1) x (2+0), patas, (1+0) x (2+1). Deja invariantes los un itarios 
cuello, oreja y cola.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Parece que quiere pintar un perro como el original, aunque ha 
hecho tres aum entos de una unidad, dos en sentido horizontal y uno en el
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vertical. El alum no tiene tendencia en la prueba a repetir algún dato del 
enunciado.
05 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+2) x (2+2), 
cuello, (l+l)x(l+0), tronco, (5+2) x (2+3), patas, (1+1) x (2+2). Ha ubicado bien 
el ojo pero no aum enta la boca. Deja invariantes los unitarios, oreja y cola, 
pero añade otra oreja a la izquierda, unitaria y separada en una unidad.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4 
Nota: No se observa un patrón constante en los aumentos, aunque 
son bidimensionales. Parece que tiene problemas con los unitarios por lo 
que no cierra bien el cuerpo y el perro que ha pintado es m ás grande, sin 
embargo no tiene el doble de altura.
06 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+1) x (2+1), 
cuello, (l+0)x(l+l), tronco, (5+2) x (2+0), patas, (1+0) x (2+2). Deja invariantes 
los unitarios, oreja y cola.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un patrón 
constante en los aumentos, aunque son bidimensionales. El perro que ha 
pintado no tiene el doble de altura, no identifica la relación de cambio y da la 
idea de un perro más grande que el original
07 Dibuja un perro ampliando adecuadamente todas las partes de su 
cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja un  perro am pliando adecuadamente la cabeza, el cuello y el 
cuerpo. Deja invariantes oreja y cola, y transforma las patas, (l+0)x(2+2). El 
ojo no está bien ubicado pero la boca sí.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que tiene problemas con lo unitario, por ello no alcanza 
el doble de altura y las patas las aumenta en una sola dimensión.
09 Dibuja un perro de las mismas dimensiones y su posición es simétrica 
respecto del dado respecto de un eje que no dibuja.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.6. 
Nota: Parece que el alum no interpreta el doble como otro igual, y en 
este sentido, como un espejo da otra figura igual, él plantea una sim etría
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especular. No parece que el alum no repita un  dato ni que tome el doble 
como dos unidades.
10 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+2) x (2+1), 
cuello, (l+0)x(l+3), tronco, (5+4) x (2+3), patas, (1+0) x (2+2). Transform a 
correctamente los unitarios, oreja y cola, en dos cuadrados 2x2.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un  patrón 
constante en los aumentos, aunque son bidimensionales. El perro que ha 
pintado tiene más del doble de altura, no identifica la relación de cambio y 
da la idea de un perro mas grande que el original.
12 Dibuja un perro ampliando adecuadamente cuerpo, patas, oreja y cola. 
Transforma la cabeza, (3+4)x(2+l) y el cuello, (l+2)x(l+2).
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota:. Parece que tiene problemas para cerrar el dibujo por lo que 
altera las dimensiones de la cabeza y el cuello. El ojo y la boca intenta 
ubicarlos correctamente.
13 Dibuja un perro am pliando adecuadamente todas las partes de su 
cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja un perro am pliando adecuadamente todas las partes de su
cuerpo. Transforma los unitarios, oreja y cola, en dos cuadrados unitarios 
unidos por un vértice en sentido oblicuo. La boca y . ojo los aum enta 
correctamente y están bien ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Aunque tiene dificultades en los unitarios oreja y cola, logra
que la altura del perro corresponda al doble de la del original.
15 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+1) x (2+1),
cuello, (l+0)x(l+0), tronco, (5+1) x (2+1), patas, (1+0) x (2+1). Transforma los 
unitarios de forma distinta, la oreja en un cuadrado (l+ l)x (l+ l), hay 
borrado un  rectángulo vertical 1x2, y la cola en un  rectángulo horizontal 
(l+l)x(l+0). El ojo y la boca intenta ubicarlos correctamente en su dibujo.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.2.
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Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, los aumentos son 
bidimensionales y se observa una tendencia en ellos, son aditivos en una 
unidad.
16 Dibuja un perro ampliando adecuadamente cabeza, patas, y cuello. 
Transforma el cuerpo, (5+5)x(2+6) y el cuello, (l+2)x(l+2). Transforma los 
unitarios/oreja y cola, en dos cuadrados unitarios unidos por un vértice en 
sentido oblicuo. El ojo y la boca intenta ubicarlos correctamente. Ha trazado 
tres líneas para determinar la altura de la cabeza y el cuerpo por arriba y por 
debajo.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4 
Nota: Tiene problemas con los cuadrados unitarios. Dibuja un  perro 
más grande que ha perdido la proporcionalidad, parece que al tom ar 
referencia para determinar la altura del cuerpo ha tenido un error, puede ser 
que tomara la altura de las patas y el cuerpo.
17 Dibuja un perro am pliando adecuadamente todas las partes de su 
cuerpo. El ojo y la boca están bien ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja un perro ampliando adecuadamente patas, oreja y cola. 
Transforma la cabeza, (3+5)x(2+2), el cuerpo, (5+7)x(2+2) y no tiene cuello. El 
ojo y la boca intenta ubicarlos correctamente.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota:. Parece que tiene problemas para cerrar el dibujo por lo que 
altera las dimensiones de la cabeza y del cuerpo.
19 Dibuja un perro, en posición simétrica respecto del dado, con las 
siguientes características: cuello, (l+0)x(l+2), tronco, (5+2) x (2+1), patas, 
(1+0) x (2+2). Deja invariantes la cabeza, la oreja y la cola.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un  patrón 
constante en los aumentos, aunque son bidim ensionales, y da la idea de u n  
perro más grande que el original. Su posición en relación con una sim etria 
especular no tiene explicación pues modifica algunas dimensiones.
20 Dibuja un perro am pliando adecuadamente patas, cuerpo y cabeza. 
Transforma el cuello, (l+3)x(l+l), la oreja, en dos unitarios unidos por u n
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vértice en sentido oblicuo, y  no tiene cola. El ojo y la boca intenta ubicarlos 
correctamente.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota:. Parece que tiene problemas para cerrar el dibujo por lo que 
altera las dimensiones del cuello. A pesar de su problema con los unitarios 
ha conseguido que su dibujo tenga el doble de altura que el dado.
21 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+6) x (2+4), 
cuello, (l+2)x(l+2), tronco, (5+7) x (2+4), patas, (1+2) x (2+4), la oreja, 
(l+2)x(l+2), y la cola, (l+3)x(l+2). Ubica el ojo y la boca incorrectamente en 
su dibujo. Ha escrito, arriba, al finalizar el texto "El doble de alto".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.2. 
Nota: Su dibujo no ha perdido la proporción, los aumentos son 
bidimensionales y da la sensación de que el perro es el triple. Se observa una  
tendencia en sus aum entos a añadir el doble. Parece que interpreta el doble 
como aumentarle dos "unidades" a una "unidad", tal como se desprende de 
su comentario "el doble de alto".
R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Perro 4o B
1.1.1 3/20
1.1.2 5/20
1.4.2 2/20
1.4.4 7/20
2.2.1 1/20
2.2.6 1/20
4.3 1/20
De los ocho alum nos cuyas actuaciones se considera satisfactorias en  
relación con la tarea -tienen en cuenta la bidim ensionalidad del aum ento  
y la relación de cam bio- tres no tienen ninguna dificultad para am pliar 
correctamente todo el dibujo y cinco no aplican el cambio en toda la 
figura, al parecer por dificultades con lo unitario (patas, oreja, cuello y 
cola) o por dificultades de carácter técnico al cerrar el dibujo.
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Dos alum nos interpretan el doble como un aum ento aditivo, uno con 
aumentos de una unidad de longitud y el otro como el aum ento de una 
unidad en dos unidades.
Seis estudiantes enfrentan dificultades múltiples, básicamente con la 
relación de cambio, no la identifican, aunque dan la idea de un  perro más 
grande que el original.
Un alumno repite la parte gráfica del enunciado.
Uno se centra en la simetría especular y dibuja un perro simétrico del dado. 
Un estudiante no contesta.
N inguno de los cinco alumnos que tuvieron una actuación débil en la 
comparación cualitativa de la tarea Fotografía (sus respuestas no se ubicaron 
en la categoría 1) la tiene satisfactoria en la tarea Perro. Dos, sí que la tienen  
en la tarea Rectángulo, aunque uno de ellos manifiesta problem as 
relacionados con el conteo.
Podría estudiarse la hipótesis de que un razonamiento cualitativo suficiente 
en la comparación de figuras es condición necesaria para tener u n  
razonam iento suficiente en la resolución de tareas de escalas num éricas, 
tanto lineales como bilineales. Es decir, que el éxtito en la com paración 
cualitativa de figuras es un precursor para la adquisición de la noción de 
proporción y por tanto de razón.
___________________________ En  la tarea Patios iguales___________________________
01 " En la de Pablo".
"Porque hay mas niños ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños, no hay evidencias de que tome en cuenta la igualdad de 
superficies pero su respuesta es consistente con la que da en la tarea 
siguiente.
02 "En el de la clase de Pablo".
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"Por que hay mas en la clase de Pablo".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de 
niños, no toma en cuenta la superficie tal como se pone en evidencia con la 
respuesta que da en la siguiente tarea.
03 " En el de la clase de pablo".
"Qué tiene más niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
04 "En clase de Pablo".
"Pues que en la clase de pablo son mas niños que en la de Luis ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
05 " En la clase de Pablo".
"Que tiene más niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
06 "En la de Pablo".
"Qué son más
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
07 " En el de la clase de Pablo".
"Que son mas niños y  el campo es igual ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, tiene en cuenta la 
igualdad de superficies y  argum enta con un  razonam iento de tipo directo 
com parando cualitativamente las cantidades de niños.
08 " En el campo de la clase de Pablo".
"Por que son mas".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
09 " en la de Pablo".
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"pues que en una hay mas niños y en otro no".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
10 " En la clase de Pablo".
"Por que son mas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
12 " En el de Pablo".
"Hay más jugadores en la clase de Pablo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
13 " En la de Pablo ".
"Porqué hay mas niños en de Pablo que en la de Luis".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
14 " Los de la clase de Pablo".
"Porque son más y  estaran más apretados".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
15 " En el de la clase de Pablo".
"Porque hay más niños en la clase de Pablo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
16 " En el de la clase de LUIS-, en la de Pablo".
"Al ser tantos niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
17 " En el de la clase dé Pablo".
"Que hay el mismo espacio y  que enuna clase hay mas niños jugando  
a la pelota que en la otra".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 07.
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18 " En el de Pablo".
"Los campos de juego son iguales entonces como la clase de Pablo 
tiene 2 mas es ese" .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 07, pero en este caso la 
comparación de las cantidades de niños es cuantitativa.
19 " En la la clase de Pablo".
"Que en la clase de Luis son pocos y  en la de Pablo son más".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
20 " En el de la clase de de Pablo".
"Por que son mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
21 " En el de la clase de Pablo".
"Que la classe de Pablo son mas i la de Luis son menos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
Resumen y comentarios
Patios iguales 4o B
1.1.1 15/20
2.2.3 5/20
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alum nos, en esta tarea y en  
la siguiente, es necesario comparar las respuestas que dan en ambas 
preguntas y buscar su coherencia. Esto nos perm ite distinguir si, en las 
comparaciones, centran su atención sólo en las cantidades de la m ism a 
especie.
Es de destacar que al cambiar la estructura de la tarea, respecto de la diseñada 
en las dos investigaciones anteriores -en  México en el periodo 1994-96 y e n  
Valencia en el curso 1996-97-, han dejado de aparecer, como respuesta de los 
niños, expresiones ambiguas relacionadas con la palabra "juntos". Parece que 
al cambiar una situación estática por otra dinámica y  no identificar en el
25
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  pr o p o r c io n a l
enunciado la posición de los niños con cruces en las cuadrículas, unidades 
de superficie, el llamado "efecto autobús" desaparece.
Quince alumnos responden adecuadamente argum entando con u n  
razonam iento de tipo directo. Doce de ellos centran su atención en la 
comparación de cualitativa de las cantidades de niños, dando por hecho la 
igualdad de las áreas, y los otros tres explicítan en su respuesta que toman en 
cuenta la igualdad de las superficies; de éstos, dos hacen la comparación de 
las cantidades de niños de forma cualitativa y el otro de forma cuantitativa.
Cinco centran su atención en la comparación de cantidades de la m ism a 
especie, las cantidades de niños. Al parecer este comportamiento podría estar 
vinculado a la complejidad de relacionar cuatro cantidades.
Todos los alumnos han hecho un razonam iento de tipo directo. Si no 
hubiésemos comparado las actuaciones en esta tarea de densidad con las 
actuaciones en la siguiente, tendríamos que haberlas clasificado todas en la 
clase 1.1.1., de ahí la necesidad de que en cuestionarios de lápiz y papel con 
los que se intente analizar tareas parecidas, por ejemplo mezclas, se diseñen 
tareas complementarias que perm itan resolver esta dificultad.
__________________________ En  la tarea Patios distintos__________________________
01 "Los de Ana".
"Porque el campo es ma estrecho"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies dando 
por supuesto la igualdad en el núm ero de niños que juegan, sorprende la 
utilización de la palabra "estrecho" para la comparación cualitativa de las 
superficies. Es coherente con su respuesta anterior.
02 "Igual".
"Por que hay Iguales de niños"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención, únicamente, en la comparación de las 
cantidades de niños, no toma en cuenta la superficie tal como se pone en 
evidencia con la respuesta que da en la pregunta anterior.
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03 "En las dos".
"Qué tiene más niños"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Como centra su atención, únicamente, en la comparación de las 
cantidades de niños responde con la igualdad de razones, sin embargo usa el 
mismo argum ento que en la cuestión anterior, prescindiendo de los datos 
que hay en esta tarea.
04 "Los dos".
"Que juegan la misma quantidad en los dos clases"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
05 "En las dos iguals".
"Que tiene más niños"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del estudiante 03.
06 "En la clase de Rosa".
"El campo "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque se equivoca en su prim era respuesta, su referencia a la 
superficie y  su respuesta en la tarea anterior hacen que se considere su 
actuación como correcta.
07 "En el de la clase de Ana".
"Que el campo de Rosa es mas grande y los niños hay los mismos en  
cada clase "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, tiene en cuenta la 
igualdad de las cantidades de niños y argum enta con un  razonam iento de 
tipo inverso com parando cualitativam ente las superficies de los campos de 
juego.
08 "Los dos".
"Por que hay 6 niños que juegan a la pelota de la clase de Ana y de la 
clase de Rosa igual "
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Ver comentario del estudiante 02, pero en este caso la 
comparación que hace es cuantitativa.
09 "en el de ana".
"que uno tiene mas longitud "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01, pero en este caso se centra en 
una de las dimensiones para la comparación de superficies.
10 "En la clase de Ana".
"Por que en la clase de Ana el campo es más pequeño "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies dando 
por supuesto la igualdad en el núm ero de niños que juegan. Es coherente 
con su respuesta anterior.
12 "En el de Ana".
"El campo de la clase de Ana es más pequeño "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
13 "En el de la clase de Ana".
"Por el espacio del patio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
14 " Los de la clase de Ana".
"Porque el campo de la clase de Ana es mas pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
15 * De Ana".
"El campo de Ana es más pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
16 "En la clase de Ana".
"El campo que es muy estrecho".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Ver comentario del estudiante 01.
17 "En él de la clase de Ana".
"Que aunque hay los mismos niños un campo es mas grade que el
otro".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 07.
18 "En la de Ana".
"Los campos son diferentes i los niños son iguales. Entonces el campo 
mas queños de Ana es mas pequeño que el otro".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 07.
19 "En la clase de Ana".
"Que la clase de Ana el campo es más pequeño que el de la clase de
Rosa "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
20 "En el de la clase de Ana".
"El campo es mas ancho y grande"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
21 "El de Ana".
"Por que el campo de Ana es mas pequeño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
Resumen y comentarios
Patíos distintos 4o B
1.1.1 15/20
2.2.3 5/20
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alum nos en esta tarea ha 
sido necesario buscar la coherencia entre las respuestas que dan en ésta y en
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la anterior. Esto nos perm ite distinguir si en la comparación de las razones 
centran su atención sólo en las cantidades de la misma especie.
Al igual que en la tarea anterior, también en ésta han  dejado de aparecer, 
como respuesta de los niños, expresiones ambiguas relacionadas con la 
palabra "juntos".
Quince alum nos responden adecuadamente, todos ellos hacen u n  
razonam iento de tipo inverso coherente con el directo que utilizaron en la 
tarea anterior.
De los quince alum nos que hacen un razonam iento inverso para resolver 
esta tarea, tres explicitan la igualdad de las cantidades de niños y doce son 
coherentes en sus dos respuestas. Parece, que en el sentido de Winch (1913, 
1914a y 1914b), se cumple que los alumnos que desarrollan correctamente u n  
razonam iento cualitativo de tipo inverso tam bién desarrollan 
correctamente el razonamiento cualitativo de tipo directo.
Cinco alum nos centran su atención en la comparación de cantidades de la 
misma especie, todos ellos en las cantidades de niños, por tanto responden 
con una igualdad de razones haciendo un razonam iento de tipo directo, sin 
embargo dos de ellos argum entan su respuesta con la misma frase que 
dieron en la tarea anterior.
 En  la tarea Razones iguales__________________________
01 " los de María".
"Por que es estrecho ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies y  no  
tiene en cuenta el núm ero de niños que juegan en cada patio, sorprende la 
utilización de la palabra "estrecho" para la comparación cualitativa.
02 " En la clase de Juan".
"Por que hay mas niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños y no toma en cuenta las superficies.
03 " En la clase de Juan".
"Qué tiene más niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
04 " En la de Juan".
"por que en la clase de Juan son mas que en la de Maria ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
05 " En la clase de María ".
"Que tiene más niños".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Parece que se decide, tanto en esta tarea como en la siguiente, 
por los campos más pequeños, sin embargo su argum entación, la misma en 
todas las tareas de densidad, es contradictoria con la respuesta por lo que se 
considera que su actuación no es pertinente.
06 " En la de Juan".
"El campo".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Puede ser que el alum no se decida, o por las cantidades 
mayores, hay más niños y el campo es más grande, o porque el campo no es 
suficientemente grande para tantos niños.
07 " Igual ".
"Que en el de Juan aunque el campo sea más grande hay mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
08 " De la clase de Juan".
"Por qué hay mas que en el campo de Maria ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
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09 " en el de Maria".
"pues que el campo de juan mas grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies y su 
argumentación es de tipo inverso.
10 " en la clase de Maria".
"Por que su campo es pequeño y el de juan muy grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 09.
12 " Igual ". Ha borrado "En el campo de la clase de Maria".
"Que a todos les sobra la mitad del campo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: En un principio parece que se decide por el campo más pequeño 
y luego responde relativizando la respuesta pues considera que en ambos 
casos está ocupada la misma parte del campo.
13 " En el de Juan ".
"El campo y  los niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque menciona todas las cantidades en juego, parece que 
una de ellas toma más fuerza en su argumentación, la cantidad de niños.
14 " Jugaran igual de apretados ".
"Nada, porque jugaran igual de apretados".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Parece que considera que no puede contestar la segunda
pregunta por la respuesta que había dado a la primera. Aunque no 
argum enta es posible que compense cualitativamente las cantidades en 
juego y no sepa expresarlo.
15 " La clase de Maria".
"Porque el campo de jjuan es mucho mas grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies.
16 " En la clase de María".
"Que son muchos niños y  que el campo es muy estrecho".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en la comparación de las 
superficies con el térm ino "muy estrecho", pues su expresión "m uchos 
niños" indica que no hace una comparación entre las cantidades de niños
17 " En el de la clase de Maria".
"Que aunque hay menos niños hay menos espacio que en el de
abajo".
Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.5. 
Nota: Compara cualitativam ente todas las cantidades en juego, pero 
parece que la diferencia entre las superficies no la compensa con la diferencia 
entre las cantidades de niños, por lo que con un  razonam iento de tipo 
inverso, centrado en esta diferencia entre las superficies, contesta a la 
pregunta.
18 " En los dos igual". Ha puesto seis marcas en la cuadrícula del campo 
de la clase de María, primera y cuarta columna, y ocho en la del campo de la 
clase de Juan, primera y cuarta columna.
"los dos ocupan la mitad del campo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 12.
19 " Los de la clase de María".
"Que el campo de la clase de Maria es mas pequeño que el de la clase 
de Juan".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
20 " En el campo de juego de la clase de maria".
"Por que el campo de maria es mas estrecho".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Céntra su atención en la comparación de las superficies, en  
concreto en una de las dimensiones, para ello utiliza el término "estrecho".
21 " En la clase de los dos".
"Por que el equipo de Juan Son mas i tienen el campo mas grande i el 
equipo de Maria son menos i tienen el campo mas pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5.
33
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
Resumen y comentarios
Razones iguales 4° B
1.1.1 2/20
1.4.5 3/20
2.2.3 13/20
4.1 2/20
Dos alumnos responden adecuadamente, para ello relativizan su respuesta y 
argum entan la igualdad de razones en la forma "en ambos casos está 
ocupada la mitad de la superficie de los campos de juego".
Tres alum nos desarrollan estrategias de compensación cualitativa del tipo 
"más de una cantidad puede compensarse con más de la otra cantidad", dos 
de ellos concluyen que las razones son iguales y el otro que son distintas, 
pues considera que la diferencia entre las cantidades de niños no llega a 
compensarse con la diferencia entre las superficies.
Trece alum nos se centran en parte de la información gráfica y  com paran 
cantidades de la m isma especie. Seis usan un razonam iento de tipo directo, 
cuatro de ellos se centran en la comparación cualitativa de las cantidades de 
niños y los otros dos parece que se centran en las cantidades mayores. Siete 
usan razonam ientos de tipo inverso; cuatro de ellos con comparaciones 
cualitativas, del tipo "campo más grande" o "campo más pequeño" y los 
otros tres se centran en la comparación cualitativa de una de las 
dimensiones y usan la expresión "más estrecho" .
Dos alum nos se considera que sus actuaciones no son pertinentes, pues, en 
un caso, su argumentación y su respuesta son contradictorias y, en el otro, el 
alumno cree que la segunda cuestión no es pertinente dada la respuesta que 
ha dado a la primera y no argumenta.
34
A n e x o  2 .2 . C u a r t o  c u r so
_________________________ En  la tarea Razones distintas_________________________
01 " clase marta".
"el campo es estrecho ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que no toma en cuenta las cantidades de niños y que
centra su atención en la comparación cualitativa de las superficies, para ello
se centra en una de las dimensiones y usa el término "estrecho".
02 "En la clase de Miguel".
"Porque hay mas niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños y no toma en cuenta las superficies
03 " En la clase de Miguel".
"Que tiene mas niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
04 " En la clase de migel".
"Pues que en la clase de Migel son mas que en la de Marta ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
05 "En la clase de Marta".
"Que tiene más niños ".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Parece que se decide, tanto en esta tarea como en la anterior, 
por los campos más pequeños, sin embargo su argum entación, la m isma en 
todas las tareas de densidad, es contradictoria con la respuesta por lo que se 
considera que su actuación no es pertinente.
06 " Miguel".
"Qué son más" ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alum no 02.
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07 " En la clase de Miguel".
"Que en el de Miguel aunque sea mas grande el campo hay el doble de 
niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su respuesta nos dice que utiliza todos los elementos en juego, 
compara cualitativamente las superficies y cuantitativam ente las cantidades 
de niños. Parece que estima que la superficie del campo de la clase de Miguel 
es más grande pero no llega a ser el doble.
08 " En el de la clase de Miguel. ".
"Por que hay el doble".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Se centra en la comparación cuantitativa de las cantidades de 
niños y no tiene en cuenta las superficies.
09 " en el de Miguel".
"pues que en uno hay mas niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
10 " En la clase de Miguel".
"Por que son mas".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
12 " En el de Miguel".
"Que son más i solo dejan medio campo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Compara cualitativamente las cantidades de niños "son más" y 
relativiza la ocupación de campo de juego " medio campo". Parece que su 
razonam iento es del tipo "relativam ente ocupan más campo luego jugarán 
más apretados".
13 " En el de Miguel".
"El campo y los niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: El alum no da el m ismo argumento que en la tarea anterior. 
Aunque menciona todas las cantidades en juego, parece que una de ellas
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toma más fuerza en su argumentación, la cantidad de niños, o que se centra 
en las cantidades mayores.
14 " Jugaran igual de apretados ".
"Nada, porque jugaran igual de apretados las dos clases".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Parece que considera que no puede contestar la segunda
pregunta con la respuesta que había dado a la primera. Aunque no  
argum enta, es posible que compense cualitativam ente las cantidades en 
juego y no sepa expresarlo. Su respuesta es análoga a la que da en la tarea 
anterior.
15 " Marta".
"Porque es mas pequeño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: No toma en cuenta las cantidades de niños y centra su atención 
en la comparación cuantitativa de las superficies.
16 " En la clase de Marta".
"Porque es mas pequeño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno anterior.
17 " En las dos igual".
"Que aunque hay menos niños hay un campo mas pequeño y en el 
otro hay mas niños pero el campo es mas grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
18 " En los dos igual". Ha puesto tres marcas en el campo de la clase de 
Marta y seis en el campo de la clase de Miguel.
"Por que en los dos campos se ponen los niños i sobran 6 espacios, e-n 
los dos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3. 
Nota: El alum no asocia a cada niño una unidad de superficie y 
desarrolla una estategia aditiva en la comparación de razones, la diferencia 
entre el núm ero de unidades de superficie y el núm ero de niños es la misma 
en los dos casos.
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19 "En la clase de Marta".
"Que el campo de la calse de Marta es más pequeño que el de la clase 
de Migel".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 15.
20 " En la clase de Miguel".
"Por que en la clase de Miguel juegan mas niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
21 "E l de Marta".
"Por que la de Marta son tres y su campo es mas pequeño y  la de 
Miguel son 6 y  tienen un campo Jigante".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones. Compara cuantitativam ente 
las cantidades de niños, tres y seis niños, pero, para él, esta diferencia no se 
compensa con la diferencia cualitativa entre las superficies "mas pequeño" y 
"]igante"y toma la decisión de que no juegan igual de apretados.
Resumen y comentarios
Razones
distintas 4o B
1.1.1 2/20
1.4.3 1/20
1.4.5 2/20
2.2.3 13/20
4.1 2/20
Dos alumnos responden adecuadamente; uno, relativiza la ocupación de los 
campos de juego y, el otro, relaciona adecuadamente todas las cantidades en 
juego, aunque unas las compara cualitativam ente y las otras 
cuantitativam ente.
Un alumno desarrolla una estrategia de tipo aditivo para comparar razones, 
asigna a cada niño una unidad de superficie y con una expresión del tipo 
"sobra lo mismo" argum enta que las razones son iguales. Basa la respuesta
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en la igualdad de las diferencias entre el antecedente y el consecuente de las 
dos razones que compara.
Dos alum nos desarrollan estrategias de compensación cualitativa del tipo 
"más de una cantidad puede compensarse con más de la otra cantidad", uno  
concluye que las razones son iguales y el otro que son distintas, pues 
considera que la diferencia entre las cantidades de niños no llega a 
compensar la diferencia entre las superficies.
Trece alum nos se centran en parte de la inform ación gráfica y com paran 
cantidades de la misma especie. Nueve usan un razonam iento de tipo 
directo, de ellos, siete se centran en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños, uno parece que se centra en las cantidades mayores y 
otro en la comparación cuantitativa de las cantidades de niños. Cuatro usan 
razonamientos de tipo inverso; tres con comparaciones cualitativas, del tipo 
"campo más grande" o "campo más pequeño", y  uno se centra en la 
comparación cualitativa de una de las dim ensiones y usa la expresión "más 
estrecho".
Dos alum nos se considera que sus actuaciones no son pertinentes, pues en 
un caso su argum entación y su respuesta son contradictorias y en el otro el 
alum no cree que la segunda cuestión de la tarea no es pertinente dada la 
respuesta que ha dado a la primera y no argumenta.
Parece que éstas dos últimas tareas tienen una dificultad similar para los 
alumnos de cuarto de primaria. Los cinco alum nos cuyas actuaciones se h an  
ubicado en la categoría 1 son los mismos en ambas tareas, aunque sus 
actuaciones no son exactamente iguales en las dos. Únicam ente un  a lum no 
tiene una actuación correcta en las dos. En la tarea Razones distintas u n  
alumno desarrolla la estrategia de tipo aditivo y en la tarea Razones iguales 
ninguno. El núm ero de los alum nos que han tenido una actuación débil es 
el mismo en ambas tareas: 13/20 se ha ubicado su actuación en la categoría 2a 
y 2/20 se ha ubicado su actuación en la categoría 4a.
En las cuatro tareas de comparación de razones de densidad de la serie Patios, 
cuatro alum nos tienen sus actuaciones centradas en la comparación de las 
cantidades de niños. Su razonam iento siempre es de tipo directo, aunque 
uno de ellos parece que, en las dos últim as, se centra también en las 
cantidades mayores.
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En  la tarea Repoblación de bosques
01 " en la parcela B".
" porque son mas arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades árboles, 
no toma en cuenta las superficies de las parcelas.
02 " B mas espeso".
" Porque hay mas arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
03 " El bosque B".
" Que tiene mas arboles ". Ha borrado "que el A "
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
04 "Una parcela del monte B".
"Pues que hay mas".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
05 "ElB".
"Que hai más arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
06 "El monte B ",
"Qué hay mas árboles árboles ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
07 " Igual".
"Sera igual porque aunque en el B hayan mas arabóles la parcela es 
mas grande
Categoría 1, Subcíitegoría 1.4, Clase 1.4.5.
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Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
08 " El bosque de el monte B".
"Por qué hay mas arboles que en el monte A  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
09 "B".
"el numero de arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
10 " En el monte B".
"Por que hay mas pinos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
12 "LaB".
"Que en la parcela B se van a plantar más arboles porque es más 
grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que su argum ento es un centram iento en las cantidades 
mayores con un razonamiento de tipo directo.
13 " Espeso el A  denso el B".
"Los arboles y  las parcelas".
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Parece que el alum no desconoce el significado de denso o 
espeso. Ha dado una respuesta inducida por la pregunta; él entiende que hay 
que elegir entre las expresiones "espeso" o "denso" y asocia una con la 
parcela A y otra con la B. Se considera que su respuesta y su argum entación 
no son pertinentes.
14 " Iguales los dos bosques". Ha preguntado el significado de "denso". 
"Nada, porque los dos bosques estaran iguales".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Parece que considera que no puede contestar Ja segunda
pregunta con la respuesta que ha dado a la primera. Aunque no argum enta,
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es posible que compense cualitativamente las cantidades en juego y no sepa 
expresarlo. Su respuesta es análoga a las que ha dado en las dos tareas 
anteriores.
15 " E s p e s o Ha preguntado el significado de "denso".
Ha borrado "Que en el"
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Ha dado una respuesta inducida por la pregunta; él entiende 
que hay que elegir entre las expresiones "espeso" o "denso".
16 No contesta. Ha preguntado el significado de "denso".
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
17 " El bosque B Ha preguntado el significado de "denso".
"Pues qué en una parcela hay mas guiones que se supone que son 
arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.5 
Nota: Parece que centra su atención en la información gráfica.
18 " En el B
"Por que hay mas arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
19 " El de la parcela A".
"porque en el bosque A  hay menos arboles que en el bosque B".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque su argumentación es contradictoria con el significado 
de denso, su respuesta indica un centramiento en las cantidades de árboles 
sin tener en cuenta las superficies.
20 " El boce A sera el denso el bosce B el mas espeso ." Ha dibujado cinco
árboles en la primera unidad de superficie de la parcela del monte A.
"Pues la parcela del monte B tiene mas sitio que el monte A".
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Ver comentario del alumno 13.
21 No contesta. Ha preguntado el significado de "denso".
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
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Resumen y comentarios
Repoblación de
Bosques 4o B
1.1.1 0/20
1.4.5 1/20
2.2.3 12/20
2.2.5 1/20
4.1 4/20
4.3 2/20
Ningún alumno responde adecuadamente.
Un alum no desarrolla una estrategia de compensación cualitativa del tipo 
"más de una cantidad puede compensarse con más de la otra cantidad", por 
tanto las razones son iguales.
Doce alumnos se centran en parte de la información gráfica y com paran 
cantidades de la misma especie; de ellos, diez usan un razonam iento de tipo 
directo a partir de una comparación cualitativa de las cantidades de árboles, 
uno compara las cantidades de árboles pero su argum entación no es 
consistente, tal vez por el significado de la expresión "espeso o denso" y el 
otro parece que se centra en las cantidades mayores.
Un alumno se centra en parte de la información gráfica -los guiones que hay 
dibujados en las parcela- y argumenta "con ellos" haciendo u n  
razonamiento de tipo directo.
Cuatro alumnos se considera que tienen una actuación no pertinente, de 
ellos, tres tienen dificultades de comprensión del enunciado y dan una  
respuesta inducida por la estructura de la pregunta, una disyunción entre 
dos palabras difíciles para ellos como son denso y espeso, y el otro plantea en  
su argum entación una contradicción entre la respuesta que da a la prim era 
cuestión y la pregunta que se le hace en la segunda.
Dos alumnos no contestan.
A los alumnos que preguntaron sobre el significado de "espeso o denso" se 
les respondió recordándoles el cuento de Robin Hood en el que los bandidos 
se escondían en la espesura del bosque.
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La tarea es más difícil que las anteriores del bloque Densidad, 19/20 tienen 
una actuación débil en su actuación al intentar resolverla. Al parecer la 
asociación de una unidad de medida alargada "hilera" con una cantidad de 
árboles, que se han de plantar en ella, causa mayores dificultades que una 
discretización "más familiar" de la superficie por medio de la retícula. Por 
otra parte, la representación de irnos bosques m ediante unas parcelas para 
imaginárselos después iguales, cuando hayan crecido los árboles, es una 
abstracción muy fuerte para los alumnos de segundo ciclo de primaria.
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado a )_____________________
01 " A".
"Porque hay mas niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Parece que se centra en las cantidades mayores y que su 
argumento sea del tipo "donde hay más niños más se come".
02 " A".
"Porque hay mas niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Ver comentario anterior.
03 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
04 "Pues en el A  porque ai mas estudiante".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
05 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 "En el grupo A  ".
Categoría 4,. Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque da una respuesta no correcta, su falta de 
argumentación no proporciona evidencias sobre las características de su 
actuación que perm itan clasificarla en una clase distinta a no responde.
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07 " D ".
"Porque cada uno comerá V5 de bocadillo ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que para responder a esta cuestión y a la siguiente ha  
comparado todas las razones, las interpreta como cociente y da la respuesta 
en forma de núm ero decimal.
08 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
09 " A  ".
"en el A  camas vocatas"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Parece que se centra en el núm ero de bocadillos y que su 
argumento sea del tipo "donde hay más bocadillos más se come". Parece que 
ve más de tres bocadillos en la viñeta A y su respuesta es coherente con la 
que da en el apartado siguiente.
10 * En el A  ".
"por que son tres dos y  tienen tres bocadillos"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al parecer compara unidades enteras como el resultado del 
reparto.
12 " D ".
"son menos personas y  más bocadillos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su argumentación es correcta, parece que razona haciendo u n  
reparto de unidades enteras y su respuesta pudiera ser "hay más bocadillos 
que personas".
13 " En el D ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 06.
14 " En el D ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 06.
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15 " D
"Porque hay dos estudiantes que tienen tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
16 " en el A y  en el D ".
"En el D hay un estudiante que se come dos bocadillos y  en el A 
tam bién".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.5. 
Nota: No identifica la razón, parece que se centra en la inform ación 
gráfica y contesta con la descripción de dos casos particulares.
17 " En el D ".
"Por que son dos niños y  hay tres bocatas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
18 " B ". Ha hecho una marca en cada bocadillo que lo divide en 1/4 y
3/4.
"Todos los de ese grupo comerán 3 cuartos de bocata".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que ve la razones como fracciones y que entiende el 
reparto como una fracción con el modelo "parte-todo", por lo que tiene 
dificultades para entender la fracción impropia que se deriva de la viñeta D y 
elige la B.
19 " En el D"
"Por que hay dos niños y  tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
20 " En el D ".
"Por que en el de tienen tres bocatas i son dos personas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
21 " D ".
"Por que tienen 3 bocatas i son dos personas".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado a) 4o B
1.1.1 8/20
1.1.2 1/20
2.2.3 4/20
2.2.5 1/20
4.3 6/20
Nueve alum nos tienen una actuación satisfactoria, pero uno de ellos tiene 
dificultades con las fracciones impropias, pues parece que interpreta el 
reparto como una fracción y ésta con el modelo "parte-todo". Hay uno de 
ellos que que interpreta la razón como cociente y da el resultado en form a 
de núm ero decimal, sin embargo, parece que las respuestas de los demás 
están sustentadas en un reparto unitario.
Cuatro alum nos comparan cantidades de la misma especie y hacen u n  
razonam iento de tipo directo. De ellos, tres argumentan: que donde m ás 
gente hay, más se come, y el otro: que donde más bocadillos hay, más se 
come.
Uno se centra en la información gráfica.
Seis alum nos se considera que no responden; tres por falta de 
argumentación a su respuesta y tres porque no contestan.
Al parecer las argum entaciones se centran en el núm ero de entidades 
enteras que le tocan a cada niño, excepto en un caso, no parece que tomen en  
cuenta las razones. Hay distractores en las viñetas que prom ueven que 
algunos alumnos vean más bocadillos de los que en realidad hay, sobre todo 
en la viñeta A.
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado b)
01 D" C".
"porque hay solo dos bacatas ".
4 7
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en la comparación cuantitativa 
del núm ero de bocadillos para justificar una argum entación de tipo directo 
"donde menos bocadillos hay menos se comerá".
02 " C".
"Porque hay menos niños"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Su respuesta y su argumentación son contradictorias, pero es 
plausible que el alumno quisiera expresar "Porque hay menos bocadillos", es 
decir, un razonam iento directo con un centramiento en las cantidades de 
bocadillos.
03 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
04 "En la D "
"por que ahi mnos"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Parece que su argumentación es del tipo "donde hay m enos 
niños menos se come". Es consistente con su respuesta anterior.
05 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
07 " A"
"Porque comerán 0'5 de bocadillos".
Nota: Parece que ha comparado todas las razones y que las interpreta 
como cociente. Da la respuesta en forma de núm ero decimal.
08 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
09 " C
"hay menos vocatas".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3.
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Nota: Parece que se centra en la cantidad de bocadillos y que 
argum enta con un razonam iento de tipo directo "donde menos bocadillos 
hay menos se come".
10 " En el A  ".
"porque son seis y tienen 3 bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su respuesta es descriptiva, relaciona todos los elementos en  
juego y es consistente con la que da en el apartado aj de la tarea.
12 " D ".
"hay tres personaas y  dos bocadillos y uno se tendrá que quedarse sin  
bocadillo".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.5. 
Nota: Parece que se centra en la información gráfica y a partir de ésta 
en el reparto unitario, no identifica la razón y contesta con la descripción de 
la viñeta C.
13 " En el A  ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Como en el apartado anterior da una respuesta correcta, pero su 
falta de argumentación no proporciona evidencias sobre las características de 
su actuación que permitan clasificarla en una clase distinta a no responde.
14 " En el A  ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Ver comentario anterior.
15 * A  ".
"Porque tienen tres bocadillos y  son seis niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
16 " En el B y  en el C ".
"Que en el grupo B hay que cada uno se come uno y en el C igual".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.5. 
Nota: No identifica las razones, como en el apartado anterior parece
que se centra en la información gráfica y contesta con la descripción de las
dos viñetas que cita.
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17 " En el A  ".
"Que son 6 niños y solo hay tres bocatas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
18 " A"
"comerán medio cada uno los del grupo A "  ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Como en el apartado anterior parece que ve las razones como 
fracciones y que entiende el reparto con el modelo "parte-todo". En este caso 
como la respuesta se corresponde con una fracción propia no tiene 
dificultades para elegir la correcta.
19 "E n el A".
"Por que hay muchos estudiantes y pocos bocadillos"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que considera la respuesta tan evidente que contesta con 
una descripción cualitativa.
20 " En el A  ".
"Porque en el A  hay menos bocatas que personas".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Su respuesta no tiene explicación pues argum enta con la 
descripción de un hecho que se reproduce en tres viñetas distintas.
21 " A  ".
"Por que tienen 3 bocatas i son 6".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado b) 4o B
1.1.1 7/20
2.2.3 4/20
2.2.5 2/20
4.2 1/20
4.3 6/20
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Siete alum nos tienen una actuación satisfactoria; de ellos, dos parece que 
comparan razones, uno da la respuesta en forma de fracción y el otro en 
forma de núm ero decimal, los otros cinco es difícil distinguir como hacen la 
comparación entre el resultado del reparto en A y en C, al parecer 'Ven" que 
les toca más de la mitad en el C y éso puede ser un argumento que les lleve a 
tener éxito en la comparación.
Hay que resaltar que al tener que fraccionar para comparar, el éxito, en este 
apartado de la tarea, es menor que en el anterior, donde tenían que comparar 
a partir de un reparto unitario.
Cuatro alum nos comparan cantidades de la misma especie y hacen u n  
razonamiento de tipo directo. Dos argumentan: que donde menos bocadillos 
hay, menos se come y los otros dos: que donde menos gente hay, menos se 
come.
Dos alumnos se centran en la información gráfica y en el reparto unitario.
Un alumno da una respuesta no identificada, pues no da pruebas para poder 
identificar su actuación.
Seis alum nos se considera que no responden; dos por falta de 
argumentación a su respuesta y cuatro no contestan.
_______________________  En  la tarea M ermeladas___________________________
01 " la Derecha".
"Porque miras tiene mas vitaminas
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Aunque su prim era respuesta es acertada, su argum entación 
hace que se considere que su actuación no es pertinente.
02 "La que tiene 55%".
"Porque mide mas".
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Aunque su prim era respuesta es acertada, su argum entación, 
interpreta el tanto por ciento como una medida, hace que se considere que 
su actuación no es pertinente.
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03 "La mermelada de fresa"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: C ontesta  con una p a rte  del enunciado  verbal.
04 "Mermelada de fresa"
"por que hay mas em la de fresa que en la de frutos naturales"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: V er com entario  an terio r.
05 "la tercera ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
N ota: A u n q u e  da  una  respuesta  no  correcta, su  falta de 
a rg u m en tac ió n  n o  p roporciona  evidencias sobre las características de  su 
actuación que p e rm itan  clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a no  responde..
06 "Mermelada de fresa 55%
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: V er com entario  del a lum no  03.
07 "La de la derecha".
"Poque tiene 55% de contenido de fruta".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que asocia la calidad al tan to  p o r cien de co n ten ido  de 
fru ta  y  tom a la decisión en  función de éstos, es posible que  los tom e com o si 
fueran  valores abso lu tos.
08 " La del último frasco".
"Por qué he visto 45% 45% y  55% entonces he visto que 55% es 
mayor".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  com para los va lo res  re la tivos que  ind ican  las 
etiquetas, au n q u e  n o  sabem os si lo hace com o núm eros absolu tos.
09 " la del medio".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: A u n q u e  no  argum en ta , parece que el a lu m n o  se cen tra  en  la 
inform ación gráfica y  elige la de  m ayor tam año .
• v
10 N o contesta.
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C ategoría 4, Subcategoría 4.3
12 "la tercera".
"Pues porque la tercera tiene 55% de fruta".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
13 " La de fresa".
"fijando en el contenido".
C ategoría  2, Subcategoría  2.2, C lase 2.2.1 
N ota: V er com entario  de l a lum no  03.
14 "La del 55%".
"Mirando el contenido de fruta
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
15 "55%".
"Porque 2 tarros tienen 45% y  el otro 55% y  55% es más que 55%".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: C ontesta  a  la p rim era  parte  de la p reg u n ta  con u n  dato  de la  
e tiq u e ta  y  después parece que  com para los va lo res  re la tiv o s  de l tan to  p o r 
c ien  de  con ten ido  de fru ta , au n q u e  p o dría  h acer la co m p arac ió n  com o si 
fu e ran  valo res absolu tos.
16 N o contesta.
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
17 " La mermelada que pone el 55%".
"Por que cuanto mas grande sea el número mas contenido de fru ta  
tendrá"
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.1 
N ota: El a lu m n o  elige p o r  las expresiones n u m éricas  q u e  h ay  en  las 
e tique tas  y  p rescinde  en  su  a rg u m en tac ió n  del sim bolo  de l tan to  p o r c ien to . 
Parece que  h ay  u n  p red o m in io  de  los na tu ra les  en  su  respuesta .
18 " El tercero".
"Por que tiene mas cantidad de feras que los otros dos"
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
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N ota: Parece que asocia la calidad al tan to  p o r cien de  co n ten ido  de 
fruta y  tom a la decisión, en  función  de éstos, es posible que los tom e com o si 
fueran  valores absolu tos.
19 " la de la derecha'.
"Mirando la etiqueta del producto".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2 
N ota: Su a rg um en tac ión  no  nos d a  ev idencias sobre  su  actuación  pues 
en la inform ación gráfica de  todas las e tiquetas p o n e  u n a  referencia, p o r ello  
se ha clasificado com o no  identificada.
20 " La mermelada de fresa que tiene el 55% de fruta".
"Por que telo esplica arriba".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Ver com entario  de l estu d ian te  18.
21 " La ultima".
"Por que tienen 55% i los otros 45%".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Ver com entario  de l estu d ian te  18.
R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Mermeladas 4o B
1.1.1 8/20
1.4.1 . 1/20
2.2.1 4/20
2.2.5 1/20
4.1 2/20
4.2 1/20
4.3 3/20
Ocho a lu m n o s tienen  u n a  actuación  satisfactoria. A ú n  cu an d o  a lgunos de 
éstos u san  el sim bolo  % en  su s  respuestas, es posib le que  la com paración  la 
hagan  en  térm inos de los n ú m ero s  natu ra les.
U n a lum no  centra su a tención  de  form a explícita en  los na tu ra les .
C uatro  alum nos rep iten  p a rte  de  la inform ación  verbal.
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U n alum no  cen tra  su  a tención  en  p arte  de la in fo rm ac ió n  gráfica, el ta m a ñ o  
de los recipientes.
D os a lum nos tienen  u n a  actuación  considerada  com o no  p e rtin en te , u n o  e n  
su  a rg u m en tac ió n  asocia el re su ltad o  a u n a  in fo rm ac ió n  que  no  está  en  el 
enunciado  y  el o tro  in te rp re ta  el tan to  p o r ciento com o u n a  m ed ida .
U n a lu m n o  da  u n a  re sp u es ta  no identificada p u e s  su  a rg u m e n tac ió n  n o  
ind ica  cóm o llegó a la respuesta .
Tres a lu m n o s  se considera  que no resp o n d en , u n o  p o r fa lta  de 
argum entación  y  los o tros p o rq u e  no contestan .
Es im p o rtan te  seña la r que n in g ú n  n iño  p re g u n tó  p o r el s ignificado  del 
sim bolo  %, parece se r que  form a p a rte  de u n a  in fo rm ación  v isual co tid iana  y  
no  se cuestionan  el significado, ya que cen tran  su  a tenc ión  en  la in form ación  
num érica. Es difícil d is tin g u ir las actuaciones d e  la clase 1.1.1, p u es  n o  queda  
claro si co m p ren d en  que  55% represen ta  u n  porcentaje .
D ada la estru ctu ra  d e  la ta rea  no  es fácil d is tin g u ir en tre  el éxito en  cu arto  
curso  (8/20) y  el éxito en  tercero  (6/20), sin  em bargo  es de  destacar que  e n  
cuarto  curso  ún icam en te  1 /2 0  se centró  en  el tam añ o  de los rec ip ien tes, para  
decid ir su  elección, fren te  a 10 /20  que lo h izo  en  tercer curso.
______________________  E n  l a  ta r e a  R efresco  d e  l im ó n __________________________
01 "El de Maria.".
"donde tenga mas jarave ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: A u n q u e  su  respuesta  es acertada, parece q u e  se cen tra  en  la 
m ayor can tid ad  de  u n a  de las m agnitudes.
02 " El de arriba ".
"Porque el de arriba tiene mas basos de agua y  mas basos de jarabe ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Pese a que  su  respuesta  es acertada, se considera  que  se cen tra  e n  
las can tidades m ayores p a ra  su  argum entación .
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03 " el A".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Su resp u esta  sin  sen tido  y  su  falta de a rg u m en tac ió n  se 
considera  que no  contesta .
04 "Jarabe de limón ".
"Pues que el Jarabe de limón sabe mas a limón que a agua ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: E viden tem en te  el refresco que m as sabe a lim ón  es el ja rabe  de 
lim ón, pe ro  su  re sp u esta  no es pertinen te .
05 N o contesta
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
06 "El de María ".
"En los vasos de jarabe de limón".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
Nota: Ver com entario  del a lum no  01.
07 " El de Maria ".
"En los vasos de jarabe y  en los de agua"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
Nota: Su resp u esta  es acertada y  su  a rg u m en tac ió n  descrip tiva , s in  
em bargo  no  hace u n a  com paración  de  las can tidades p o r lo que se considera  
que resuelve  la ta rea  con  u n  cen tram ien to  en  las can tidades m ayores,
08 " El de Maria ".
"En los vasos de agua y  de limón"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
Nota: V er co m en tario  an terio r.
09 " el de Juan ".
"pues que e bisto que en uno hay 6 vasos de agua y  1 de limón.".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3. 
Nota: C ontesta  con u n a  p a rte  del enun ciad o , pero  es m ás p lau sib le  
que se cen tra  en  las can tidades de  agua y  argum en ta  con u n  razonam ien to  de 
tip o  inverso .
10 " El de Maria ".
"Por que tiene 8 vasos de agua y2 vasos de jarabe de lim ón".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3
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N ota: Pese a que su  resp u esta  es acertada, com o cita las can tidades 
m ayores parece parece que se cen tra  en  éstas p a ra  su a rgum entación .
12 "El refresco de limón de Juan ".
"porque al refresco de limón no le ha echado nada de agua".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3
N o ta : Parece que se centra en  las can tidades de  ag u a  y  usa  u n  
ra z o n am ie n to  de  tipo  inv erso  "d o n d e  h ay  m enos agua  h ay  m ás sabor", 
au n q u e  su  expresión  verbal no  es m u y  afo rtu n ad a  al u sa r  la p a lab ra  "nada".
13 " El de Juan ".
"En los botecitos"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5 
N ota: Parece u n  cen tram ien to  en  la inform ación  gráfica.
14 "El de Marta ".
"En los vasos de agua
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Su respuesta  y  su  a rg u m en tac ió n  son  con trad ic to rias, a n o  ser 
q u e  se centre en  la m ayor de  las can tidades de  u n a  de  las m ag n itu d es,
15 " El de María ".
"Porque le pone 8 vasos de agua y  tiene dos vasos de jarabe de limón"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Pese a que su  resp u esta  es acertada, com o cita las can tidades
m ayores parece que  se cen tra  en  éstas p a ra  su  argum entación .
16 N o contesta
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
17 " El de Juan. "
"En que en el de Juan tiene un vaso solo de limón pero solo le echan
seis y  en el otro tiene dos pero le echa 8 de agua.".
C ategoría  1, Subcategoría 1.4., C lase 1.4.3 
N ota: Parece que desarro lla  u n a  estrategia de  tip o  ad itiv o  en  la que 
com pensa  el sabor de u n  litro  de  jarabe con  el de  u n o  de  ag u a  y  a rg u m e n ta  
con u n  razo n am ien to  de  tipo  in v e rso , com o al de  M aría  le sobra  m ás agua 
que al de  Juan, el d e  éste ten d rá  m ás sabor.
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18 " El de Maria ".
"Por que en el de Maria hay ma jarabe de limón"
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N o ta : Ver com entario  de l a lum no  01.
19 " El de Marta ".
"En la cantidad que hay en los vasos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.5. 
N ota: Parece u n  cen tram ien to  en  la inform ación gráfica.
20 " El de Juan ".
"Por que si le echas mas cantidad de agua sabe menos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Se centra en  las can tidades de agua y  a rg u m en ta  con u n  
razonam ien to  de tip o  inverso .
21 " El de avajo ".
"No se esplicarlo".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Parece que no  sabe a rg u m en ta r la com paración  de  las razo n es  
cuando  las cuatro  can tidades son d istin tas  y que se centra en  las can tidades 
de agua para  tom ar su  decisión tal com o hace en  la tarea  s igu ien te  .
R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Refresco de
limón 4o B
1.1.1 0/20
1.4.3 1/20
2.2.3 13/20
2.2.5 2/20
4.1 1/20
4.3 3/20
N in g ú n  a lum no  tiene u n a  actuación  satisfactoria.
U n a lu m n o  desarro lla  u n a  estrateg ia de  tipo  ad itivo  al co m p arar razones: 
in ten ta  com pensar el sabor de un  litro  de jarabe con u n o  de agua, co m p ara  
las diferencias en tre  an teceden te  y  consecuente y  concluye cou  u n  
razonam ien to  de tip o  inverso .
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Trece a lu m n o s co m p aran  can tidades de  la m ism a especie. De ellos, n u e v e  
a rg u m e n tan  con u n  razo n am ien to  de  tipo  directo , de  éstos, cinco se cen tran  
en  las can tidades m ayores y  cuatro  en  las can tidades d e  jarabe, los o tros 
cu atro  a rg u m en tan  con u n  razo n am ien to  de  tip o  inverso  cen trán d o se  en  las 
can tidades de  agua.
D os a lum nos se cen tran  en  la  inform ación  gráfica de l enunciado .
U n a lum no  da  u n a  re sp u es ta  que  se considera  n o  pertin en te .
Tres a lu m n o s  no  resp o n d en , u n o  p o rq u e  no  a rg u m en ta  la respuesta  y  los 
o tros dos no  contestan .
A p esa r de  que  se considera  m ás n a tu ra l el razonam ien to  de  tipo  d irecto  que  
el de  tipo  in verso , h ay  u n  n ú m e ro  significativo  en tre  los que c o m p aran  
can tidades de  la m ism a  especie (4/13) que u san  u n o  de  tip o  inverso . A  
m ed id a  que  están  en  cursos superio res, los a lu m n o s  trab a jan  
in d is tin ta m e n te  con u n  razo n am ien to  de tipo  directo  o inv erso  con u n a  
can tidad .
La d ificu ltad  de  la ta rea  es sim ilar en  tercer curso  y  cuarto.
_________________________E n  l a  t a r e a  R efresco  d e  n a r a n ja _________________________
01 "Marta/'.
"Porque tiene mas agua ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: Se cen tra  en  la m ay o r de  las can tidades de  u n a  de  las 
m a g n itu d e s .
02 " El de arriba ".
"Porque tiene mas basos de agua
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
N ota: V er co m en tario  an terio r.
03 "El A".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
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Nota: Se considera  que no  contesta, p u es  no  d a  a rg u m en tac ió n  y 
adem ás su  respuesta , q u e  no  tiene sentido , es la m ism a que da  en  la tarea 
an te rio r.
04 "Jarabe de naranja ".
"Pues que el Jarabe de naranja sabe mas que agua ".
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: E v id en tem en te  el refresco que m as sabe a lim ó n  es el jarabe de 
lim ón, pero  su  re sp u es ta  no  es pertinen te .
05 " El segundo ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Pese a que  su  respuesta  es correcta, la falta de  a rg u m en tac ió n  n o  
p roporciona  evidencias sobre las características de  su  actuación que  p e rm ita n  
clasificarla en  u n a  clase d is tin ta  a no  responde.
06 "El de Luis ".
"Por que si le añadimos al jarabe de naranja 4 vasos de agua tendrá  
más sabor a naranja que si le añadimos 6 vasos de agua".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Da p o r su p u es to  que las can tidades de  jarabe de  n a ran ja  so n  
iguales y  a rg u m en ta  con  u n  razonam ien to  de  tipo  inverso .
07 " El de Luis ".
"Porque aunque tengan el mismo número de jarabe de naranja hay  
menos de agua en el de Luis"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Explícita que  u nas cantidades son  iguales y  a rg u m en ta  con  las 
o tras  u san d o  u n  razo n am ien to  de  tipo  inverso.
08 "El de Luis ".
"Por qué a puesto menos cantidad de agua".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: A rg u m e n ta  con u n  razo n am ien to  de tipo  in verso , d an d o  p o r 
su p u esto  que las can tidades de jarabe son iguales.
09 " el de Luis ".
 ^ "el de luis tiene 2 de limón 4 de agua el de marta tiene <5 agua 2
lim ón ."
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C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: A rg u m en ta  de  fo rm a descrip tiva, n o  co m para  las can tidades, 
sin  em bargo parece  que  u sa  u n  razonam ien to  de tip o  inverso .
10 " El de Luis ".
"Por- que tiene ■ menos -agua -Per Por que tiene 6 vasos de agua y  dos de  
naran ja".
C ategoría 1, Subcategoría  1.1, C lase 1.1.1 
Nota: En u n  p rin c ip io  a rg u m en ta  con u n  ra z o n am ie n to  in v e rso
d an d o  p o r su p u es to  la ig u a ld ad  en  el jarabe d e  lim ón , lo tacha y  a rg u m e n ta
con  los datos de  la n a ran jad a  de  M arta, parece  que  la exp resión  verba l está  
in co m p le ta .
12 "El de Marta ".
"Le ha hechado menos vasos de agua por tanto tiene más sabor a 
naranja . ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Parece que  se co n funde  en  la p rim era  respuesta , p e ro  su  
arg u m en tac ió n  es correcta.
13 * El de Luis ".
"El de Luis tiene igual de naranja que el de Marta pero menos de
agua."
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Explícita que  im as can tidades son  iguales y  a rg u m en ta  con las 
o tras  u san d o  u n  razo n am ien to  d e  tip o  inverso.
14 "El de Luis ".
"Porque en Marta ha dos jarabes necesita 6 vasos de agua que para 1 
necesitara 3 vasos y  Luis en dos vasos necesita 4 en 1 necesitara 2 vasos ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Parece que  n o rm a liza  las razones en  expresiones de  " tan to  p o r  
u n o "  y  luego las com para.
15 " El de Marta
" Porque le pone 6 vasos de agua ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.3 
Nota: Se cen tra  en  la m ay o r de las can tidades de  u n a  de  las 
m ag n itu d es .
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16 N o  responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
17 " El de Luis. "
"Que los dos tienen igual de cantidad pero uno tiene mas agua que el
otro".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Explícita que u n as  cantidades son iguales y  a rg u m en ta  con las 
o tras u san d o  u n  razo n am ien to  de  tipo  inverso.
18 " El de luis -f&r ".
"Por que tiene menos basos de agua y  como tienen los dos dos vasos  
dejarabe es el de Luis"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Ver com entario  an terio r.
19 " El de Luis ".
"Pues que si juntas lo de Luis sabe más a naranja que lo de Marta".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: A u n q u e  no  com para las cantidades, parece q u e  hace u n  
razonam ien to  correcto  de tip o  inverso.
20 " El que prepaa Luis ".
"Porque si le echas 4 vasos de agua a dos de naranja sabe a naranja u n 
poquito menos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Parece que  su  a rgum ento  le falta com pletarlo  p a ra  d e te rm in a r si 
es u n a  confusión  o u n  erro r, p u es  resu lta  contrad ictorio .
21 " El de abajo ".
"Tiene 2 jarabes de naranja i 4 de agua i el otro 2 de jarabe de naranja i 
6 de agua".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
Nota: Pese a que  su  argum entación  es descrip tiva, parece  q u e  se cen tra
en las can tidades de  agua y  responde  tra r hacer u n  razo n am ien to  inverso.
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R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Refresco de 
naranja 4o B
1.1.1 13/20
2.2.3 3/20
4.1 1/20
4.3 3/20
Trece a lu m n o s  tien en  u n a  actuación  satisfactoria en  esta tarea, todos ellos 
a rg u m en tan  con u n  razo n am ien to  de  tip o  inverso , sin  em bargo  sólo cuatro , 
explic itan  la ig u a ld ad  en  u n a  de las m ag n itu d es, p a ra  su  a rg u m en to . 
S o lam ente  u n o  de éstos h a  n o rm a lizad o  las razones p a ra  co m pararlas  
u san d o  la form a " tan to  p o r  u n o " .
Tres a lum nos co m p aran  can tid ad es  de  la m ism a especie, todos ellos con u n  
razonam ien to  d e  tip o  d irec to  cen trado  en las can tidades de  agua, p o r lo que 
su  a rgu m en tac ió n  es con trad icto ria .
U n a lum no  da  u n a  re sp u es ta  que  se considera no  pertinen te .
Tres a lum nos se considera  que  n o  resp o n d en , dos p o rq u e  n o  a rg u m en tan  la  
resp u esta  y u n o  p o rq u e  n o  contesta.
E n  l a  ta r e a  T a z a s
01 D ibuja 2 tazas de  arroz.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
02 D ibuja 5 tazas de  a rro z  y  escribe "5 " en  el texto de l seg u n d o  recuadro .
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: Parece que  el a lu m n o  resp o n d e  con la d iferencia  6 - 1 ,  es decir 
que  opera  con p a rte  de  los datos.
03 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe "2" en el texto del seg u n d o  recuadro.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
04 D ibuja 6 trazos q u e  p arecen  6 tazas de  arroz .
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1.
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N ota: R epite  u n  d a to  gráfico del enunciado .
05 N o responde.
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
06 D ibuja 2 tazas de  arroz y  escribe "2" en el texto  que está al fina l de
segundo  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
07 D ibuja 2 tazas de  arroz  .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
08 D ibuja 2 tazas d e  arroz y  escribe "2" en  el texto que está al fina l de
segundo  recuad ro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
09 D ibuja 4 tazas d e  arroz y  escribe "4" en  el texto que está  al fina l de
segundo  recuad ro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.4, C lase 1.4.3 
N ota: Parece u n a  estrategia de tipo  ad itivo , resta  dos, que es la 
d iferencia en tre  el n ú m e ro  de  tazas de arroz y  el de  caldo de  la p r im e ra  
v iñeta, al n ú m ero  de  tazas de caldo de  la segunda.
10 N o resp o n d e.
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
12 D ibuja 2 tazas de  arroz  y  escribe "2" en  el texto que está  al final de
segundo  recuad ro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
13 D ibuja 2 tazas d e  arroz  y  escribe "2" en  el texto que está  al fina l de
segundo  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
14 D ibuja 2 tazas d e  arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
15 D ibuja 2 tazas de  arroz  y  escribe "2" en  el texto que está  al fina l de
segundo  recuad ro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
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16 N o  resp o n d e .
C ategoría 4, Subcategoría  4.3
17 D ibuja 2 tazas de  arroz.
Categoría 1, Subcategoría  1.1, C lase 1.1.1
18 D ibuja 2 tazas de  arroz  .
C ategoría 1, Subcategoría  1.1, C lase 1.1.1
19 D ibuja 2 tazas de  a rro z  y  escribe "2" en  el texto  que  está  al final de
seg u n d o  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
20 D ibuja 2 tazas de  arroz.
C ategoría 1, Subcategoría  1.1, C lase 1.1.1
21 D ibuja 2 tazas de  arroz  y  escribe "2" en  el texto  que  está  al final de
seg u n d o  recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría  1.1, C lase 1.1.1.
R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Tazas 4o B
1.1.1 14/20
1.4.3 1/20
2.2.1 1/20
2.3.3 1/20
4.3 3/20
C atorce a lum nos tien en  u n a  actuación  satisfactoria  en  esta  ta rea , p e ro  no se 
p u ed e  d is tin g u ir las características de cada u n a  de  ellas.
U n  a lu m n o  d esarro lla  u n a  estrateg ia  de tip o  ad itivo , re sp o n d e  de  m a n e ra  
q ue  m an tien e  co n stan te  la d iferencia  en  la re lación  funcional.
U n  a lum no  rep ite  u n  d a to  gráfico del enunciado  en  su  resp u esta : seis tazas.
U n a lu m n o  se considera  que  opera  con p a rte  de  los datos; al parecer 
resp o n d e  con la d iferencia de  dos datos 6-1 .
Tres a lum nos n o  con testan .
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
D esventajas de la construcción  de la p regun ta : N o se p u e d e  d is tin g u ir las 
características de las actuaciones de  los a lu m n o s que  d a n  u n a  respuesta  
satisfactoria. Si aparece la respuesta  "tres tazas de a rro z" , la actuación de 
a lu m n o  co rresp o n d ien te  tiene dos in te rp re taciones, o está rep itien d o  u n  
d a to  del enunciado  o está  o p eran d o  con parte  de los datos. C on la respuesta  
"dos tazas de a rroz"  tam bién  quedan  d u d as  de, si está  ra z o n an d o  
ap ro p iad am en te  o está  o p eran d o  con parte  de  los datos: resp o n d e  con la 
d iferencia 2 = 3-1. T odo ello sería fácil de salvar en  el análisis, si se le 
añ ad ie ra  a la tarea u n a  p reg u n ta  del tipo  "explica cóm o h as  ob ten ido  la 
resp u esta" .
______________________________E n  l a  t a r e a  C a r a m e l o s ______________________________
01 D ibuja nueve m onedas. Al final de la pág ina  vue lve  a d ibujarlas.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1.
02 D ibuja tres m o nedas y  d ibu ja  17 m onedas al final d e  la pág ina.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1 
N ota: Su co m p o rtam ien to  tiene dos in te rp re tac io n es , una , que el 
e stu d ian te  rep ite  u n  d a to  del enunciado , y  o tra, que re sp o n d e  con el v a lo r  
u n ita rio , es decir, que opera  con p arte  de los datos. El h echo  de  d ibu jar 17 
m o n ed as  al final nos ind ica que está rep itien d o  u n  d a to  del seg u n d o  
recuad ro , aunq u e  con p rob lem as de conteo, y  p o r tan to  se considera  m ás 
p lausib le  la  p rim era  in te rp re tación .
03 D ibuja n ueve  m o n ed as .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
04 D ibuja tres m o n ed as  con u n a  cara y  u n  uno . H a  ag ru p ad o  seis 
m o n ed as  del segundo  recu ad ro  y  las rem arcado  en  u n  círculo.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: N o parece que  el estu d ian te  resp o n d e  con el v a lo r un ita rio , sino 
que  identifica cada g ru p o  de  seis m onedas con u n a  "u n id a d " , es decir que 
opera  con p a rte  de los datos, realiza  la d iv isión  de  18 en tre  6.
05 D ibuja nueve m onedas, u n a  con u n a  cara y  u n  u n o  en  el m ed io  y  las 
o tras , ún icam ente , con u n a  línea d iagonal.
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C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
06 D ibuja nu ev e  m o n ed as con u n a  cara y  u n  u n o  en  el m edio
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
07 D ibuja n u e v e  m o n ed as  con u n a  linea d iagonal y  u n  "1" a la derecha
de ella, escribe "9 p ta s" al fina l de l p rim er recu ad ro  y  "9" al final de la 
p e n ú ltim a  línea.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
08 D ibuja n u e v e  m o n ed as  con u n a  linea d iagonal, con u n "2" a la
derecha  y  u n a  cara a la izqu ierda, y  escribe "9" al final de  la p en ú ltim a  línea.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
09 D ibuja nu ev e  m onedas, u n a  con u n a  cara.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
10 D ibuja qu ince m o n ed as  con u n a  cara en  el m ed io  y  vue lve  a
d ibu jarlas al final de  la pág ina.
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: Parece que  el e s tu d ian te  resp o n d e  con la  d iferencia  en tre  el 
n ú m e ro  d e  m o n ed as  del seg u n d o  recu ad ro  y el n ú m e ro  de  caram elos del 
p rim ero , es decir que op era ría  con p a rte  de los datos. T am bién  p o d ría  
in te rp re ta rse  que el a lu m n o  desarro lla  una  estra teg ia  de  tipo  ad itiv o , 
m an tiene  la diferencia en tre  los d a to s que  están  en  la re lación  escalar, pero  el 
a lu m n o  n o  m u estra  en  la p ru eb a  u n a  tendencia  a d esa rro lla r estrategias de 
este  tipo.
12 D ibuja n u e v e  m o n ed as  con u n a  raya vertica l en  el m ed io , a la  
izq u ie rd a  u n a  cara y  a la derecha  u n  1.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
13 D ibuja n u ev e  m o n ed as  con u n  1. Escribe "9 ptas" a l final de l p r im e r  
recuadro . En el seg u n d o  recu ad ro  rem arca con u n a  linea  cerrada  n u e v e  
m o n ed as  y  con o tra  tres  caram elos.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  u tiliza  la relación  m itad  en  sen tid o  escalar.
14 D ibuja n u e v e  m o n ed as  con "p ts"  en  el m ed io , al final de l p r im e r  
recu ad ro  escribe "9 pesetas".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
15 Dibuja n u e v e  m o n ed as  con u n a  raya vertical en  el m ed io , a la 
izqu ierda u n a  cara y  a  la derecha u n  1. Escribe "Pagará con 9 pesetas""  
encim a del p rim er recu ad ro  y  "9" al final de  la  pen ú ltim a  línea.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
16 D ibuja tres m o n ed as  con una  raya vertical en  el m ed io , a la  d erecha  
escribe "peseta" y  a la izqu ierda  u n a  cara. D entro  del seg u n d o  recu ad ro  
ag ru p a  tres m onedas, las enm arca con u n a  línea cerrada y  e sc rib e //A n to n ia // 
jun to  a ella, ag ru p a  15 m onedas, las enm arca con u n a  línea cerrada  y  escribe 
Juan  den tro . A l final de  la  pág ina  escribe "Antonia tendrá que pagar 13 ptas".
C ategoría 4, Subcategoría 4.1.
N ota: Parece que  asigna el va lo r de  u n a  peseta a cada u n o  d e  los 
caram elos y  p o r tan to  A n to n ia  debe p agar tres y  Ju an  quince. A d em ás  su  
falta de  atención se m anifiesta  con lo que escribe al final de  la pág in a , en  v ez  
de tres escribe trece n u m éricam en te . Por to d o  ello se considera  su  ac tu ac ió n  
no p e rtin en te .
17 D ibuja ocho m o n ed as  con una  cara y  "P ts" en  el m edio.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N ota: Parece que  el estu d ian te  tiene p rob lem as de conteo  al d ib u ja r  
n u ev e  m onedas.
18 D ibuja n u e v e  m o n ed as  con u n a  raya vertical en  el m ed io  y  a la 
izqu ierda  u n a  cara.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
19 D ibuja n u ev e  m onedas.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
20 D ibuja n u ev e  m onedas. Escribe "9 pesetas" al fina l d e l p r im e r  
recuadro .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
21 D ibuja nu ev e  m onedas, escribe "1 ptas" en  el m edio.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  resuelve  el p rob lem a h a llan d o  el v a lo r u n ita rio .
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R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Caramelos 4o B
1.1.1 15/20
1.1.2 1 /2 0
2.2.1 1 /2 0
2.3.3 2 /2 0
4.2 1 /2 0
Dieciséis a lu m n o s  tien en  u n a  actuación  satisfactoria  en  esta  tarea. A u n q u e  
n o  se p u ed e  d is tin g u ir las características de  cada u n a  d e  ellas, u n o  de  e llos 
m anifiesta  que  tiene p rob lem as de  cálculo o d e  conteo.
D os a lu m n o s se considera  que o p eran  con p a rte  d e  los datos; u n o  re sp o n d e  
con el resu ltad o  d e  la d iv isión  18 : 3 y  el o tro  con el de  la diferencia 18-3.
U n a lum no  se considera  que  rep ite  p a rte  de  los datos; p o r u n a  p a rte  el tres y  
p o r o tra  el 18, au n q u e  en  este  seg u n d o  caso m an ifiesta  p rob lem as de  conteo.
U n  a lum no  da  u n a  resp u esta  que  no  p erm ite  iden tificar las características de 
su  actuación.
D esven tajas de  la construcción  de la p reg u n ta : N o  se p u e d e  d is tin g u ir las 
características de  las actuaciones de  los a lu m n o s  que  d a n  u n a  re sp u es ta  
satisfactoria, sin  em bargo no  h ay  d u d a s  sobre si e stán  ra z o n a n d o  
ap ro p iad am en te . Si aparece la resp u esta  " tres pese tas" , la ac tu ac ió n  
co rresp o n d ien te  tiene dos in te rp re tac io n es , o está  re p itie n d o  u n  da to  del 
en u n ciad o  o está  o p eran d o  con p a rte  de  los datos. C on la resp u esta  "q u ince  
pese tas" la actuación  co rresp o n d ien te  tam b ién  tiene  d os in te rp re tac io n es , o 
está  d esarro llando  u n a  estrateg ia  de  tipo  ad itivo  o está  o p e ran d o  con p a rte  de 
los datos. T odo  ello sería fácil de sa lv a r en  el análisis  si se  le añ ad ie ra  a la  
ta rea  u n a  p re g u n ta  del tipo  "explica cóm o h as ob ten id o  la  resp u esta".
_____________________________ E n  l a  t a r e a  T e n d e d e r o s ________________________
01 " 2 " .
"Porque 6x2 = 12 justo  ".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que hace uso  de  la  relación  escalar dob le-m itad .
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02 " 11 podra hacer
"Porque necesitara 11 metros de cuerda ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2.
N ota: Su respuesta  no  está identificada.
03 N o  contesta.
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
04 "dos".
"Por que 3 se puede acer uno 3 y  otros 3 , 3 se puedn acer 4 .".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: H alla  el v a lo r u n ita rio  y  resu elv e  el p rob lem a co n tan d o  con 
u n id ad es  m ú ltip les .
05 "12 metros de tendedero".
A rriba  ha escrito la siguiente operación en  colum nas: 6x4 = 24 -1 2  = 12
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: H ay  u n  p redom in io  de la opera tiv idad , opera  con los datos.
06 " 2 ".
"Dividiendo 12 entre 4 y  nos da 3 entonces dividim os 6 entre 3 y  nos
da 2 ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: R esuelve el p rob lem a h a llan d o  el va lo r un ita rio .
07 "2 ".
"Con 12 metros cuatro tendederos con la mitad de cuerda la mitad de  
tendederos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta : U sa p a ra  la  reso lución  la relación escalar "m itad".
08 "2".
"Por qué 12 es la mitad de 6 entonces la mitad de 4 es 2".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : U sa la re lación  escalar "m itad , au n q u e  tiene d ificu ltades en  la  
verbalizac ión  de  su  a rgum ento .
09 " 2 ".
"porque 6 mas 6 son 12 y  2 + 2 son 4".
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C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que u sa  la re lación  escalar m itad  y  expresa  la so lu c ió n  
a d itiv a m e n te .
10 N o  contesta .
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
12 " 2 ".
" dividiendo 12 entre dos que nos da 6 eso nos dice cuantos  
tendederos puede hacer".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  con la operación  que hace iden tifica  la re lac ió n  
escalar m itad .
13 " 1 4  tendedero
" 6 a 4  van 2. 12 + 2 = 14"
C ategoría  2, Subcategoría  2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: H ay  u n  p red o m in io  de  la o p era tiv id ad , o p era  con los datos.
14 " Podra hacer 4 tendederos".
"Porque lo dice los datos que con 12 metros de cuerda puede hacer 4 
tendederos ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.2., C lase 2.2.1. 
N ota: R esponde con  u n a  p a rte  de l enunciado  verbal.
15 " 2 ".
"Si 4 x 3  = 12 y  con 12 m se pueden hacer 4 tendederos, 2 x 3  = 6 son 2 
tendederos ".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: R esuelve el p ro b lem a  haciendo  u so  d e l v a lo r  un ita rio .
16 " Juan podrá hacer 3 tenderos".
C ategoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: Parece que el e s tu d ian te  re sp o n d e  con el v a lo r u n ita rio , para  
ello h a  ten id o  que hacer u n a  d iv is ió n , es decir que  o p e ra  con  p a rte  de  los 
datos.
17 " 2 tendederos".
"Por que si 12 metros son cuatro 6 metros serán 2 tendederos"
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : Parece que  usa la relación escalar "m itad".
18 " 2 tendederos".
"Divido 12 entre 6 i salen -de& 2. Y esos 2 son los dos tendederos"
Categoría 2, Subcategoría 2.3., C lase 2.3.3. 
N ota: Parece que el estud ian te  responde  con u n a  d iv is ió n  en tre  dos 
datos del enun ciad o  cuyo resu ltado  coincide con la resp u esta  correcta, es
decir que opera  con p arte  de los datos. Es posible que  el a lu m n o  haya
resu elto  m en ta lm en te  el p rob lem a m ed ian te  la re lación  escalar dob le-m itad  
y  que  se equ ivoque en  la argum entación  p o rque  le coinciden los resu ltados.
19 " Puede hacer 2 tendederos..
"Quitándole a 12 la mitad que es 6 y  a 4 quitarle la mitad"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  identifica la relación escalar m itad  y  resuelve  la tarea 
a d itiv a m e n te .
20 " Dos tendederos..
"Pues como la mitad de 12 es 6 y  la mitad de 4 es 2"."
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Resuelve la tarea  con la relación escalar m itad  .
21 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
T end ed ero s  4o B
1.1.1 11/20
2.2.1 1/20
2.3.3 4/20
4.2 1/20
4.3 3/20
O nce a lum nos tienen  u n a  actuación satisfactoria en  esta tarea; de  ellos, siete 
la resu elv en  u san d o  la relación escalar, dos haciendo  uso  del v a lo r u n ita r io  
y  uno  con tando  u n id ad es  m últip les a p a rtir  del v a lo r un itario . En este  curso, 
cuarto  de  p rim aria , todav ía  no se h a  enseñado  el m éto d o  del v a lo r u n ita r io , 
y  sin  em bargo, hay  tres n iños que lo usan .
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U n a lu m n o  rep ite  a lg ú n  dato  del en u n ciad o  en  su  respuesta: cu a tro  
ten d ed ero s .
C u atro  a lum nos se considera  que  o p eran  con p a rte  de  los datos, cada u n o  de  
ellos con u n a  actuación  d istin ta . Dos u san  todos los datos, u n o  con u n a s  
operaciones encad en ad as  y  puestas  en  co lu m n a  6x4 = 24 - 12 = 6 y  o tro  con  
u n a  com binación  ad itiv a  (6-4) + 12 = 14; los o tros dos h acen  u n a  d iv is ió n , 
u n o  d iv ide  12 en tre  6 y  el o tro  12 en tre  cuatro .
U n a lum no  d a  u n a  resp u esta  no  identificada.
Tres a lu m n o s n o  con testan .
En re lación  con la tareas an terio res Tazas y  C aram elos se observa que  h a  
d ism in u id o  el éxito, que n in g ú n  a lu m n o  desarro lla  u n a  estrateg ia d e  tip o  
ad itivo , parece que la estructu ra  de  la tarea  n o  lo favorece, y  que  au m en ta  la  
o pera tiv idad . Esto p u e d e  achacarse a la ausencia del va lo r u n ita rio  y  d e  datos 
v isuales  en  el enunciado . En este ú ltim o  sen tido , D u p u is  y  P lu v in ag e  (1981) 
a firm an  que la d isposic ión  de  los datos en  fo rm a de  m a triz  2x2 favorece la  
so lución  del p rob lem a.
___________________________ E n  l a  ta r e a  T a b l a  d e  c a m b io ___________________________
01 " 3 ,5 ,1 2  p tas, 16 p ts, 2 0 ,2 4 ,28,32, 36 ,40 ,44 , 48 ,52 ,100  ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.1, C lase 2.1.1. 
N ota: A p a rtir  de l qu in to  da to  parece que  el a lu m n o  se cen tra  en  e l 
d a to  im plíc ito  que  aparece en  el en u n ciad o  y  co n tinúa  su m an d o  (+4) s in  
ten er en  cuen ta  las variaciones de los da tos de  la p rim era  co lum na, s in  
em bargo  en el ú ltim o  dato  escribe, el que él considera  el ú ltim o  de  la  serie, 
100. P ara  h a lla r los dos p rim ero s  datos, com o n o  h a  reconocido  la re la c ió n  
m u ltip lica tiv a , los resu e lv e  su m an d o  el p rim er da to  con el seg u n d o  y  e l 
seg u n d o  con el tercero . A u nque  n o  en  todos los casos, p e ro  sí en  la m ay o ría , 
parece que h ay  u n  p red o m in io  del conteo  cen trado  en  el d a to  explícito  16 y  
en  el im plíc ito  4.
02 "10 ptas, 11 ptas, 12 p ts , 16 p ts , 18 ptas, 20 ptas, 30 ptas, 40 ptas, 50 ptas, 
60 ptas, 70ptas, 80 ptas, 90 ptas, 100 ptas ".
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Categoría 2, Subcategoría 2.1, C lase 2.1.3 
N ota: Su resp u esta  es u n a  com binación  de  co m p o rtam ien to s  de 
conteo, en  los dos p rim ero s  com pleta u n a  serie  de u n o  en u n o , en los dos 
siguientes, com o los datos le indican  que la secuencia no  co n tin ú a , identifica 
u n  p a tró n  ad itivo  (+2) y  con tinúa  hasta  que le da u n  n ú m e ro  red o n d o  y 
finalm ente  com pleta la serie  con u n  n u ev o  p a tró n  ad itivo  (+10) h asta  el 
final 100.
03 " 4 ptas, 4 ptas, 12 pts, 16 pts, 20 ptas, 24 ptas, 32 ptas, 40 ptas, 60 ptas, 
64 ptas, 72ptas, 284 ptas, 288 ptas, 300 ptas ". A l final de la p ág in a  ha  escrito 
las siguientes operaciones en  colum na: 15 x 4 = 60 ; 16 x 4 = 60 ; 18 x 4 = 72 ;
71 x 4 = 284; 72 x 4 = 288 ; 7 5 x 4  = 300.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N ota: H a  iden tificado  correctam ente la re lación  m u ltip lica tiv a , parece 
que el a lu m n o  resuelve  la tabla a p a rtir  de  los resu ltad o s  d ad o s y  resp o n d e  
m ecánicam ente a los dos p rim eros lo que le p rovoca  u n  e rro r de  descuido .
04 "4410, 40-11,12 p ts, 16 p ts , 10 ,17 ,18 ,2 0 ,3 5 ,3 6 , 39, 72,74, 77 ".
C ategoría 4, Subcategoría 4.2 
N ota: Su respuesta  es u n a  com binación  de co m p o rtam ien to s, en  los 
dos p rim eros datos centra su  atención  en la posición  o rd en ad a  y  en  los 
siguientes, com o los datos le ind ican  que la secuencia no  co n tin ú a  v aría  su  
com portam ien to , en  el q u in to  m ultip lica  p o r 2 y  en  los dem ás n o  se 
encuentra  explicación. A l no haber u n  co m p o rtam ien to  p re d o m in a n te  se 
considera que su  actuación  no  está identificada.
05 * 4 pts, 8 pts, 12 p ts , 16 p ts, 19 pts, 23 pts, 27 pts, 31 pts, 35 pts, 39 pts, 43 
pts, 47 pts, 51pts, 55 pts ".
C ategoría 2, Subcategoría 2.1, C lase 2.1.1. 
N ota: Parece que el a lum no  se centra en  el d a to  im plíc ito  que aparece 
en el enu n ciad o  y  con tinúa  su m an d o  (+4), s in  tener en  cuen ta  las 
variaciones de los da tos de  la p rim era  colum na, tan to  es así q u e  el e rro r que 
tiene en  el q u in to  da to  lo arrastra  hasta  el final. C o m p o rta m ie n to  
identificado p o r Ricco (1978).
06 " 4 pts, 8 ptas, 12 p ts , 16 p ts, 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts,
72 pts, 284 pts, 288 pts, 300 pts ".
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Al final de  la pág ina  ha  escrito  las s igu ien tes operaciones en  línea: 4 x 1  = 4 
p t s ; 4 x 2 = 8 p t s ; 4 x 3 = 12 p t s ; 4 x 4 = 16 p t s ; 4 x 5 = 20 p t s ; 4 x 6 = 24 p ts  ; 4 x 
8 = 32 p ts  y  4 x 10 = 40 p ts. y  las sigu ientes en colum nas: 15 x 4 = 60 p t s ; 16 x 4 
= 64 p t s ; 18 x 4 = 72 p t s ; 71 x 4 = 284 p t s ; 72 x 4 = 288 p ts  y  75 x 4 = 300.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: H a iden tificado  co rrectam en te  la re lación  fu n c io n a l
m u ltip lic a tiv a .
07 * 4 ptas, 8 ptas, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 ,32 ,40 , 60, 64, 72, 284, 288, 300 ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com en tario  an terio r.
08 " 4 pts, 8 pts, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts, 72
pts, 284 pts, 288 pts, 300 pts ".
A l final de  la pág ina  h a  escrito  las s igu ien tes operaciones en  colum nas:
1+1 = 2 ;  2+2 = 4 —  2+2 = 4 ; 4+4 = 8 —  5+5 = 10 ; 10+10 = 20 —  6+6 = 12 ; 
12+12 = 24 —  8+8 = 16 ; 16+16 = 32 —  10+10 = 20 ; 20 +20 = 40 —  15+15 = 30 ; 
30+30 = 60 — 16+16 = 3 2 ; 32+32 = 64 —  18+18 = 3 6 ; 36+36 = 72 —  71+71 = 142 
; 142+142 = 284 —  72+72 = 144; 144+144 = 288 —  75 +75 = 150 ; 150+150 = 300.
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1
N ota: H a iden tificado  correctam en te  la re lac ión  fu n c io n a l
m u ltip lica tiv a , p e ro  re su e lv e  el a lgo ritm o  do b lan d o  y  d o b lando , p e ro  
a d itiv a m e n te .
09 " 4, 8 , 12 pts, 16 pts, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56 ". A l final de  la
p ág in a  ha  escrito  las s igu ien tes operaciones en línea:
4+4 = 8+4 = 12+4 = 16+4 = 20 
20+4 = 24 +4 = 28+4 = 32 
32+4 = 36+4 = 40+44+4 = 48 
48+4 = 52+4 = 56
C ategoría  2, Subcategoría 2.1, C lase 2.1.1. 
N ota: Parece que el a lu m n o  se cen tra  en  el da to  im p líc ito  que  aparece
en  el en u n ciad o  y  co n tin ú a  su m an d o  (+4) sin  ten er e n  cuen ta  las
variac iones de  los d a tos de  la p rim era  co lum na. C o m p o rta m ie n to  
iden tificado  p o r Ricco,(1978).
10 " 4 petas, 6 petas, 12 p ts , 16 p ts , , , , , , , , , ,  ".
C ategoría  4, Subcategoría 4.3
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N ota: A u n q u e  el a lu m n o  ha  in iciado u n a  respuesta , com o lo ha  
tachado, se considera  que  n o  responde.
12 " 4 pts, 8 pts, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts, 12 
pts, 284 pts, 288 pts, 300 ".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com en tario  del a lum no  06.
13 " 4 pts, 8 pts, 12 p ts , 16 p ts, 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 76 pts, 80 pts, 88 
pts, 284 pts, 288 pts, 296 pts ".
H a escrito, al final de  la pág in a , la siguiente m ultip licación  en  co lum nas :
71 x 4 = 284.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.2 
N ota: H a identificado la re lación  funcional m u ltip lica tiv a . Parece que 
tiene d ificu ltades en  el cáculo m en ta l p a ra  ha lla r el va lo r de 15 francos y  los 
dos resu ltados sigu ien tes los h a lla  ad itiv am en te  a p a rtir  de  éste  ú ltim o  po r 
lo que arrastra  los errores. El e rro r en  el valo r de 75 francos parece que se 
debe a u n a  falta de  a tención  en  la variación  de  los e lem en tos de  la p rim e ra  
co lu m n a .
14 " 4 pts, 8 pts, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts, 72 
pts, 284 pts, 288 pts, 300 pts ". H a  escrito, al final de  la pág in a , las s igu ien tes 
m ultip licaciones en  colum -nas: 71 x 4 = 284 y 75 x 4 = 300, esta  ú ltim a  la h a  
borrado .
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  de l a lum no  06.
15 " 1 pta, 4 pts, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts, 44
pts, 48 pts, 52pts, 56 pts ". A l final de la pág ina aparecen  b o rradas las 
siguientes operaciones en colum nas: 15x15 = 225 ; 16x16 = 256 ; 18x18 = 276; 
71x71 = ; 72x72 = ; 75x75 =
Categoría 2, Subcategoría 2.1, C lase 2.1.1. 
N ota: Parece que  en  u n  p rincip io  el a lu m n o  qu iere  iden tificar u n a  
relación  m u ltip lica tiv a  y  calcula a lgunos re su ltad o s  que  borra, 
posterio rm en te  se cen tra  en  el dato  im plícito  que aparece en  el en u n ciad o  y 
con tinúa  con tando  (+4) sin  ten er en  cuen ta  las variaciones de los datos de  la 
p rim era  co lum na, los dos p rim eros datos los llena con la u n id a d  y  el d a to  en  
el que  ha cen trado  su  variación .
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16 N o contesta .
C ategoría 4, Subcategoría 4.3
17 " 3 pts, 3 pts, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts , 60 pts, 64 pts, 72 
pts, 284 pts, 288pts, 300 pts "
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: H a iden tificado  la re lación  fu n c io n a l m u ltip lica tiv a  a p a rtir  de l 
q u in to  resu ltad o , p e ro  el e rro r que  aparece en  el p rim er va lo r n o  tien e  
explicación, p u e d e  achacarse al cansancio.
18 " 4 ptas, 8 ptas, 12 pts, 16 pts, 20 ptas, 24 ptas, 32 ptas, 40 ptas, 60 ptas,
64 ptas, 72ptas, 284 ptas, 288ptas, 300 ptas " A l final de  la pág ina  ha  escrito las 
siguientes m ultip licaciones en  colum nas: 8x4 = 72 ; 15x4 = 60 ; 16x4 = 6 4 ; 18x4 
= 7 2 ; 71x4 = 284; 72x4 = 8 y  75x4 = 0.
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  06.
19 " 4 pts, 8 pts, 12 p ts , 16 p ts, 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts, 72 
pts, 284 pts, 288pts, 300 ptas "
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: V er com entario  de l a lu m n o  06.
20 " lOpts, 11 pts, 12 p ts , 16 p ts , 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts, 44 
pts, 48 pts, 52pts, 56 pts
C ategoría 2, Subcategoría 2.1, C lase 2.1.1. 
N ota: Parece q u e  h ay  u n  p red o m in io  del conteo en  su  respuesta  y  que 
p rescinde  de la v a riac ió n  de  los d a tos de  la p rim era  co lum na; en  p rin c ip io  
cuen ta  de  u n o  en  uno , cen trado  en el p rim er d a to  de  la seg u n d a  co lum na, y  
luego , cen trado  en  el da to  im plíc ito  que d an  los dos datos, cuen ta  de  cu atro  
en  cuatro .
21 N o contesta .
C ategoría  4, Subcategoría 4.3
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R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Tabla cambio 1 4o B
1.1.1 8/20
1.1.2 2/20
2.1.1 5/20
2.1.3 1/20
4.2 1/20
4.3 3 /20
Diez a lu m n o s tien en  u n a  actuación satisfactoria  en  esta ta rea , p e ro  dos de 
ellos tien en  d ificu ltades, b ien  con el cálculo m en ta l o escrito, b ien  p o r  falta 
de  a tención  o cansancio.
Seis a lu m n o s m an ifies tan  u n  p red o m in io  del conteo  en  su  actuación; de 
ellos, cinco se cen tran  en  u n  dato  im plíc ito  del en u n c iad o  y  c o n tin ú a n  
contando de  cuatro  en  cuatro  y  el o tro  com pleta  v arias  series aritm éticas  en  
relación con los da tos del enunciado  y  con los que va ob ten iendo . En el 
trabajo de  Ricco (1978) se com enta que esta tarea  tiene  u n  d istracto r, los dos 
resu ltados consecutivos en  el enunciado , que favorece este c o m p o rta m ie n to  
de  los cinco alum nos.
U n alum no  tiene  u n a  actuación en la que  com bina vario s  com portam ien tos, 
p o r lo que se considera  que no  está identificada.
Tres a lum nos n o  con testan .
En relación  con las tres tareas an terio res del b loque  V alor p e rd id o  y 
p ropo rc iona lidad , se observa que ha d ism in u id o  el éxito  y  q u e  la e s tru c tu ra  
de  la p reg u n ta  favorece, todav ía  en  este curso , u n  p red o m in io  de l conteo.
78
ANEXO 2.3
Quinto curso
En este A nexo se incluye el análisis  y la categorización  de  las actuaciones de 
los estud ian tes  de l qu in to  curso  (5o. B) de l C olegio Público  de  Prácticas de  la 
C iu d ad  de Valencia, que reso lv ieron  las tareas de  la v e rs ió n  de l cu es tio n a rio  
p a ra  tercer ciclo.
DATOS GENERALES
En este curso, de 23 e s tu d ian tes , 22 re sp o n d ie ro n  las p reg u n ta s  de l 
cuestionario  d iseñ ad o  p a ra  el tercer ciclo d e  la escuela p rim aria . Los 
docu m en to s  que  se an a lizan  son  los que c o rre sp o n d en  a los n ú m e ro s  
siguientes: 2 ,3 ,4 ,5 ,  6 ,8 ,9 ,1 0 ,1 1 , 12 ,14 , 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 y  23, p u e s  
se excluyeron los d e  los a lum nos de  educación  especial in teg rad o s en el aula.
La aplicación de  la  p ru eb a  se llevó  a cabo en  su  au la  de  clase, el 13 de m ay o  
de  1998 y  se inició a las 9h lOm. El tiem p o  p ro m ed io  que  em p lean  los n iñ o s  
seleccionados p a ra  re sp o n d er a las p reg u n tas  es d e  cero ho ras  cincuenta y  tres 
m inu tos; el p rim ero  en te rm in a r en tregó  a las 9h 51m  y el ú ltim o  a las lO h 
17m. La edad  p ro m ed io  de  estos a lum nos de  lOaños y  11 m eses.
P r e cu rso res d e l  r a z o n a m ie n t o  pr o p o r c io n a l
LISTA DE LOS ESTUDIANTES SELECCIONADOS
N° Nombre Fecha de nacimiento Edad H. Final
02 Héctor Ibañez G arda 18 Enero del 87 11 años 05 meses 9h 51m
03 José Luis López Pampl'0 14 abril del 87 11 años 01 meses 9h 54m
04 Pascual Peris Alagarda 8 noviembre del 87 10 años 6 meses 9h 54m
05 Elena Valbuena Esteve 10 noviembre del 87 10 años 6 meses 9h 54m
06 José V. Pellicer Ausina 30 mayo del 87 11 años Omeses 9h 55m
08 Manuel González Marco 18 julio del 87 10 años 10 meses 9h 58m
09 Jana Solé Orts 23 julio del 87 10 años 10 meses 9h 59m
10 JosepR. Somosa Villanueva 16 de junio del 87 10 años 11 meses 9h 59m
11 Fulgencio Ruso Julve 14 enero del 87 11 años 4 meses lOh OOm
12 Patricia Armiñana Conesa 24 mayo del 87 11 años 0 meses lOh OOm
14 Sara Ferreros López 20 mayo del 87 11 años 0 meses lOh 03m
15 Marina Marco Vera 10 noviembre del 87 10 años 6 meses lOh 05m
16 Guillermo Vilariño 30 junio del 87 10 años 11 meses lOh 05m
17 Sonia Aoquell Muñoz 10 enero del 87 11 años 4 meses lOh 07m
18 Agustín Pellicer Ausina 30 mayo del 87 11 años 0 meses 10h08m
19 Tamara Delgago Valdés 3 noviembre del 87 10 años 6 meses 10h09m
20 Almudena Terradez 25 febrero del 87 11 años 3 meses lOh lOm
21 Isabel Moya Martínez 1 diciembre del 87 10 años 5 meses lOh 13m
22 Cristina Carrión Lozano 16 marzo del 87 11 años 2 meses lOh 14m
23 Jóse V. cabo Navarro 25 agosto del 87 10 años 9 meses lOh 17m
El n ú m ero  de la p rim era  co lum na co rresponde al que se le asignó  al 
estu d ian te  al en treg ar el cuestionario  resuelto , y  es el que aparecerá, com o 
identificación del a lum no , en  todos los párrafos que  siguen.
Las respuestas de los a lum nos son  textuales y  están  con le tra  cursiva.
En la codificación de u n a  actuación  los d ígitos co rre sp o n d en  a: el p rim ero  a 
la categoría, el seg u n d o  a la subcategoría y  el tercero a la clase.
2
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______________________________ E n  l a  t a r e a  F o t o g r a f ía ______________________________
02 Elige el d ibujo  adecuado .
"En el tamaño de la cabeza y  los libros".
C ategoría 1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota: Parece que  com para  los d is tin to s tam añ o s de los e lem en to s  que 
h an  s ido  defo rm ados, lo que  le p e rm ite  elegir el d ibujo  adecuado .
03 Elige el d ibujo  adecuado .
"En el tamaño del libro abierto".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : Parece que  la com parac ión  de  los d is tin to s tam añ o s  de u n o  de  
los e lem en to s  que ha  s ido  defo rm ad o  es sufic ien te  p a ra  e leg ir el d ib u jo  
adecuado .
04 Elige el d ibu jo  con la im ag en  del libro del m ism o tam añ o  que el 
o rig in a l.
"En los libros la oja y  la cara".
C ategoría  2, Subcategoría 2.2, C lase 2.2.1 
N ota: Parece que  su  idea de  lo que debe ser u n a  foto se iden tifica  con  
ser "lo  m ás igua l posib le", n o  solo en  la form a sino  tam bién  en  el ta m a ñ o , 
p o r tan to  op ta  p o r el d ibujo  d o n d e  se rep iten  m ás datos.
05 Elige el d ibujo  adecuado .
"En el tamaño".
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N ota : La verba lizac ión  del a lu m n o  no  p e rm ite  iden tificar lo s 
e lem entos que  tom a en  cuen ta  en  la com paración , s in  em bargo , la ex p resió n  
ind ica  que  h a  enfocado  su  a tenc ión  sobre el tam año , al p a recer de  m a n e ra  
global.
06 Elige el d ibujo  adecuado .
"Que las otras fotografías tienen el libro muy pequeño o muy grande"
C ategoría  1, Subcategoría 1.1, C lase 1.1.1 
N o ta :V er com en tario  del a lu m n o  03.
08 Elige el d ibu jo  adecuado .
"En el libro y  la cabez".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota:Ver comentario del alumno 02.
09 Elige el dibujo adecuado.
"En los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota:Ver comentario del alumno 03.
10 Elige el dibujo adecuado.
"En que fueran iguales, por que algunos eran la cabeza más grande y  
cosas asi".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños de los elementos que 
están deformados, y elige, por exclusión, el dibujo adecuado.
11 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en el libro y la cabeza del niño por el tamaño, porque no 
va a ser el libro más grande que el niño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: El alumno escoge el dibujo que no tiene elementos deformados, 
pues ha hecho las comparaciones entre los tamaños del niño y los de los 
libros y explícita un caso en que no se conserva la razón interna.
12 Elige el dibujo adecuado.
"Me ha fijado en el libro en la forma del niño y en la cabeza".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
14 Elige el dibujo adecuado.
"Que en una los libros eran más grandes y  en otra el niño era más 
grande pero solo había una que era todo igual"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños dé los elementos que 
están deformados, y elige, por exclusión, el dibujo adecuado.
15 Elige el dibujo adecuado.
"En que los libros no están ni más gandes ni más pequeños y  también  
en la cabeza del niño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Ver comentario del estudiante 14
16 Elige el dibujo adecuado .
"En que, aunque esta pequeño, las medidas son iguales ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alumno no perm ite identificar los 
elementos que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la 
argum entación indica que ha enfocado su atención sobre la medida, al 
parecer de manera global.
17 Elige el dibujo con la imagen del libro del mismo tam año que el 
original.
"En que tiene la misma forma y  es el más grande del sobre".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
18 Elige el dibujo adecuado.
"En los libros, el folio y  el niño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
19 Elige el dibujo con la imagen del libro de tamaño más pequeño.
"Por el tamaño del niño y los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.2, Clase 1.2.3. 
Nota: Parece que su idea de lo que debe ser una foto se identifica con 
ser "más pequeña la imagen". Se centra en una parte de la información "los 
libros" y opta por el dibujo donde este es más pequeño.
20 Elige el dibujo adecuado.
"En la altura de los libros en la cabeza".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no permite identificar los elem entos 
que toma en cuenta en la comparación. La expresión "en la altura" parece 
indicam os que ha enfocado su atención sobre las distancias entre los 
elementos deformados, sin embargo es más plausible que tome altura como 
tamaño y que intente fijarse en la relación entre los tamaños, es decir en la 
consevación de una razón interna.
21 Elige el dibujo adecuado.
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"En el niño y en los libros"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
22 Elige el dibujo adecuado.
"me he fijado en el tamaño del niño y en el tamaño de los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
23 Elige el dibujo adecuado.
"En que todo este igualado. No puede haber una cabeza muy grande y 
un cuerpo pequeño. "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 10.
Resumen y comentarios
Fotografía 5o B
1.1.1 17/20
1.2.3 1/20
2.2.1 2/20
Tres estrategias se han identificado entre las actuaciones de los alumnos que 
se considera que han resuelto satisfactoriamente la tarea. Los que realizan 
una comparación global, es decir que no hay nada anómalo que viole su 
percepción global del dibujo, los que buscan la conservación de las razones 
internas en comparaciones específicas y los eligen por exclusión.
Un alumno entiende que una fotografía es una imagen más pequeña, por lo 
que elige el dibujo con el libro más pequeño, pero no generaliza este patrón a 
los demás elementos.
Consideramos que un alum no tiene una actuación no satisfactoria cuando 
no podemos ubicar su actuación en la subcategoría 1.1, es decir que no  
identifica correctamente las relaciones apropiadas de los elementos en juego.
6
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La actuación global en el cuestionario, en este sentido, de los tres a lum nos 
que la han tenido no satisfactoria en esta tarea, bien porque no ha 
generalizado el patrón de cambio, bien porque tienen una percepción aislada 
de los elementos de la tarea y han repetido un dato gráfico del enunciado es: 
uno, 7/20 respuestas acertadas, y los otros dos, 2/20 en un  caso y 13/20 en el 
otro.
Parece que algunos alumnos que tienen un desempeño débil en esta tarea de 
comparación cualitativa después tienen un desempeño débil en la m ayoría 
de las otras tareas del cuestionario o en las de alguno de los bloques. Por 
ejemplo, el alumno de los anteriores, que tiene un mayor núm ero de 
aciertos, falla en el bloque Escalas, donde únicam ente responde de form a 
adecuada a 2 de 5.
 En LA TAREA MUÑECOS (1/4)_______________________
02 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Ha escrito al margen una división en caja. 12 :4  = 3, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al parecer el estudiante asocia "la cuarta parte" con un cociente.
03 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja un botón en la trama.
Ha escrito en la trama una división en caja. 12 :4  = 3, resto 0.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1
Nota: Al parecer el estudiante asocia "la cuarta parte" con un  cociente, 
sin em bargo 'no refleja este comportamiento en su respuesta, repite u n  
elemento de la información gráfica, un botón de la escala de referencia, es 
coherente con su actuación en el siguiente apartado de la tarea donde 
también da como respuesta la repetición de un dato gráfico del enunciado.
05 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
7
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06 Dibuja un  muñeco de 3 unidades de altura que lo ha ubicado en la
trama para la respuesta del apartado b), y  que a esta cuestión responde 
dibujando un muñeco de seis unidades que lo ubica en la trama para para la 
respuesta del apartado a).
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: A partir de la interpretación que se hace de la ubicación de los 
dibujos, parece que el estudiante interpreta correctamente el significado de la 
expresión "la cuarta parte" porque corresponde a una fracción unitaria.
08 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura, ha iniciado el dibujo de 
un muñeco de mayor altura que tacha.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
11 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja un muñeco de 4 unidades de altura. Ha borrado uno de tres
unidades.
Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.1 
Nota: Al parecer el estudiante asocia "la cuarta parte" el núm ero  
natural cuatro, así se puede pensar en un comportamiento regido por el 
predom inio de los naturales, en este caso un "predom inio del 
denominador", usando terminologia de Figueras, 1988.
14 Dibuja un muñeco de 4 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.1 
Nota: Ver comentario del alumno 12.
15 Dibuja un  muñeco de 4 unidades de altura sobre uno de seis botones
de altura que había borrado.
Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.1 
Nota: Ver comentario del alumno 12.
16 Dibuja un muñeco de tres unidades.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
8
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17 Dibuja un muñeco cuya altura es de tres botones.
En un m argen escribe la división en caja: 12 :4  = 3, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja un  muñeco de 4 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.1 
Nota: Ver comentario del alumno 12.
19 Dibuja un  muñeco cuya altura es tres botones, junto a este ha
dibujado otro de tres botones de altura que ha tachado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
20 Dibuja un  muñeco cuya altura es de tres botones.
En un m argen escribe la división en caja: 12 :4  = 3, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
23 Dibuja en la segunda trama un  muñeco cuya altura es tres botones y
se considera que a la segunda cuestión no responde.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Resumen y comentarios
Muñecos (1/4) 5o B
1.1.1 13/20
1.4.1 4/20
2.2.1 1/20
4.3 2/20
El hecho de una dism inución del éxito en la resolución de la tarea (13/20) 
frente al resultado obtenido por los alumnos de cuarto curso (16/20) se debe 
al cambio en la naturaleza de la misma. En esta versión del cuestionario la 
fracción unitaria asociada a la relación funcional es 1/4 y en la otra versión 
es 1/2. De los trece alumnos que han respondido satisfactoriamente, tres dan 
evidencias de que interpretan la fracción como un cociente.
9
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Cuatro alumnos responden con una disminución: dibujan un muñeco de 
cuatro botones de altura, que parece debida al predom inio de los naturales, 
en términos del denominador, al trabajar con fracciones.
Uno de los alumnos que ha tenido una actuación débil (2.2.1) en la tarea 
Fotografía también tiene una actuación débil en esta tarea, vuelve a repetir 
un dato de la información gráfica.
Dos alumnos no contestan.
_______________________________ E n  LA TAREA MUÑECOS (2/3)_______________________
02 Dibuja un muñeco cuya altura es de seis botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Puede interpretarse que hay un predom inio de los naturales, 
bien en términos de num erador y denominador, dos veces tres unidades, 
bien en términos del denom inador, aum entar en tres unidades el m uñeco 
que dibujó.
03 Dibuja un muñeco de 2 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja un muñeco de 12 botones de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Parece que tiene dificultades con la forma verbal de las 
fracciones y al igual que en el apartado anterior responde repitiendo una 
parte del enunciado de gráfico, el muñeco dado.
05 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 Ha dibujado un muñeco de 6 botones de altura en la primera trama.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Ver comentario del alumno 02. Se ha estimado que la respuesta 
a este apartado de la tarea la ubica en la primera trama y que la respuesta al 
apartado anterior la ubica en la segunda trama. Otra interpretación, m enos 
plausible por su actuación global en la prueba, sería que el alum no ha 
contestado en el apartado a) con la mitad y que en el apartado b) tam bién
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contesta con la mitad, en este caso la categorización de ambas respuestas sería 
1.4.4., es decir de una disminución arbitraria.
08 Dibuja un muñeco de un poco menos de 2 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 No responde. Ha dibujado un  muñeco se tres botones del altura que 
ha borrado.
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Parece que interpreta dos tercios como dibujar otro de tres 
botones de altura, no le convence y lo borra.
10 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
11 Dibuja un muñeco de 2 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
14 Ha dibujado un muñeco de 6 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Ver comentario del alum no 02.
15 Dibuja un muñeco cuya altura es de tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Al parecer el estudiante asocia a la fracción "dos tercios" el 
núm ero natural tres, así se puede pensar en un comportam iento regido por 
el predom inio de los naturales, en este caso un "predom inio del 
denom inador".
16 Dibuja un  muñeco cuya altura es de ocho botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: El alumno ha interpretado correctamente la escala, ha dibujado 
un muñeco que tiene 2/3 de la altura del dado y no del que ha dibujado. 
Parece que tiene problemas en la interpretación del enunciado de la segunda 
parte de la tarea.
17 Dibuja un  muñeco cuya altura es de un  botón y medio.
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Al margen ha hecho la división en caja: 3 : 2 = 1,5
Categoría 3, Subcategoría 3.1,
Nota: El alum no interpreta "dos tercios" como una división, "tres 
entre dos" y por tanto no se trata de una dism inución arbitraria sino de una 
decodificación particular del enunciado.
18 Dibuja un muñeco cuya altura es nueve botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Parece que el alumno tiene dificultades de interpretación del 
enunciado de esta parte de la tarea y actúa sobre el m uñeco dado en el 
enunciado y no sobre el que dibujó. Se considera que asocia "dos tercios" al 
número natural tres y le quita tres unidades a la altura del muñeco dado, así 
se puede pensar en un comportamiento regido por el predom inio de los 
naturales, en este caso un "predominio del denom inador". Su respuesta es 
coherente con la actuación en el apartado anterior.
19 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 Dibuja un muñeco cuya altura es de un botón.
Arriba de la segunda trama ha escrito la división en caja: 3 : 3  = 1 ,  
resto 0 .
Categoría 3, Subcategoría 3.1,
Nota: El alum no al igual que evidenció en el prim er apartado 
interpreta la fracción como un cociente, en este caso "dos tercios" como la 
división "tres entre tres". Parece que pretende que el resultado sea entero por 
lo que cambia el numerador. No se trata de una dism inución arbitraria sino 
una interpretación del enunciado diferente a la esperada.
21 Ha dibujado un muñeco de 6 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02
22 Ha dibujado un  muñeco de 6 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02
23 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
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Nota: Aunque hay dibujado un muñeco de tres botones de altura en 
la segunda trama, como no ha dibujado nada en la primera, se ha 
interpretado que únicamente responde al apartado a) de la tarea.
Resumen y comentarios
Muñecos (2/3) 5o B
1.1.1 4/20
1.4.1 7/20
2.2.1 1/20
3.1 2/20
4.3 6/20
Solamente cuatro tuvieron éxito en este apartado de la tarea. Tal como era 
de esperar en este curso, la expresión "dos tercios" es mucho más difícil que 
la expresión "la cuarta parte", pues no se corresponde a la de una fracción 
unitaria.
Los siete alum nos que tienen una actuación centrada en el uso de los 
naturales al trabajar con fracciones tienen com portam ientos distintos; cinco 
de ellos, con un predom inio de num erador y denom inador, tom an dos 
tercios como dos veces tres y dibujan un muñeco de seis botones de altura, y 
los otros dos, con un predom inio del denom inador, hay uno que dibuja u n  
muñeco de tres unidades de altura y el otro que dibuja un muñeco de nueve  
unidades de altura, es decir que le resta tres unidades a la altura del dado de 
12 unidades en el enunciado.
Los dos alum nos que han tenido una actuación débil (2.2.1) en la tarea 
Fotografía tienen una actuación débil en esta tarea, ninguno tiene una 
actuación correcta. Uno repite un dato del enunciado gráfico, el muñeco de 
doce botones, y el otro interpreta "dos tercios" como el cociente de tres entre 
dos.
Dos alum nos tienen actuaciones en las que interpretan la expresión dos 
tercios del enunciado de forma diferente a la esperada. Los dos como u n
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cociente, pero uno como dividir tres entre dos y dibuja un  muñeco de 1'5 
unidades de altura y el otro como dividir tres entre tres y dibuja un m uñeco 
de una unidad de altura.
Seis alumnos no contestan a la pregunta, aunque uno ha borrado u n  
muñeco de tres unidades de altura.
En  la tarea Rectángulo
02 Dibuja un rectángulo a mano alzada de 18x12. Ha remarcado en rojo 
la respuesta
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
03 Dibuja un rectángulo con regla de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Construye un cuadrado de 12 unidades de lado.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El cuadrado que dibuja tiene los lados igual que el lado dado, es 
decir que repite un dato gráfico del enunciado.
05 Construye un rectángulo a mano alzada de 8x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha relacionado los datos de manera que la relación 
multiplicativa externa que ha identificado es la del doble.
06 Dibuja un rectángulo a mano alzada de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja un rectángulo a mano alzada de 20x12. Había dibujado uno de
12x4 que tachó y otro de 12x12 que también tachó.
Categoría 3, Subcategoría 3.1 
Nota: En un principio el alumno tiene tendencia a repetir un  dato del 
enunciado, pero luego dibuja el rectángulo más grande que le cabe en la 
cuadrícula. Parece que no reconoce la relación m ultiplicativa y que 
interpreta el enunciado como dibujar otro rectángulo sin atender a la 
relación entre los lados. En tareas parecidas, Hart (1981) denom ina las 
soluciones de este tipo como "métodos ingenuos o sencillos".
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09 Construye un rectángulo a mano alzada de 7x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2. 
Nota: Parece que la relación multiplicativa externa que ha identificado 
es la del doble, pero tiene problemas con el conteo, cuenta extremos en lugar 
de intervalos.
10 Traza a mano alzada un  rectángulo cuyas dimensiones son 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
11 Construye un rectángulo a mano alzada de 6x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene un lado igual que el mayor del 
rectángulo dado.
12 Dibuja un rectángulo con regla de 18x12. Ha remarcado la figura con 
rotulador negro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Traza a mano alzada un rectángulo de 12x18. Ha remarcado la figura 
con rotulador negro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
15 Traza a mano alzada un rectángulo de 18x12. Ha remarcado la figura 
con rotulador negro usando la regla.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
16 Traza a mano alzada un rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Traza a mano alzada un rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Construye un rectángulo a mano alzada de 18x12. Ha remarcado en la 
cuadrícula una trama de cuadrados 3x3 .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ha identificado la relación multiplicativa externa triple y parece 
que resuelve la tarea cambiando la unidad de superficie, el cuadrado 
unitario por el cuadrado 3x3.
19 Traza a mano alzada un rectángulo de 18x12.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
20 Traza a mano alzada un  rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Traza a mano alzada un rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 Traza a mano alzada un  rectángulo de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
23 Construye un rectángulo a mano alzada de 8x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
Resumen y comentarios
Rectángulo 5o B
1.1.1 16/20
1.1.2 1 /20
2.2.1 2 /2 0
3.1 1 /20
En las actuaciones de los diecisiete alumnos que son satisfactorias, 
dieciséis dan una respuesta acertada y uno tiene dificultades de conteo. No 
se puede identificar en la prueba de papel y lápiz los tipos de 
comportamientos que subyacen en sus soluciones, podría ser que 
reconocieran la relación externa o funcional o que intentaran conservar la 
razón interna. Esta es una desventaja del diseño de la tarea, tal vez 
pidiéndole al estudiante una explicación se podrían tener evidencias para 
distinguir los dos tipos de actuaciones que conducen a un éxito en la 
solución. Como la relación externa es entera y la interna no, es m ás 
plausible que los alum nos utilicen la primera para resolver el problema. 
En este curso parece que catorce alumnos utilizan la relación triple, u n o  
de ellos da evidencias de que sí la utiliza al rem arcar una nu ev a  
cuadrícula 3x3, y que tres utilizan la relación doble, uno de éstos es el que 
manifiesta tener dificultades de conteo.
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Dos alumnos repiten algún dato gráfico del enunciado; uno repite el lado 
de doce unidades y dibuja un cuadrado 12x12 y el otro el lado de seis 
unidades y dibuja un rectángulo 6x12.
N ingún alumno desarrolla una estrategia de tipo aditivo para resolver el 
problema ni se centra en la simetría axial.
Un alum no interpreta la expresión del enunciado "misma forma" como 
dibujar otro rectángulo sin tener en cuenta la relación entre los lados.
_______________________________ En  la tarea Perro_______________________________
02 Dibuja con rotulador rojo un perro con las siguientes características: 
cabeza, (3+2) x (2+1), cuello, (1+1) x (1+0), tronco, (5+3) x (2+0), patas, (1+1) x 
(2+0) Transforma los unitarios, oreja y cola, en cuadrados de 2 x 2. Ha 
tachado un cuadrado 3x3 en el que había remarcado la trama de la 
cuadrícula.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: El perro que ha dibujado no tiene el doble de altura y ha perdido 
la proporción, no se observa un patrón constante en los aum entos, aunque 
los lleva a cabo en las dos dimensiones. No identifica la relación de cambio, 
pero da la idea de un perro más grande que el original. Pudiera ser que el 
incremento (+1) sea el que explique su éxito con los unitarios.
03 Dibuja con regla un perro ampliando adecuadam ente todas las partes 
de su cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados y ampliados. 
Había colocado mal la oreja, lo ha tachado y ha escrito "no vale". Ha 
preguntado el significado de "escala de 2 a 1".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+0) x*(2+l), 
no tiene cuello, tronco, (5+3) x (2+0), patas, (1+1) x (2+1). Transforma los 
unitarios, oreja y cola, en dos cuadrados unitarios unidos por un vértice en 
sentido oblicuo. Ha preguntado el significado de "escala de 2 a 1".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4. 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción y no alcanza el doble de 
altura, no se observa un patrón constante en los aum entos, aunque son en
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ambas dimensiones. No identifica la relación de cambio, pero da la idea de 
un perro más grande que el original.
05 No responde. Ha preguntado el significado de "escala de 2 a 1".
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 Dibuja un perro ampliando adecuadamente todas las partes de su 
cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados. En su dibujo está 
remarcada sobre la cuadrícula una nueva trama de cuadrados de 2x2.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que resuelve la tarea cambiando la unidad de superficie. 
Cambia la unidad dada en la cuadrícula, cuadrado unitario, por una nueva 
unidad, cuadrado 2x2.
08 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+0) x (2-1), 
cuello, (l+ l)x (l+ l), tronco, (5+2) x (2+0), patas, (1+0) x (2-1). Transforma los 
unitarios, oreja y cola, en dos rectángulos horizontales, (l+l)x(l+0), y la cola 
la pega al tronco con una línea vertical de longitud el lado de un unitario. 
Ha hecho dos intentos que ha borrado, uno de ellos estaba bien 
dimensionado pero se salía de la cuadrícula.
Categoría 4, Subcategoría 4.2.
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, hace aum entos y 
decrementos unitarios, no da la idea de un  perro más grande que el original, 
incluso ha perdido altura. Parece que había identificado la relación de 
cambio en uno de los dibujos que ha borrado, pero como se le sale de la 
cuadrícula lo considera demasiado grande y lo borra. Responde con un  
dibujo que no tiene explicación, sin embargo como juega constantem ente 
con los valores de la expresión "2 a 1" también podía haberse ubicado en la 
clase 4.1.
09 Dibuja la imagen del perro ampliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello y las patas. Transforma los unitarios, oreja y cola, en dos cuadrados 
unitarios unidos por un  vértice en sentido oblicuo. La boca y el ojo los 
aumenta correctamente y están bien ubicados. El cuerpo está bien am pliado 
en sentido vertical, (2+2), pero no en sentido horizontal, (5+6). Hay signos de 
conteo en la figura original.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2
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Nota: Aunque tiene dificultades en los unitarios debido a la expresión 
"2 a 1", logra que la altura del perro corresponda al doble de la del original. 
Parece que tiene problemas con el conteo lo que hace que el perro aparezca 
alargado en sentido horizontal.
10 Dibuja la imagen del perro am pliando adecuadamente la cabeza y las 
patas. Transforma la oreja en dos cuadrados unitarios imidos por un  vértice 
en sentido oblicuo y la cola en dos cuadrados unitarios superpuestos en  
sentido vertical. La boca y ojo no los dibuja. El cuello está bien ampliado en 
sentido horizontal, (1+1), pero no en sentido vertical (1+2). El cuerpo está 
bien ampliado en sentido horizontal, (5+6), tal vez tiene problemas de 
conteo, pero no en sentido vertical, (2+1). Ha iniciado la figura con lápiz y la 
resalta con bolígrafo rojo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Aunque tiene dificultades, en los unitarios, debido a la 
expresión "2 a 1", en el conteo y con el cerramiento del cuerpo, logra que la 
altura del perro corresponda al doble de la del original.
11 Dibuja un perro am pliando adecuadamente todas las partes de su
cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja un perro am pliando adecuadamente todas las partes de su
cuerpo, excepto el tronco, que horizontalm ente está excesivam ente
aumentado, (5+7). El ojo y la boca están perfectamente ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota:. Parece que tiene problemas con el conteo lo que hace que el 
perro aparezca alargado en sentido horizontal.
14 No responde
Categoría 4, Subcategoría 4.3
15 Dibuja un  perro am pliando adecuadamente todas las partes de su 
cuerpo, excepto la cabeza, (3+ l)x(2+l).
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota:. Parece que ha decidido hacer un  aum ento un itario  
bidim ensional en la cabeza, tal vez porque considera que la cabeza no crece 
tanto como lo demás. El ojo y la boca intenta ubicarlos correctamente.
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16 Dibuja un  perro ampliando adecuadamente todas las partes de su 
cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Dibuja dos perros. Uno ampliando adecuadamente la cabeza, el cuello, 
el tronco y las patas, en el que transforma los unitarios, oreja y cola, en 
rectángulos verticales, (l+l)x(l+0), en el tronco ha escrito "x2", y  otro igual 
que el dado.
Categoría 3, Subcategoría 3.1.
Nota: Ha interpretado la expresión "escala 2 a 1" como dibujar uno  
doble y otro igual. En su dibujo doble tiene problemas con los unitarios.
18 Dibuja un  perro am pliando adecuadamente todas las partes de su
cuerpo. El ojo y la boca están perfectamente ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 Dibuja un  perro con las siguientes características: cabeza, (3+0) x (2-1), 
cuello, (l+0)x(l+l), tronco, (5+1) x (2-1), patas, (1+0) x (2+0). Conserva los 
unitarios, oreja y cola.
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, hace aum entos y 
decrementos unitarios, no da la idea de un perro más grande que el original 
ni de un perro como el dado, incluso ha perdido altura. Responde con u n  
dibujo que no tiene explicación, sin embargo como juega constantem ente 
con los valores de la expresión "2 a l "  también podía haberse ubicado en la 
clase 4.1.
20 Dibuja un  perro am pliando adecuadamente todas las partes de su
cuerpo. El ojo y la boca están bien ubicados.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 No responde. Ha dibujado sólo la cabeza de un perro que no termina
Categoría 4, Subcategoría 4.3
22 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
23 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
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Resumen y comentarios
Perro 5o B
1.1.1 6/20
1.1.2 4/20
1.4.4 2/20
3.1 1/20
4.2 2/20
4.3 5/20
De los diez alum nos cuyas actuaciones se considera satisfactorias en 
relación con la tarea -tienen en cuenta la bidim ensionalidad del aum ento 
y la relación de cambio-, seis no tienen ninguna dificultad para am pliar 
correctamente todo el dibujo y los otros cuatro no aplican el cambio en 
toda la figura, al parecer por dificultades con lo unitario (en los cuadrados 
unitarios: oreja, cuello y cola, o en las patas) o por dificultades de carácter 
técnico al cerrar el dibujo o por dificultades en el conteo.
Dos enfrentan dificultades múltiples, básicamente con la relación de cambio, 
no la identifican, aunque dan la idea de un perro más grande que el original.
Un alum no interpreta la expresión "2 a l "  como dibujar dos perros, uno  
igual y otro el doble, en éste tiene dificultades con lo unitario.
Dos alumnos tienen una actuación en la que dibujan un  perro que no tiene 
ninguna relación con el dado en el enunciado.
Cinco alum nos no contestan.
Ninguno de los dos alumnos que tuvieron una actuación no satisfactoria en  
la comparación de la tarea Fotografía, sus actuaciones no se ubicaron en la 
subcategoría 1.1, la tiene satisfactoria en la tarea Perro.
Podría estudiarse la hipótesis de que un razonam iento cualitativo suficiente 
en la comparación de figuras es condición necesaria para tener u n  
razonam iento suficiente en la resolución de tareas de escalas num éricas, 
tanto lineales como bilineales.
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Es decir que el éxito en la comparación cualitativa de figuras es un precursor 
para la adquisición de la noción de proporción y por tanto de razón.
En  la tarea Patios iguales
02 " En clase de Pablo".
"El n° de niños de cada clase ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de
niños, no hay evidencias de que tome en cuenta la igualdad de superficies
pero su respuesta es consistente con la que da en la pregunta siguiente.
03 "En el de la clase de Pablo".
"En que son dos más".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Haca una comparación cuantitativa de las cantidades de niños 
obviando la igualdad de superficies. Es consistente con su respuesta a la 
siguiente tarea.
04 " en el de pablo".
"porque son mas niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de 
niños, no toma en cuenta la superficie tal como se pone en evidencia con la 
respuesta que da en la siguiente tarea.
05 "en—ninguno son iguales en el de Pablo".
"En que los niños que juegan con pablo son más ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
06 " en la clase de Pablo".
"porque hay mucho más niños ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
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08 "Los de la clase de Pablo".
"Porque hay más niños que en la otra ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 02.
09 " La clase de Pablo".
"Pues como hay mas niños jugaran más apretados ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 02.
10 " en él de Pablo".
"por la cantidad de niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
11 " Jugaran más apretados los niños de la clase de Pablo".
"Que al haver más niños en un campo, hay menos sitio para jugar".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 0 2 , aunque en este caso hay una  
referencia a la superficie.
12 " Los de la clase de Pablo".
"Qué en la clase de Pablo hay mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 02.
14 " en la clase de Pablo".
"porque hay más niños en la de Pablo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 02.
15 * En los dos".
"Porque los dos son igual de grandes".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de 
superficie, no toma en cuenta las cantidades de niños tal como se pone en 
evidencia con la respuesta que da en la siguiente tarea.
16 " Los de la clase de Pablo".
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"Porque los campos son iguales yen  la clase de Pablo hay más niños 
que juegan a la pelota". .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, tiene en cuenta la 
igualdad de superficies y argum enta con un razonam iento de tipo directo 
comparando cualitativamente las cantidades de niños.
17 " En la clase de Pablo".
"Que los dos campos son iguales y en el campo de Pablo son más 
niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver cometario del alumno 16.
18 " En la de Pablo".
"Que en la clase de pablo hay mas niños y juegan mas apretados y e n  
la de luis pueden separarse mas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
19 " Los de la clase de Pablo".
"Que si los dos campos son iguales y  en uno juegan más niños que en 
otro en el que juegen más niños estaran más apretados".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 16..
20 "E n  el de la de Pablo".
"He dejado en el campo cada niño un hueco, en el de Pablo me ha 
sobrado un hueco y en el de Pablo me ha faltado" . Ha m arcado cuatro cruces 
en el campo de la clase de Luis y seis en el campo de la clase de Pablo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: En un principio su expresión verbal nos indica que asocia a cada 
niño"un hueco" de una unidad de superficie, sin embargo reitera el proceso, 
tanto en esta tarea como en las siguientes, por lo que asocia a cada niño dos 
unidades. Esto explica que en un caso le sobra superficie y en el otro le falta, y 
decide que jugarán más apretados donde le falta superficie.
21 " En la la clase de Pablo".
"Que son mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
A n e x o  2 .3 . Q u in t o  c u r so
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
22 " en la clase de de Pablo".
"los campos son iguales asi que me ha hecho decidir el numero de 
niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 16.
23 " En la clase de Pablo".
"Porque hay más niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
Resumen y comentarios
Patios iguales 5o B
1.1.1 18/20
2.2.3 2/20
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alumnos, en esta tarea y en 
la siguiente, es necesario comparar las respuestas que dan en ambas 
preguntas y buscar su coherencia. Esto nos permite distinguir si en la 
comparación centran su atención sólo en las cantidades de la misma especie.
Es de destacar que al cambiar la estructura de la tarea, respecto de la diseñada 
en las dos investigaciones anteriores -  en México, durante el periodo 1994-96 
y enValencia, durante el curso 1996-97-, han dejado de aparecer, como 
respuesta de los niños, expresiones ambiguas relacionadas con la palabra 
"juntos". Parece que al cambiar una situación estática por otra dinámica y no  
identificar en el enunciado la posición de los niños con cruces en suelo el 
llamado "efecto autobús" desaparece.
Dieciocho alum nos responden adecuadamente argum entando con u n  
razonam iento de tipo directo. Doce de ellos centran su atención en la 
comparación de las cantidades de niños, dando por hecho la igualdad de las 
áreas, de éstos, uno lo hace de forma cuantitativa. Cinco explicitan en su 
respuesta que tom an en cuenta la igualdad de las superficies y hacen la 
comparación de las cantidades de niños de forma cualitativa. Uno asocia a
25
P r ecu rso res d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
cada niño un "hueco" de una unidad de superficie, reitera el proceso y 
decide en función de la superficie que le sobra o que le falta.
Dos centran su atención en la comparación de cantidades de la m ism a 
especie; uno en las cantidades de niños y el otro en la igualdad de la 
superficies.
__________________________ En  la tarea Patios distintos__________________________
02 "La clase de Ana".
"El tamaño del campo"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies dando 
por supuesto la igualdad en el núm ero de niños que juegan. Es coherente 
con su respuesta anterior.
03 " fugarán igual-de apretados, -poe o Jugarán más apretados los de la 
clase de Ana".
"Que el campo es más pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
04 "en los dos".
"por que los niños que ban en Rosa que los niños que ban con Ana"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención, únicamente, en la comparación de las 
cantidades de niños, no toma en cuenta la superficie tal como se pone en 
evidencia con la respuesta que da en la pregunta anterior.
05 "en el de Ana".
"por que es más pequeño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
06 "en-el de-Rosa -los dos en el de Ana".
"por-que-hay la misma cantidad de niños
por que el campo de Ana es mas pequeño"
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que en un principio compara únicam ente las cantidades 
de niños pero después rectifica. Su respuesta es coherente con la anterior.
08 "En-los-dos igual En la clase de Ana".
"por que- son el mismo-número de niños 
Porque el campo es más pequeño que el otro"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 06.
09 "En el de Ana".
"El campo de juego es más pequeño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
10 "en el de Ana".
"el campo de Ana es mas pequeño"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
11 "Jugaran más apretados los niños de la clase de Rosa".
"Que aunque sean iguales el campo de Rosa es más grande, entonces
caven más"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque se equivoca en la respuesta que da en el prim er 
apartado, en el segundo argum enta correctamente relacionando todas las 
cantidades en juego y por tanto se considera que su actuación es satisfactoria.
12 "en la clase de Ana".
"Qué hay igual de niños pero el campo de Ana es más pequeño " 
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, tiene en cuenta la 
igualdad de las cantidades de niños y argum enta con un razonam iento de 
tipo inverso comparando cualitativamente las superficies de los campos de 
juego.
14 "en la de Ana".
"porque el campo es más pequeño .que el otro "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Ver comentario del estudiante 02.
15 "En el de Ana".
"Porque en el de Rosa es más grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque su respuesta es acertada, parece que centra su atención, 
únicamente, en la comparación de las superficies. No toma en cuenta el 
número de niños tal como se pone en evidencia en la respuesta que da en la 
pregunta anterior.
16 "Mas apretados estaran los de Ana".
"Porque el campo de Rosa es más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
17 " Jugaran-igual En el campo de Ana".
"En las dos clases son las mismas niñas pero no tienen el m ism o  
tamaño los patios".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 12.
18 "En la de de Ana".
"Que el campo de Ana es mas pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
19 "En el campo de la clase de Ana".
"Que si son los mismos niños los que juegan en el campo de la clase
de Ana estaran más apretados porqué el campo es más pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 12.
20 "En el de la clase de Ana".
"He hecho lo mismo que antes y  en la clase de Ana me faltaba u n
hueco y  en la de Rosa me ha venido justo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque en su expresiones verbales parece que asocia a cada 
niño "un hueco" de una unidad de superficie, sin embargo, tanto en esta 
tarea como en las otras de densidad, reitera el proceso y asocia a cada n iño
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dos unidades. Esto explica que en un caso le viene justo y en el otro le falta, y 
decide que jugarán más apretados donde le falta superficie.
21 "En la clase de Ana".
"Por el campo"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
22 "En el de la clase de Ana".
"Hay los mismos niños, asi que me ha hecho decidir el tamaño del 
campo"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 12.
23 "En la clase de Ana".
"Que son los mismos niños pero la clase de Rosa tiene un campo más 
grande"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 12.
Resumen y comentarios.
Patios distintos 5o B
1.1.1 18/20
2.2.3 2/20
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alum nos en esta tarea, ha  
sido necesario buscar la coherencia entre las respuestas que dan en ésta y en  
la anterior. Esto nos permite distinguir si en la comparación de las razones 
centran su atención sólo en las cantidades de la misma especie.
Al igual que en la tarea anterior, también en ésta han dejado de aparecer, 
como respuesta de los niños, expresiones ambiguas relacionadas con la 
palabra "juntos".
Dieciocho alum nos responden adecuadamente, todos ellos hacen u n  
razonam iento de tipo inverso coherente con el directo que utilizaron en la 
tarea anterior.
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De los dieciocho alumnos que hacen un razonamiento inverso para resolver 
esta tarea, seis explicitan la igualdad de las cantidades de niños y doce, 
aunque no explicitan dicha igualdad son coherentes en sus dos respuestas. 
Solamente tres alumnos relacionan explícitamente todas las cantidades en 
juego en las dos tareas.
Parece que en el sentido de W inch (1913,1914a y 1914b), se cumple que los 
alumnos que desarrollan correctamente un razonam iento cualitativo de 
tipo inverso también desarrollan correctamente el razonam iento cualitativo 
de tipo directo.
Dos alumnos centran su atención en la comparación de cantidades de la 
misma especie; uno en las cantidades de niños, por tanto responde con una  
igualdad de razones haciendo uso de un razonam iento de tipo directo, y el 
otro en el tamaño de las superficies.
_________________________ En  la tarea Razones iguales__________________________
02 * clase de Juan ¿iguales?, María".
"Por que es mas pequeño el campo ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: No tiene claro qué respuesta dar. En principio parece que se
centra en las cantidades de niños, después intenta hacer una compensación
cualitativa y finalmente se centra su atención en la comparación de las 
superficies, no tiene en cuenta el número de niños que juegan en cada patio, 
y toma la decisión con un razonamiento de tipo inverso.
03 " En la clase de Juan".
"El que sean más pensando en la estrategia que llevarían ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de 
niños, no toma en cuenta las superficies y toma la decisión con u n  
argumento de tipo directo.
04 " en los niños de la clase de Juan".
"por que son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Ver comentario del alumno 03.
05 " en los dos ".
"Porque el campo de María es más pequeño y  tiene menos niños y  el 
campo de Juan es más grande y  hay más niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
06 " en los dos jugaran igual ".
"porque el campo de Juan es mas grande pero tiene mas niños y  en el 
de Maria es mas pequeño pero con menos niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
08 " Los de la clase de Maria".
"Porque el campo es más pequeño que el otro
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
09 " La clase de María".
"Por el campo es más pequeño ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
10 " Juan".
"por que hay más niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación del núm ero de niños y 
no toma en cuenta las superficies.
11 " Jugaran más apretados los niños de la clase de Maria".
"Que el campo es más pequeño, entonces juegan más apretados".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
12 " en la clase de Maria".
"porque el campo es pequeño,".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Ver comentario del alumno 02.
14 " en la de María ".
"porque el campo es más grande que el otro".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
15 " En el de María ".
"Porque su campo es más pequeño que el de Juan".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
16 " En la de María ".
"Porque su campo de Juan es mas espacioso".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
17 " Jugarán igual de apretados". Ha tachado "En la clase de Maria".
"Que en los dos grupos, todos tienen dos cuadros para jugar".
Ha sombreado las dos unidades de superficie arriba a la derecha, 
encima de la cuadrícula ha escrito "2 por niño" y a la derecha "12", en u n  
caso, y "16" en el otro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su respuesta nos dice que utiliza todos los elementos en juego y 
que ve la igualdad de razones después de normalizarlas "2 por niño".
18 " En la de María".
"Que el campo de Maria juegan menos niños pero el campo es mas 
pequeño".
Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.5. 
Nota: Compara cualitativamente todas las cantidades en juego, pero 
parece que la diferencia entre las superficies no la compensa con la diferencia 
entre las cantidades de niños, por lo que con un razonam iento de tipo 
inverso, centrado en esta diferencia entre las superficies, contesta a la 
pregunta.
19 " En el de la clase de Maria".
"Que en la clase de Juan hay más niños y el campo es más grande y el 
de la clase de María es más pequeño aunque son menos niños".
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Categoría 1, Subcategoría 1.4., Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario anterior.
20 " En los dos igual". Ha puesto seis marcas en la cuadrícula del campo 
de la clase de María y ocho en la del campo de la clase de Juan.
"Creo que juegan igual. (Mismo camino que antes)".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al igual que en sus dos respuestas anteriores, ocupa una parte 
del campo con marcas y las relaciona con los huecos restantes. La expresión 
"mismo camino que antes" nos indica que ha vuelto a asociar "un  hueco" 
de una unidad de superficie a cada niño y reitera el proceso, como no le 
sobra superficie decide que juegan igual de apretados.
21 " En la clase de María y Juan".
"Por los niños y  el campo".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: En un  principio parece que hace uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones, pero no tiene seguridad en 
su respuesta y se decide por el campo más pequeño.
22 " en el de María".
"porque el campo es mas pequeño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies.
23 " Estarán igual de apretados".
"Que las dos clases dejan el mismo sitio por ocupar".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota:. Su expresión "mismo sitio por ocupar" indica que relativiza las 
dos diferencias obtenidas respecto de los correspondientes espacios ocupados 
en cada caso si asocia una unidad de superficie a cada niño, es decir en ambos 
casos sobra la m itad del campo de juego.
Resumen y comentarios.
Razones iguales 5o B
1.1.1 3/20
1.4.5 4/20
2.2.3 13/20
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Tres alumnos responden adecuadamente con actuaciones distintas: uno, ve 
la igualdad de razones norm alizándolas, "2 por niño", otro, asocia a cada 
niño una unidad de superficie y reitera el proceso, es decir que emplea el 
resultado de una operación intermedia, la división cuotativa, para hacer la 
comparación, y, el otro, relativiza su respuesta y argum enta la igualdad de 
razones en la forma "en ambos casos está ocupada la m itad de la superficie 
de los campos de juego".
Cuatro alumnos desarrollan estrategias de compensación cualitativa del 
tipo: "más de una cantidad puede compensarse o no con más de la otra 
cantidad". Dos de ellos concluyen que las razones son iguales y los otros dos 
que son distintas, pues consideran que la diferencia entre las cantidades de 
niños no llega a compensar la diferencia entre las superficies.
Trece alumnos se centran en parte de la información gráfica y  comparan 
cantidades de la misma especie. De ellos, tres usando un  razonam iento de 
tipo directo, centrándose en la comparación cualitativa de las cantidades de 
niños y diez usando razonam ientos de tipo inverso, de éstos, dos con 
comparaciones cualitativas del tipo "campo más grande" y ocho con 
expresiones del tipo "campo más pequeño.
_________________________En  la tarea Razones distintas_________________________
02 " Clase de Miguel”.
"El n° de niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cuantitativa de las 
cantidades de niños, no toma en cuenta las superficies, y toma la decisión 
con un razonamiento directo del tipo "donde hay más niños más apretado 
se jugará".
03 "En el de Miguel".
"Que son más y pensando en la estrategia".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
04 " en el de Miguel”.
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"Porque son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
05 "en el de los dos".
" Porque el campo de Marta es más pequeño y tiene menos niños y  el 
de Miguel porque es más gande y  tiene más niños ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
06 "igual".
"porque en la clase de Marta hay menos niños y  el campo es pequeño
y en el de Miguel hay más niños pero el campo es más grande ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
08 " En la clase de Miguel".
"Porque son más niños" ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
09 " En el de Miguel".
"Por que hay más niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
10 " (Miguel) Miguel".
"hay más niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
11 " Jugaran más apretados la clase de Miguel".
"Que al ser -más menos -caben sobra más sitio".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
12 " En la clase de Marta Miguel".
"que hay más niños y  el campo es estrecho
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en las cantidades de niños con 
una comparación cualitativa y que en su decisión no tiene en cuenta la 
comparación cualitativa que ha hecho de las superficies "el campo es 
estrecho".
14 en ninguno".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque responde al primer apartado, no da evidencias de cómo 
obtuvo la respuesta por lo que se considera que el alumno no contesta.
15 " En él de Marta".
"Porque es más pequeño ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
superficies y no toma en cuenta el número de niños.
16 " Igualados".
"Porque si colocamos a los niños, en los campos hay el mismo lugar 
vacio".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de tipo 
aditivo al comparar razones. Si cada niño ocupa una unidad de superficie las 
diferencias son iguales, seis unidades en cada caso.
17 " En la de Miguel".
"Que en la clase de Miguel son 2 cuadros por niño y en la clase de 
Marta 3 cuadros por niño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su respuesta nos dice que utiliza todos los elementos en juego. 
Halla las dos razones normalizadas y las compara.
18 " En el de Miguel". Ha marcado tres cruces en el campo de la clase de
Marta y seis en el otro campo.
"Que por mucho que sea el patio mas grande ellos son mas en cambio 
en el otro son tres".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones. Compara cualitativam ente
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las superficies " mas grande", esta diferencia no se compensa con la 
diferencia numérica entre las cantidades de niños "son tres" por lo que toma 
la decisión de que no juegan igual de apretados.
19 " En la clase de Marta Miguel".
"Qué—aunque en-la clase de Juan—de Miguel son más-ani ñe s que el 
campo de la clase de Marta es más pequeño son menos niños y  los niños d e 
la clase de Miguel son más aunque el campo es más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario anterior.
20 " En el de la clase de Miguel". Ha puesto tres cruces en el campo de la 
clase de Marta y seis en el campo de la clase de Miguel.
"(Mismo camino que antes) En el de la clase de Marta sobran huecos 
en el de la clase de Miguel no".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al igual que en sus tres respuestas anteriores, ocupa una parte 
del campo con marcas y las relaciona con los huecos restantes. N uevam ente  
asocia un "hueco" de una unidad de superficie por niño y reitera el proceso, 
de esa forma en el prim er campo le sobra y en el segundo no. Toma la 
decisión en función de la superficie que sobra.
21 " En el de Miguel".
"Que son más niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños.
22 " en el de Miguel".
"porque son muchos y  los otros son pocos y  aunque tengan el campo 
mas pequeño son menos".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones. Compara cualitativam ente 
las cantidades de niños "muchos/pocos", esta diferencia no se compensa con 
la diferencia cualitativa entre las superficies "mas pequeño" por lo que toma 
la decisión de que no juegan igual de apretados.
23 " En la clase de Miguel".
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"Que los niños de la clase de Miguel dejan medio por ocupar y  en la 
clase de Marta ocupan 1/3
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Usa todos los elementos en juego y su respuesta nos da
evidencia de que el alumno hace la comparación de razones en el sentido de 
Freudenthal (1983), un campo de juego está relativam ente más ocupado que 
el otro.
Resumen y comentarios
Razones
distintas 5o B
1.1.1 3/20
1.4.3 1/20
1.4.5 5/20
2.2.3 10/20
4.3 1/20
Tres alumnos responden adecuadamente con actuaciones distintas: uno, ve 
la desigualdad de dos razones normalizadas, "2 por niño" y "3 por n iño", 
otro, asocia a cada niño una unidad de superficie y reitera el proceso por lo 
que en un caso no le sobra campo y en otro sí, y, el tercero, argum enta la 
desigualdad de razones m ediante una relativización, pues compara un  tercio 
con la mitad.
Un alumno desarrolla una estrategia de tipo aditivo para comparar razones, 
asigna a cada niño una unidad de superficie y con una expresión del tipo 
"sobra lo mismo" concluye que las razones son iguales. Argum enta con la 
igualdad de las diferencias entre el antecedente y el consecuente de las dos 
razones que compara.
Cinco alum nos desarrollan estrategias de compensación cualitativa del tipo 
"más de una cantidad puede compensarse o no con más de la otra cantidad", 
dos concluyen que las razones son iguales y tres que son distintas, pues 
consideran que la diferencia entre las cantidades de niños no llega a 
compensarse con la diferencia entre las superficies.
Diez alumnos se centran en parte de la información gráfica y com paran 
cantidades de la misma especie. De ellos, nueve usan un  razonam iento de 
tipo directo, se centran en la comparación cualitativa de las cantidades de
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niños, y  el otro usa un razonam iento de tipo inverso, para ello hace una 
comparación cualitativa del tipo "campo más pequeño".
Un alum no aunque responde, se considera que no contesta, pues no la 
argum enta.
Parece que éstas dos últimas tareas tienen una dificultad similar para los 
alumnos de quinto de primaria. De los ocho alum nos que han desarrollado 
actuaciones que se han ubicado en la categoría 1, siete son los mismos en 
ambas tareas y  sus actuaciones son exactamente iguales en las dos. Al igual 
que en cuarto curso, en la tarea Razones distintas, un alum no desarrolla la 
estrategia de tipo aditivo, y en la tarea Razones iguales, ninguno. El 
porcentaje de los alumnos que han tenido una actuación débil es 
prácticamente equivalente en ambas tareas, 65% en la tarea Razones iguales 
y 60% en la tarea Razones distintas.
Dos alum nos comparan cualitativam ente las mismas cantidades en las 
cuatro tareas; uno se centra en el núm ero de niños y el otro en el tamaño de 
los campos de juego.
______________________ En  la tarea Repoblación de bosques______________________
02 " El b".
" El n° de arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades árboles, 
no toma en cuenta las superficies de las parcelas.
03 * El monte B".
" El que hdbran 3x3 filas y en el A  hábran 2x3 filas,f.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: A unque su respuesta indica que ha distribuido los árboles en 
filas de tres, parece que centra su atención en la comparación de las 
cantidades árboles y no toma en cuenta para su decisión las superficies de las 
parcelas.
04 " El de la parte B".
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" porque son muchos y  crecerán mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades árboles, 
no toma en cuenta las superficies de las parcelas.
05 "El monte B". Preguntó el significado de espeso.
"Porque han plantado más árboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario anterior.
06 "el del monte B". Preguntó el significado de espeso.
"porque tiene mas arboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
08 "El monte A  ".
"Porque hay menos árboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su argumentación en la comparación de las 
cantidades árboles, no toma en cuenta las superficies de las parcelas. Su 
respuesta indica que no conoce el significado de denso o espeso lo que 
explicaría su razonam iento de tipo inverso "menos árboles luego m ás 
denso".
09 " La parcela B".
"La cantidad de pinos ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
10 " el B".
"an plantado más árboles ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
11 " Sera más denso el monte (B)".
"Porque Que al haver más árboles el monte sera más denso ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
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12 " La parcela del monte A".
"qué hay menos árboles pero la parcela es más pequeña ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones. Compara cualitativam ente 
las cantidades de árboles " m enos", esta diferencia no se compensa con la 
diferencia cualitativa entre las superficies "mas pequeña" por lo que toma la 
decisión de que no estarán igual de densos.
14 " Los dos igual".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque da una respuesta correcta, su falta de argum entación 
no proporciona evidencias sobre las características de su actuación que 
perm itan clasificarla en una clase distinta a no responde.
15 "E lB ".
"Que la parcela es más grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
superficies y no toma en cuenta el núm ero de árboles. Es de notar su 
razonam iento directo relacionado con la densidad "a mayor superficie 
mayor dendisad o espesura".
16 "E l A".
"Que hay menos espacio".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
superficies de las parcelas y  no toma en cuenta el núm ero de árboles, su  
razonamiento es de tipo inverso "menos espacio luego más denso".
17 "E lB ".
"Que tienen más espacio".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota:Ver comentario del alumno 15.
18 " En el B".
"por que tienen mas árboles ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
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19 " Más denso el de la parcela a y más espeso el de la parcela B
"Qué hay mas árboles aunque hay los mismos árboles en cada fila d e 
la parcela".
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Parece que el alumno ha distribuido los árboles en las parcelas 
pero desconoce el significado de denso o espeso. Ha dado una respuesta 
inducida por la pregunta; él entiende que hay que elegir entre las 
expresiones "espeso" o "denso" y asocia una con la parcela A y otra con la B. 
Se considera que su respuesta y su argumentación no son pertinentes.
20 " En la parcela del monte B ". Ha dibujado seis árboles en la parcela A,
tres por unidad de superficie, y ocho en la parcela B, tres en la prim era 
unidad, dos en la segunda y tres en la tercera.
"No sobran casi huecos en el monte B".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Vuelve a ocupar la superficie como en los casos anteriores. En 
este caso tiene dos dificultades, una en el conteo, dibuja ocho árboles en la 
parcela B, y otra en la ocupación de unidades de superficie, que no es uno a 
uno.
21 "ElB".
"Que tiene más sitio".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 15.
22 " el B .".
"por el número de árboles".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
23 " El monte B
"En que los árboles estarán más juntos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Su actuación puede interpretarse de dos maneras, una que
centra su atención en la información gráfica, por lo que su argum ento sería
tipo "donde estén más juntos, será más espeso" olvidándose de la razón, y la 
otra, más plausible, que compara cantidades de la misma especie, en este caso
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el núm ero árboles, con el argum ento "como hay más árboles cuando 
crezcan, estarán más juntos".
Resumen y comentarios
Repoboblación 
de bosques 5o B
1.1.1 0 /2 0
1.1.2 1 /20
1.4.5 1 /20
2.2.3 16 /20
4.1 1 /20
4.3 1 /20
Un alum no tiene una actuación satisfactoria, pero manifiesta dificultades en 
el conteo y en la correspondencia entre las unidades de superficie y los 
árboles, que en este caso no es uno a uno.
U n alum no desarrolla una estrategia de compensación cualitativa del tipo 
"más de una cantidad puede compensarse con más de la otra cantidad", pero 
estima que la compensación no llega a producirse y decide que las razones 
no son iguales.
Dieciséis alumnos se centran en parte de la información gráfica y com paran 
cantidades de la misma especie. De ellos, once usan un razonamiento de tipo 
directo a partir de una comparación cualitativa de las cantidades de árboles, 
uno compara las cantidades de árboles, pero su argum entación no es 
consistente, tal vez por el significado de la expresión "denso o espeso" y los 
otros cuatro se centran en la comparación cualitativa de las superficies; de 
éstos, tres con un razonam iento de tipo directo "donde la parcela sea más 
grande, el bosque será más espeso" y el otro con un  razonam iento de tipo 
inverso "donde la parcela es más pequeña, el bosque será más espeso".
Un alum no se considera que tiene una actuación no pertinente, tiene 
dificultades de comprensión del enunciado y da una respuesta inducida por 
la estructura de la pregunta, una disyunción entre dos palabras difíciles para 
él como son denso y espeso.
Un alum no se considera que no contesta.
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A los tres alumnos que preguntaron sobre el significado de "espeso o denso" 
se les respondió recordándoles el cuento de Robin Hood en el que los 
bandidos se escondían en la espesura del bosque.
La tarea es más difícil que las anteriores del bloque Densidad, pues 18/20 
tienen una actuación débil en su actuación al intentar resolverla. Al parecer 
la asociación de una Unidad de medida alargada "hilera" con una cantidad 
de árboles que se han de plantar en ella causa mayores dificultades que una 
discretización "más familiar" de la superficie por medio de la retícula. Por 
otra parte, la representación de irnos bosques mediante unas parcelas para 
imaginárselos después iguales cuando hayan crecido los árboles es una 
abstracción m uy fuerte para los alumnos de primaria.
■_______________ En  la tarea Bocadillos. A partado a )_____________________
02 "D".
"Porque son dos y tienen uno cada uno ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.5 
Nota: Aunque su primera contestación es correcta, parece que centra 
su atención en la información gráfica, es la única viñeta donde cada 
estudiante tiene al menos uno, y se olvida de la razón.
03 "En el D".
"En el D hay 3 para 2 con lo cual es 1 y  medio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: En un principio ve el reparto como un cociente y da la respuesta 
en forma decimal, tacha y parece que compara unidades enteras por lo que 
da la respuesta en forma de número mixto.
04 " A  D".
"porque hay- muchos bocadillos porque hay mas panes ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de bocadillos que 
hay en cada viñeta. Aunque hay tres viñetas con tres bocadillos, puede ser 
que en un  principio cuente cuatro en la A y optó por esta respuesta para el 
apartado a).
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05 "En la D".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque da una respuesta correcta, su falta de argum entación 
no proporciona evidencias sobre las características de su actuación que 
permitan clasificarla en una clase distinta a no responde.
06 "en el grupo que comerán más porque cada uno comerá un bocadillo
y medio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque no hace referencia a la viñeta, parece que compara 
unidades enteras como el resultado del reparto.
08 "En el D ".
"Que en el D comerán más porque son dos estudiantes y  tres
bocadillos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque su respuesta es descriptiva, relaciona todos los 
elementos en juego y es consistente con la que da en el apartado b) de la 
tarea.
09 " El grupo C ".
"por que tienen uno y medio para cada uno ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha confundido la letra que identifica la viñeta, tal 
vez por la posición. Sus expresiones "para cada uno" en la tarea indican que 
ha hallado todos los repartos , los ha norm alizado "para cada uno", y los ha 
comparado.
10 " D ".
"porque hay tres bocadillos para dos personas"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
11 " en el D
"Porque son dos y  tienen 3 bocadillos"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
12 " D ".
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"En el D porque hay más bocadillos pero menos estudiantes
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de estudiantes, tal 
como hace en el siguiente apartado de la tarea, pero al completar su 
argumentación con un  dato que no está en el enunciado, "hay m ás 
bocadillos", hace que se considere que su actuación no esté identificada.
14 " D ".
"porque solo hay dos chicos entonces tienen más para comer ",
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque su primera contestación es correcta, parece que centra 
su atención en la comparación cualitativa del núm ero de niños para 
argumentar mediante un razonamiento de tipo inverso. No da evidencias 
de considerar el núm ero de bocadillos. Es coherente con la actuación que 
tiene al resolver el siguiente apartado de la tarea.
15 " En el D ",
"Yo creo que en el D porque hay 3 bocadillos y  2 personas",
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
16 " D ".
"Son dos y tienen tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
17 "En el grupo D: porque son 1 bocadillo y medio para cada uno". Ha 
escrito a la izquierda de la viñeta A la fracción "1/2" y a la derecha de la 
viñeta D la expresión " ly l /2 "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha hallado todos lo repartos, aunque solo ha escrito 
dos, que los interpreta como fracciones y que los ha comparado.
18 " en el D ".
"porque en el D son dos i tienen tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
19 " en el D ",
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"porque solo son dos y hay tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
20 " En el grupo D , hay bocadillo y  medio para cada uno".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara unidades enteras en los repartos por lo que 
da la respuesta en forma de número mixto.
21 " en el d"
"porque le sobra un bocadillo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara unidades enteras en el reparto y considera 
que cada estudiante tiene, al menos, un bocadillo para comer, lo que no  
ocurre en las otras viñetas.
22 " en el D ".
"porque tienen 3 bocatas y solo son dos niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
23 " En el d ".
"Porque cada estudiante comen un bocadillo y medio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 20.
Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado a) 5o B
1.1.1 15/20
2.2.3 2 /2 0
2.2.5 1 /20
4.2 1 /20
4.3 1/20
Quince alumnos tienen una actuación satisfactoria al resolver esta tarea. De 
ellos, dos parece que se dan cuenta de la igualdad del núm ero de bocadillos y 
argum entan con una comparación cualitativa de las cantidades de 
estudiantes, el resto parece que sus respuestas están sustentadas en u n
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reparto unitario; de éstos, cinco se expresan en forma de núm ero mixto 
"uno y medio".
Dos alumnos comparan cantidades de la misma especie: uno hace u n  
razonam iento de tipo directo del tipo "donde más bocadillos hay, más se 
come" y el otro uno de tipo inverso "donde menos estudiantes hay, más se 
come".
Uno se centra en la información gráfica.
Un alumno tiene una actuación que se considera no pertinente, pues su 
argumentación la hace con datos que no están en el enunciado.
Un alumno da la respuesta correcta, pero se considera que no responde por 
falta de argumentación.
Al parecer las argumentaciones se centran en el núm ero de entidades 
enteras que le tocan a cada niño, excepto en dos casos que hacen u n  
razonamiento de tipo inverso, no parece que tomen en cuenta las razones.
Hay distractores en las viñetas que prom ueven ver más bocadillos de los que 
en realidad hay, sobre todo en la viñeta A.
Es conveniente como en las dos prim eras tareas de bloque Densidad 
comparar las actuaciones que los alum nos tienen al responder los dos 
apartados de la tarea y buscar su coherencia.
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado b)_____________________
02 "A ".
"Por que hay mas niños".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque su primera contestación es correcta, parece que centra 
su atención en la comparación cualitativa de las cantidades de niños para 
justificar con razonamiento de tipo inverso. No da evidencias de considerar 
el número de bocadillos.
03 "En el A".
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"En el A  hay 3 para 6 con lo cual tocara un medio". A  continuación 
escribe una división en caja 6 : 3  = 2, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que interpreta la razón como reparto y éste como 
cociente.
04 "G  A ".
"Hay-y eces-bocadillos, hay menos
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: En un principio parece que centra su atención en la cantidad de 
bocadillos que hay en cada viñeta y opta por la C, donde hay dos bocadillos, 
después cambia a la A y su argumentación "hay menos" no tiene sentido.
05 "En la A  "
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque da una respuesta correcta, su falta de argum entación 
no proporciona evidencias sobre las características de su actuación que 
perm itan clasificarla en una clase distinta a no responde..
06 " en el grupo a comerán menos porque cada uno se comerá m edio
bocadillo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha hecho todos los repartos y que los ha comparado.
08 "En el A".
"Que en el A  comerán menos porque son seis estudiantes y tres 
bocadillos
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque su respuesta es descriptiva, relaciona todos los 
elementos en juego y es consistente con la que da en el apartado a).
09 "El grupo A, por que hay medio bocata para cada uno
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 06.
10 " A ".
"porque hay tres bocadillos para seis personas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.11  
Nota: Ver comentario del alum no 08.
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11 " en el A  ".
"Porque s om  son 6 y  tienen 3 bocadillos; se los trendran c¡ue 
compartir".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 08.
12 " A
"porque hay menos bocadillos y  más estudiantes".
Categoría 4, Subcategoría 4.2  
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de estudiantes, tal 
como hace en el apartado anterior de la tarea, pero al completar su 
argumentación, también en este caso, con un dato que no está en el 
enunciado, "hay menos bocadillos", hace que se considere que su actuación 
no esté identificada.
14 " A ".
"Porque hay muchos chicos entonces tienen que repartirse más".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Aunque su prim era contestación es correcta, parece que centra 
su atención en la comparación cualitativa del núm ero de niños para 
argum entar mediante un  razonam iento de tipo inverso. No da evidencias 
de considerar el núm ero de bocadillos. Es coherente con la actuación que 
tiene al resolver el apartado anterior de la tarea.
15 " A  ".
"En el A  porque hay tres bocatas y son muchos niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que se da cuenta de que hay tres bocadillos en varias 
viñetas y que para comparar los repartos es suficiente hacer u n  
razonam iento inverso "si el denominador es mayor, muchos niños, la 
fracción (ración) es menor".
16 " A
" Son seis y tienen tres bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
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17 "En el grupo A: porque son 3 bocadillos para cada 6 personas y salen a
1¡2 bocadillo cada nino”. Ha escrito a la izquierda de la viñeta A la fracción 
"1 /2" y a la derecha de la viñeta D la expresión " ly l /2 "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha hallado todos lo repartos, aunque solo ha escrito 
dos, que los interpreta como fracciones y que los ha comparado.
13 " en el A  ".
*porque tienen tres bocatas y  son seis niños”.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
19 " en el A  ".
"Porque hay más gente y  menos bocadillos”.
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de estudiantes para 
desarrollar un razonam iento de tipo inverso, pero al completar su  
argum entación con "hay menos bocadillos" hace que su actuación no esté 
identificada.
20 " En el grupo A, hay medio bocadillo para cada uno ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 06.
21 " en el a porque hay más gente y menos bocadillos".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Ver comentario del estudiante 19.
22 " en el A  ".
”porque tienen 3 bocatas y son muchos”.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su argum entación es descriptiva y su razonam iento es 
cualitativo de tipo inverso, "son muchos, luego comerán menos".
23 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Ha contestado correctamente al apartado anterior.
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Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado b) 5o B
1.1.1 12/20
2.2.3 2 /2 0
4.2 4 /2 0
4.3 2 /2 0
Doce alumnos tienen una actuación satisfactoria; de ellos, cinco responden 
con la fracción un  medio, cinco con una descripción cuantitativa: tres 
bocadillos y seis estudiantes, y los otros dos mezclan lo cuantitativo y lo 
cualitativo: hay tres bocadillos y son muchos.
Es difícil distinguir como hacen la comparación entre el resultado del 
reparto en A y en C. Al parecer "ven" que les toca más de la m itad en el C y 
éso puede ser un argumento que les lleve a tener éxito en la comparación.
Hay que resaltar que el éxito en este apartado de la tarea, donde tienen que 
fraccionar para comparar, es menor que en el anterior, donde tenían que 
comparar a partir del reparto unitario.
Dos alum nos comparan cantidades de la misma especie. Uno argum enta: 
que donde más niños hay, más se come, y el otro: que donde más gente hay, 
menos se come.
Cuatro alum nos tienen actuaciones no identificadas pues sus argum en­
taciones se contradicen con la información gráfica.
Dos alumnos se considera que no responden; uno por falta de argum en­
tación a su respuesta y el otro porque no contesta.
____________________ En  la tarea M ermeladas. A partado a )_______________
02 " 60".
"Por que dicen que es igual
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Interpreta correctamente el enunciado verbal.
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03 "30".
"Si es la mitad de peso también lo sera de cantidad de fruta".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Parece que opera con el "tanto por ciento" como si fuera una  
cantidad extensiva y que aplica una regla aprendida sobre la proporción.
04 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
05 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 "30".
"restando a 225 450 225".
Ha escrito la siguiente operación en columna 450 - 225 = 225 .
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: El alumno se da cuenta que 225g es la mitad de 450g y opera con 
el "tanto por ciento" como si fuera una cantidad extensiva, es como si 
hiciera una división partitiva.
08 "30".
"Porque en el grande los gramos son el doble, y - tamb".
Ha escrito la siguiente división en caja: 6 0 :2  = 30, resto 0 .
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del alumno 06.
09 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
10 " 60".
"porque los dos frascos la misma fruta que el grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que le falta term inar su argum entación verbal con la 
frase "de la misma calidad".
11 " 40".
"Porque si dice que son de la misma calidad, si uno tiene el 60% al 
otro le restas 100% - 60% = 40%
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clrse 2.3.3.
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Nota: Parece que hay un predom inio de la operatividad, el a lum no
opera con parte de los datos del enunciado.
12 No contesta. Al margen ha escrito las siguientes divisiones en caja:
450 :225 = 2, resto 000, 450 :2  = 225, resto 0,225 : 60 = 3, resto 45, ésta
la tachó. Además borró otra división: 225:450 = y una multiplicación en 
columna: 225 x60 = 13500
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque se considera que el alumno no contesta, parece que hay 
un predominio de la operatividad, tal como se manifiesta en las operaciones 
indicadas.
14 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
15 " 60".
"Pues porque supongo que en los dos habra el mismo tanto por 
ciento".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que le falta term inar su argum entación verbal con la 
frase "pues tienen la misma calidad".
16 " 30".
"Como el pequeño pesa la mitad, he dividido el por ciento por la
m itad
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
17 "25".
"dividiendo por 100". Ha escrito las siguientes operaciones, en 
columna o en caja:
225 :100 = 2'25 ; 45Q : 6Q = 7'5 ; 7'5 por gr. ; 225 x 7'5 = 1687'5
que ha tachado.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que el alum no opera con parte de los datos del 
enunciado, no tiene claro el significado del tanto por cien y elige como 
respuesta la parte decimal de la división del peso 225g por cien .
18 " 30".
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"Hariguando que 225 es la mitad de 450 supe que seria la mitad de 60 
que es 30".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
19 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 No contesta.
Ha escrito al margen "No sabemos haer el tanto por ciento. (No lo 
hemos dado)
Categoría 4, Subcategoría 4.3
21 "30".
"le he quitado la mitad".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
22 " 30".
"he hecho 225 +225 = 450 entonces 30 + 30 = 60".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
23 "30".
Al margen ha escrito la división en caja: 450 : 60 = 7'5, resto 00.
"Que el frasco pequeño era la mitad que el grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Parece que hay un predominio de la operatividad, prim ero hace 
una división con dos datos, el resultado no le satisface y luego halla la m itad 
de sesenta.
Resumen y comentarios
Mermeladas
Apartado (a 5o B
1.1.1 3 /2 0
2.3.3 2 /2 0
2.3.4 8 /2 0
4.3 7 /20
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Tres alum nos tienen una actuación satisfactoria, interpretan de forma 
correcta el enunciado verbal, es decir, si tienen la misma calidad, tendrán el 
mismo tanto por ciento de fruta.
El 50% de los alumnos manifiesta un predom inio de la operatividad en sus 
actuaciones. De ellos, dos operan con parte de los datos: uno responde 40, 
resultado de la diferencia 100 - 60, y el otro 25, las dos cifras decimales del 
cociente de la división 225 por 100, y ocho operan con el tanto por ciento 
como si fuera una cantidad intensiva, relacionan los pesos de los dos frascos 
y responden con la mitad de 60.
Siete alum nos se considera que no responden; cinco de ellos no contestan, 
uno hace varias operaciones al margen y no contesta y el otro manifiesta que 
no han dado el tanto por ciento en el aula.
Es im portante señalar que ningún niño preguntó por el significado del 
simbolo %, parece ser que forma parte de una información visual cotidiana y 
no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la inform ación 
numérica, sin embargo uno pone de manifiesto en su respuesta que no se lo 
han enseñado.
____________________ En  la tarea M ermeladas. A partado b)_____________________
02 " 450g".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Repite un dato del enunciado de la tarea.
03 "450- 240g.de fruta".
Multiplicando 60x4, o sea sacando el tanto por ciento
Categoría 1, Subcategoría 1.1., Clase 1.1.2. 
Nota: Parece que quiere aplicar una regla aprendida, tomar el tanto 
por ciento como una fracción y ésta como operador. Sin embargo tiene 
dificultades con la división no entera o con los núm eros decimales y 
multiplica 60 por la parte entera del cociente de dividir 450 por 100.
04 "450g".
"por la etiqueta ".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
05 " 450 ".
"Porque lo pone en la etiqueta ”.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
06 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
08 "40%  240 gramos”.
"Porque he mirado cada % vale y  el 60% lo he multiplicado por el 
resultado de la división". Ha escrito al m argen dos divisiones en caja, una 
450: 100 = 4, resto 05 y otra que ha tachado 450 : 100 = 4, resto 050 y una 
multiplicación en columna 60 x 4 = 240 .
Categoría 1, Subcategoría 1.1., Clase 1.1.2. 
Nota: Como el alum no 03, parece que quiere aplicar una regla 
aprendida, tom ar el tanto por ciento como una fracción y ésta como 
operador. Sin embargo tiene dificultades con la división no entera o con los 
números decimales y multiplica 60 por la parte entera del cociente de dividir 
450 por 100.
09 " 450 g ”.
"por que lo tiene puesto en el bote”.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
10 * 450 ”.
”lo pone en la etiqueta”.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
11 " 7g de fruta”.
"Dividiendo 450 : 60 = 7".
Al margen ha escrito la división en caja 450 : 60 = 7, resto 30.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Opera con parte de los datos del enunciado.
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12 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
14 "450g".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
15 "450 ".
"Porque lo pone en el frasco".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
16 "270g".
"Los gramos los he dividido entre 100 y he multiplicado por 60".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece el resultado de una regla aprendida, toma el tanto por 
cien como una fracción y ésta como un operador.
17 " 33.750 gramos de fruta".
"multiplicando por 7'5 que son"
"Dividiendo 450 entre 60 y  al resultado multiplicarlo por 450".
Al m argen ha escrito la multiplicación en columnas 450 x 7'5 = 
33.750, la división que cita la ha escrito, en caja, arriba junto  al texto del 
primer apartado de la tarea.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Opera con parte de los datos del enunciado.
18 " 450".
"porque lo pone en el frasco
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
19 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
21 * 450 ".
"le he quitado a 900 - 450 = 450".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Este comportam iento puede tener dos interpretaciones: una, 
que repite un dato del enunciado, y otra, que opera por operar, parece m ás 
plausible la primera. Hay un  predominio de la última acción realizada, en la 
prim era parte de la tarea le quitó la mitad y ahora introduce un dato en el 
enunciado, 900, para justificar su respuesta de la misma forma.
22 " 450 g .".
"porque lo pone en el frasco ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
23 "7,5#".
"He dividido los gramos entre el 60% de la fruta".
La división que cita ya la ha escrito en caja arriba junto al texto del 
prim er apartado de la tarea.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Opera con parte de los datos del enunciado.
Resumen y comentarios
Mermeladas
Apartado (b 5o B
1.1.1 1/20
1.1.2 2 /2 0
2.2.1 10/20
2.3.3 3 /2 0
4.3 4 /2 0
Tres alumnos tienen una actuación satisfactoria, parece que aplican un  regla 
aprendida -tom ar el tanto por cien como una fracción y ésta como u n  
operador. Sin embargo, dos de ellos tienen problemas con la división no  
entera o con los números decimales.
Diez alumnos repiten parte de la información verbal, responden con el dato 
del enunciado que se refiere al peso de la m erm elada en el frasco, 450g. U no 
de ellos intenta justificar su respuesta argum entando, como en el apartado 
anterior, que 450 es la m itad de "algo" y el resultado de una diferencia, 
introduce el dato 900 en el el problema y escribe 900 - 450.
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Tres alumnos operan con parte de los datos, dos de ellos responden con el 
cociente de dividir 450 entre 60, y el otro también divide 450 entre 60, pero 
contesta con el resultado de multiplicar las cifras del cociente de la d iv isión 
anterior por 450.
Cuatro alumnos no contestan.
Es im portante señalar que ningún niño preguntó por el significado del 
símbolo %, parece ser que forma parte de una información visual cotidiana y 
no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la inform ación 
num érica.
_________________________En  la tarea Refresco de limón_________________________
02 "El de María. ".
"los litros de agua ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Aunque su respuesta es acertada, parece que se centra en la 
mayor de las cantidades de una de las magnitudes.
03 " El de Juan ".
"El que Juan es un litro menos de naranjada pero 2 de agua ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de tipo aditivo, quiere 
comparar la diferencia entre las cantidades de jarabe con la diferencia entre 
las cantidades de agua y argum enta con un razonam iento de tipo inverso, 
como la diferencia entre las cantidades de agua es mayor que la diferencia 
entre las cantidades de jarabe, entonces el de María tiene menos sabor.
04 "E l de María".
"María 2 litros y  el de Juan 1 litro".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Se centra en una de las magnitudes, la cantidad de jarabe, y el 
razonamiento es de tipo directo "a más jarabe más sabor"
05 "El de Juan ".
"Porque María le había puesto 8 l. de agua el sabor se nota menos ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Como se centra en una de las m agnitudes, las cantidades de 
agua, su respuesta es coherente con razonamiento es de tipo inverso "a m ás 
agua menos sabor"
06 " igual ".
"porque si a uno le pones mas limón y mas agua y al otro le pones 
menos limón y menos agua te da igual".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de compensación 
cualitativa, la diferencia entre las cantidades de jarabe se compensa con la 
diferencia entre las cantidades de agua y el resultado es que las razones son 
iguales.
08 "El de María ".
"Qué María le ha hechado más limón".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
09 * El de Juan ".
"Por que lo creo"
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Da una respuesta no correcta, pero su argum entación no  
proporciona pruebas sobre su actuación. Se considera que no responde.
10 "el de maría ".
"porque el de maría tiene 2 litros y el de Juan uno".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
11 " El de Juan ".
"Porque mas jarabe menos agua tenga, tiene más sabor.".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
12 " los dos igual el de Juan ".
"Que tiene menos agua que el de María".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 05.
14 "el de María tiene más sabor ".
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"porque le añadido más jarabe de limón".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Ver comentario del alumno 04.
15 " El de Juan ".
"Que tiene menos jarabe y menos agua entonces pues como no tiene  
tanta agua se nota más el limón"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Aunque compara cualitativamente todas la cantidades, su 
verbalización revela que la decisión la ha tomado basándose en u n  
centramiento sobre el orden de magnitud de una de las cantidades y que su 
razonamiento es de tipo inverso.
16 "El de Juan
"Por que tiene menos agua ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Ver comentario del alumno 05.
17 " El de María ". Al margen ha escrito "4" junto al texto de María y "6" 
junto al texto de Juan.
"Por que /  Porque son menos litros de agua por el jarabe ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que hace uso de la norm alización unitaria para la 
comparación, por el jarabe, y argumenta con un razonam iento inverso del 
tipo "menos litros de agua por unidad (litro) de jarabe".
18 " El de María. ".
"Que el de maria tiene mas litros de limón.".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Ver comentario del alumno 04.
19 " El de María. ".
"Qué si tiene 2 litros y 8 1. de agua hay más l. de limón y más de
agua. ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3  
Nota: Pese a que su respuesta es acertada, se considera que se centra en 
las cantidades mayores para su argumentación.
20 " En el refresco de Juan ".
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"En el refresco de Ana se le han sumado 6 litros de agua más de su 
cantidad de limón. Solo le han añadido 5 litros de agua de su cantidad de 
lim ó n "
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de tipo aditivo, que 
compensa el sabor de un  litro de jarabe con el de uno de agua y argum enta 
con un  razonam iento inverso del tipo "como al de María le sobra más agua 
que al de Juan, el de éste tendrá más sabor". Podría considerarse que se centra 
en las cantidades de agua y que compara cantidades de la misma especie, 
pero esta interpretación es menos plausible por su com portam iento global 
en la prueba.
21 " El de María ".
"Porque María tiene 2 litros de jarabe y Juan 1 litro".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
22 " El de Juan ".
"porque Maria si a 2 litros le añade 8 a 1 le añade 4".
Categoría 4, Subcategoría 4.2.
Nota: Parece que ha buscado la razón norm alizada unitaria, a 1 le 
añade 4, pero su respuesta entonces es contradictoria y no tiene explicación.
23 " El de Juan ".
"Que tiene un litro más de limón".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Pese a que con la argumentación que da se equivoca al 
responder "el de Juan", se centra únicamente en las cantidades de jarabe y las 
compara cuantitativam ente.
Resumen y comentarios
Refresco de 5o B 
limón
1.1.1 1/20
1.4.3 2/20
1.4.5 1/20
2.2.3 14/20
4.2 1/20
4.3 1/20
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Un alumno tiene una actuación satisfactoria en la resolución de la tarea, 
parece que compara las razones normalizadas unitarias y explicita u n  
razonamiento de tipo inverso.
Dos alumnos desarrollan estrategias de tipo aditivo al comparar razones: 
uno, intenta compensar el sabor de un litro de jarabe con uno de agua y 
compara las diferencias con un razonam iento de tipo inverso y, el otro, 
compara la diferencia entre las cantidades de jarabe con la diferencia entre 
las cantidades de agua, también argumenta con un razonamiento inverso.
Un alum no desarrolla una estrategia de compensación cualitativa al 
comparar razones, compensa la diferencia entre las cantidades de agua con la 
diferencia entre las cantidades de jarabe y responde con la igualdad de 
razones.
Catorce alumnos comparan cantidades de la misma especie. Nueve de ellos 
argumentan con un razonam iento de tipo directo, de éstos, siete se centran 
en las cantidades de jarabe, uno en las cantidades mayores y el otro en las 
cantidades de agua, los otros cinco se centran en las cantidades de agua y 
argumentan con un razonamiento de tipo inverso.
Un alum no da una respuesta que se contradice con su argumentación, por 
tanto se considera que su actuación no está identificada.
Un alumno se considera que no responde porque su argum entación no 
aporta niguna evidencia sobre las caracteríaticas de su actuación.
A pesar de que se considera más natural el razonamiento de tipo directo que 
el de tipo inverso, hay un núm ero significativo entre los que com paran 
cantidades de la misma especie, 5/13, que usan uno de tipo inverso. A 
medida que están en cursos superiores, los alum nos trabajan 
indistintam ente con un razonam iento de tipo directo o inverso con una 
cantidad.
Aunque la tarea tiene una presentación diferente a la de la versión del 
cuestionario de segundo ciclo, se mantiene la misma estructura numérica. El 
incremento del éxito en la resolución de esta tarea por los alum nos de 
quinto respecto al obtenido por los alumnos de cuarto curso no es 
significativo. Uno ha respondido satisfactoriamente en quinto y ninguno en
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cuarto. En quinto curso las actuaciones que se han ubicado en la prim era 
categoría son 4/20, frente a 1/20 en el cuarto curso.
 ________________ En  la tarea Comunidad V alenciana______________________
02 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
03 " Un 20 % "
"Multiplicando por 10"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1. 
Nota: El alum no responde correctamente y expresa su respuesta 
empleando el símbolo para el porcentaje.
04 " 20 habitantes"
"Sumando 10 + 10 ".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: El alumno no sabe expresar una razón como porcentaje y opera 
con parte de los datos. Resuelve aditivamente la multiplicación de los datos, 
2 y 10,
05 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
06 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
08 " Que 8 v iv e n  que sobran viven en el resto de la com unidad
Valenciana
Porque los 8 son los que sobran de 2 de 10 personas
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: El alumno no sabe expresar una razón como porcentaje y opera 
con parte de los datos. Da la respuesta como la diferencia de los datos, 2 y 10,
09 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
10 No contesta.
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Categoría 4, Subcategoría 4.3.
11 " 2 0 % "
"si se que 10 son 100% -le quitas 20% pues 2 sera 20%".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que aplica una regla aprendida, le han enseñado la 
normalización del todo con el 100, y en este caso basta multiplicar por 10.
12 No contesta. Ha borrado "5"
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
14 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
15 " 8 habitantes"
"Por lo que explica el niño".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 08.
16 "20% ".
"El 10 convertido en 100 y el 2 en 20"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 11.
17 " La mitad"
"Dividiendo 10 : 2 -  5 que es la mitad"
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que sabe que el porcentaje se puede expresar m ediante 
una fracción y opera con los datos.
18 * En Valencia"
"Te lo dice el niño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Reponde con una parte verbal del enunciado.
19 " de 10 habitantes 2 viven en Valencia"
"Porque lo dice la palabra 2 de cada 10".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Reponde con una parte verbal del enunciado.
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20 "2/ 10".
"Dos de cada 10 se hace con una fracción"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El alum no sólo representa la razón en forma de fracción, al 
parecer tiene dificultades para traducir esta expresión a otra en térm inos de 
porcentaje.
21 " Donde viven"
"lo pone"
Categoría 4, Subcategoría 4.1.
Nota: Su respuesta no es pertinente, aunque tam bién podría
considerarse que responde con parte del enunciado.
22 " que solo 2 de 10 viven"
"pensando"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Reponde con una parte verbal del enunciado.
23 "Que la 5o parte de la comunidad vive en Valencia". Ha borrado
0,2%.
"He dividido 10 entre 2 "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El alumno sólo representa la razón en forma de fracción, en este 
caso unitaria, 5o parte , Al parecer tiene dificultades para traducir esta 
expresión a otra en términos de porcentaje y expresa mal la división que ha 
realizado.
Resumen y comentarios
Comunidad
Valenciana 5o B
1.1.1 3/20
1.1.2 2/20
2.2.1 3/20
2.3.3 4/20
4.1 1/20
4.3 7/20
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Cinco alumnos tienen una actuación satisfactoria. De ellos, tres dan la 
respuesta correcta y utilizan la misma estrategia para resolver el problema, 
norm alizan el todo como 100, en este caso diez habitantes, y operan con el 
otro dato, m ultiplican por diez, los otros dos dan la respuesta en forma de 
fracción, uno responde 2/10 y el otro un quinto, pero tienen dificultades para 
ponerlas en forma de porcentaje.
Tres alumnos responden con una parte del enunciado verbal.
Cuatro alumnos operan con los datos, 10 y 2, uno responde con el resultado 
de la división 10 : 2 = 5, y argum enta que es la mitad de diez por tanto la 
mitad de la población, otro responde con el resultado de la m ultiplicación 
expresada de forma aditiva, 10 + 10, y los otros dos con el resultado de la 
resta 10 - 2.
Un alum no da una respuesta y  una argumentación que se considera como 
una actuación no pertinente.
Siete alumnos se considera que no responden.
Es importante señalar que ningún niño preguntó por el significado del 
palabra "porcentaje", parece ser que forma parte de una información verbal 
cotidiana y no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la 
información numérica.
_______________________________En  la tarea Tazas_______________________________
02 Dibuja 8 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3
Nota: Parece una estrategia de tipo aditivo, resta dos que es la 
diferencia entre las tazas de arroz y de caldo de la primera viñeta, al n ú m ero  
de tazas de caldo de la segunda.
03 Dibuja 6 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja 8 tazas de arroz y escribe "8 " en el texto del segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3
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Nota: Ver comentario del alumno 02.
05 Dibuja 2 tazas de arroz y escribe "2" en el texto de segundo recuadro.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Puede interpretarse de dos formas, una, que el a lum no 
responde con la diferencia 5 - 3 ,  otra, que responde con la diferencia 10 - 
(3+5), en ambos casos opera con los datos.
06 Dibuja 8 tazas de arroz y escribe "8 " en el texto del segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
08 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Dibuja 5 tazas de arroz .
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Puede interpretarse de dos formas, una, que el a lum no 
responde repitiendo un dato del primer recuadro, otra, que responde con la 
diferencia 10 - 5, por su actuación en la prueba parece más plausible la 
prim era.
10 Dibuja 8 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
11 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja 8 tazas de arroz y escribe "8 " en el texto del segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
14 Dibuja 9 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Parece que el alumno desarrolla una estrategia de tipo aditivo y 
que tiene problemas de conteo, dibuja nueve tazas en lugar de ocho. Otra
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interpretación, menos plausible por su actuación global en la prueba, es que 
repite un dato, diez tazas, y que tiene problemas de conteo.
15 Dibuja 8 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
16 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Dibuja 6 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
20 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto,que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
23 Dibuja 5 tazas de arroz .
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1.
Nota: Ver comentario del alumno 09.
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Resumen y comentarios
Tazas 5o B
1.1.1 10/20
1.4.3 7 /2 0
2.2.1 2 /2 0
2.3.3 1 /20
Diez alum nos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, pero no se 
puede distinguir las características de cada una de ellas.
Siete alum nos desarrollan una estrategia de tipo aditivo, responden de 
manera que mantienen constante la diferencia en la relación funcional.
Dos alum nos repiten un dato gráfico del enunciado en su respuesta: cinco 
tazas.
Un alum no se considera que opera con parte de los datos; al parecer 
responde con el resultado de la diferencia de los dos datos del prim er 
recuadro 5 -3 .
Desventajas de la construcción de la pregunta: No se puede distinguir las 
características de las actuaciones de los alum nos que dan una respuesta 
satisfactoria. Cuando aparece la respuesta "cinco tazas de arroz", la actuación 
correspondiente tiene dos interpretaciones, o está repitiendo un dato del 
enunciado o está operando con parte de los datos, responde con el resultado 
de dividir un  dato, diez tazas, entre la diferencia de los datos del prim er 
recuadro. Con la respuesta "dos tazas de arroz" no quedan dudas de si está 
está operando con parte de los datos, pero el alum no puede tener dos 
actuaciones distintas, una que responde con la diferencia 2 = 5-3, y otra que 
responde con la diferencia 2 = 10 - (5+3). Todo ello sería fácil de salvar en el 
análisis si se le añadiera a al pregunta "explica cómo has obtenido la 
respuesta".
____________________________ En  la tarea Caramelos____________________________
02 Dibuja doce monedas con un  uno en el medio. Ha escrito al margen la 
siguiente división en caja: 18 : 6 = 4, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2.
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Nota: Parece que resuelve el problema hallando el valor unitario pero 
tiene dificultades con el algoritmo de la división.
03 Dibuja nueve monedas con una cara y un uno en el medio .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja ocho monedas, cinco con una cara y tres con un uno, y otra 
medio borrada. Ha escrito "9 pesetas" al final del primer recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
05 Dibuja nueve monedas.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
06 Dibuja nueve monedas con una cara y un uno en el medio, escribe
"9 pts" al final del primer recuadro y "9" al final de la penúltima línea.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja nueve monedas con una cara y un uno en el medio
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Dibuja nueve monedas.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja una moneda con un  uno y una cara en el medio
Categoría 4, Subcategoría 4. 2.
Nota: A su respuesta no se le encuentra explicación.
11 Dibuja nueve monedas, tres con un " l"  en el medio y seis con " lp ts”.
A la derecha del primer recuadro ha escrito la multiplicación en columna: 3 
x 3 = 9 pts, y a la derecha del segundo recuadro la siguiente división en caja: 
18 : 6 = 3 pts, resto 0, seguido de "cada caramelo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema mediante el uso del valor unitario.
12 Dibuja nueve monedas con un "1" en el medio y escribe "9 pesetas"
al final del primer recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja nueve monedas con una raya vertical en el medio y  otra 
imitando a urna cara.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
15 Dibuja nueve monedas.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
16 Dibuja nueve monedas con una raya vertical en el medio, a la 
izquierda escribe un  "1” y a la derecha "PTA
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Dibuja nueve monedas con un "2" en el medio. Escribe "9 pTs" al
final del prim er recuadro y "9 pesetas" al final de la página. Dentro del 
segundo recuadro,arriba, escribe la siguiente división en caja: 18 : 6 = 3, resto 
0-
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema mediante el uso del valor unitario.
18 Dibuja nueve monedas con una raya vertical en el medio, a la 
derecha escribe un "1" y a la izquierda una cara. Dentro del segundo 
recuadro, abajo, escribe la siguiente división en caja: 18 : 6 = 3 que ha 
intentado borrar.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que resuelve el problema m ediante el uso del valor 
unitario, tal como evidencia la operación que intentó borrar.
19 Dibuja tres monedas con un "1" en el medio y escribe "3 pesetas" al
final del prim er recuadro.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que el estudiante responde con el valor unitario, para 
ello ha tenido que hacer una división, es decir que opera con parte de los 
datos. Otra interpretación sería que el alum no repite un dato en su 
respuesta, pero su actuación global en la prueba la hace menos palusible.
20 Dibuja nueve monedas con una raya vertical en el medio, a la
derecha escribe un  "1" y a la izquierda una cara. Escribe "9 pesetas" al final 
del prim er recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Dibuja nueve monedas. Escribe "9 ptas" al final del primer recuadro y
"9 pesetas" al final de la penúltima línea.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 Dibuja nueve monedas. Escribe "9 pts" al final de la página.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
23 Dibuja nueve monedas con una raya vertical en el medio, a la 
derecha escribe un "1" y a la izquierda una cara. Escribe "9 pts" al final del 
primer recuadro y dentro del segundo recuadro,arriba, escribe las siguientes 
operaciones, una división en caja: 18 : 6 = 3, resto 0 y  una multiplicación en 
línea: 3 x 3 - 9 .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que resuelve el problema hallando el valor unitario.
Resumen y comentarios
Caramelos 5o B
1.1.1 17/20
1.1.2 1/20
2.3.3 1/20
4.2 1/20
Dieciocho alumnos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, aunque 
uno de ellos tiene problemas con el algoritmo de la división. Cinco de ellos, 
mediante operaciones al margen, proporcionan evidencias de que han  
utilizado el valor unitario para resolver la tarea.
Un alumno se considera que opera con parte de los datos; responde con 
resultado de la división 18 : 6.
Un alumno da una respuesta que no permite identificar las características de 
su actuación, responde dibujando una moneda.
Desventajas de la construcción de la pregunta: No se puede distinguir las 
características de las actuaciones de los alum nos que dan una respuesta 
satisfactoria, a no ser que escriban alguna operación al margen, sin embargo 
no hay dudas sobre si están razonando apropiadam ente. Cuando aparece la 
respuesta "tres pesetas" la actuación correspondiente tiene dos 
interpretaciones, o está repitiendo un dato del enunciado o está operando 
con parte de los datos. Con la respuesta "quince pesetas" la actuación
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correspondiente también tiene dos interpretaciones, o está desarrollando 
una estrategia de tipo aditivo o está operando con parte de los datos. Todo 
ello sería fácil de salvar en el análisis si se le añadiera a la pregunta "explica 
cómo has obtenido la respuesta".
En  la tarea Tendederos
02 " 2 tendederos".
"Dividiendo ". Con un línea une esta expresión a la siguiente 
división en caja que ha escrito al margen: 12: 4 = 3, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que hace uso del valor unitario.
03 " 2 tendedero
"Si es la mitad de cuerda también de tendederos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que resuelve el problema haciendo uso de la relación 
escalar doble-mitad.
04 " podras hacer 3 tendederos".
"diciendo la mitad de seis ".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que reconoce la relación mitad entre algunos datos de 
enunciado y la aplica a uno de ellos, es decir que opera con parte de los datos.
05 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 "2 metro".
"porque 6 m es la mitad de 12 entonces si con 12 m se pueden hacer 4 
con 6 metros la mitad que son dos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Pese a que en su prim era respuesta hay un  error en la 
nom inación de la cantidad, se considera correcta su actuación pues usa la 
relación escalar mitad para resolver la tarea.
08 " 2 tendederos". :
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"Porque tiene la mitad de metros para hacer 4 tendederos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
09 "2 Tendederos".
"Con una división Ha escrito arriba la siguiente división en caja: 
12 : 6 - 2, resto 0
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3 
Nota: Como hace la división "12 entre 6", no sabemos si la usa para 
identificar la relación m itad y utilizarla como en los casos anteriores, o si 
opera con parte de los datos, pues dada la naturaleza de la tarea acierta en su 
respuesta. Por su comportam iento global al resolver el cuestionario se 
considera más plausible la segunda.
10 " dos".
"porque compro la mitadt".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
11 " 2 tendederos".
"Hacciendo la mitad : 6 = 2t y 12 = 4".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
12 " 2 tendederos".
"multiplicando 4 x 3 = 12 te los metros
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que hace uso del valor unitario.
14 " 2 tendederos".
"porque son 4 tendederos pues le quito dos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que usa la relación escalar mitad, a cuatro le quito dos 
que es la mitad.
15 " 2 tendedero
"Que he dividido 12 entre 4 y me salen 3 . Si Juan ha comprado 6 
prodrá hacer 6"
Al final escribe la división en caja: 12 :4  = 3, resto 0.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Pese a su error en la verbalización de su argum entación, 
resuelve el problema correctamente calculando el valor unitario.
16 " 2 ".
"Dividir por 2 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
17 " 2 tendederos".
"Que para un tendedero son 3 metros. 6 : 3 - 2  2 tendederos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema hallando el valor unitario.
18 " 3 tenderos".
"Haberiguando cuantos metros mide uno".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que el estudiante responde con el valor unitario, para 
ello ha tenido que hacer una división, es decir que opera con parte de los 
datos.
19 No contesta.
20 " Dos tendederos".
"Una división"
Categoría 4, Subcategoría 4.3
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La respuesta correcta se puede obtener con dos divisones, una 
"12 entre 6", y otra, "4 entre 2", lo más plausible, dada su actuación global en  
el cuestionario, es que hace la segunda y usa la relación mitad.
21 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
22 " 2  tendederos..
"he dividido para saber cuanto valia un tendedero y  ya después lo he  
hecho"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema hallando el valor unitario.
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23 " Dos".
"Por para hacer un tendedero se utilizan 3 m ". Abajo, ha escrito la 
siguiente división en caja: 12 : 4 = 3, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Hace uso del valor unitario.
Resumen y comentarios
Tendederos 5o B
1.1.1 14/20
2.3.3 3/20
4.3 3/20
Catorce alum nos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea. Seis de 
ellos resuelven la tarea haciendo uso del valor unitario y los otros ocho 
usando la relación escalar mitad, de éstos, cinco explicitan vervalm ente la 
relación en su argumento, dos dividen por 2 y el otro le quita 2 a 4.
Tres alum nos se considera que operan con parte de los datos, dos de ellos 
dan la misma respuesta, pero tienen actuaciones distintas, uno argum enta 
con la m itad de seis y el otro responde con el valor untario, es decir que 
divide 12 entre 4, y  el tercero responde con el resultado de la división de 12 
entre 6.
Tres alum nos no contestan.
En relación con la tareas anteriores Tazas y Caramelos se observa que ha 
dism inuido el éxito, que ningún alumno desarrolla una estrategia de tipo 
aditivo, parece que la estructura de la tarea no lo favorece, y que se m antiene 
la operatividad. Esto puede achacarse a la ausencia del valor unitario y de 
datos visuales en el enunciado. En este último sentido Dupuis y  Pluvinage 
(1981) afirm an que la disposición de los datos en forma de matriz 2x2 
favorece la solución del problema.
Un inconveniente de la tarea es, que si un alumno responde 2 tendederos y 
argum enta con la división 12 entre 6 no sabemos si está usando la relación 
escalar o si está operando con parte de los datos.
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___________________________ En l a  t a r e a  T a b la  d e  c a m b io  ____________________
02 " 4 Pts, 8 Pts, 12 ptas, 16 Pts, 20 pts, 24 Pts, 32 Pts, 40 Pts, 60 Pts, 64 Pts,
72Pts, 284 Pts, 288 Pts, 300 Pts
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
03 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16,20 pts, 24,28,32,36,40,44,48,52,56  
Abajo ha escrito la siguiente división en caja: 12 : 3 = 4, resto 0.
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alum no halla el valor unitario y continúa 
sum ando (+4), sin tener en cuenta las variaciones de los datos de la prim era 
columna. Comportamiento identificado por Ricco(1978).
04 " 4 Ptas, 8 Ptas, 12 ptas, 16 Ptas, 20 pts, 24 Ptas, 32 Ptas, 40 Ptas, 60 Ptas,
64 Ptas, 72Ptas, 284 Ptas, 288 Ptas, 300 Ptas Al final de la página ha escrito 
las siguientes operaciones en columna: 75 x 4 = 300 ; 40 + 22 = 62 ; 40 + 32 = 72 
; 71 x 4 = 284 ; 72 x 4 = 288.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
multiplicativa, aunque alguno datos los calcula aditivamente.
05 * 4, 8 ,12 ptas, 16,20 pts, 24,28,32,36,40,44,48,52,56  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alumno se centra en el dato implícito que aparece 
en el enunciado y continúa sum ando (+4) sin tener en cuenta las 
variaciones de los datos de la primera columna.
06 " 4, 8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24, 32,40,50,54 pts, 72,284, 288,290 ".
Ha escrito las siguientes multiplicaciones en columnas: 15 x 4 = 50 ; 
1 6x4  = 54; 18x4  =72 ;7 1 x 4  = 284 ; 72x4  = 288;75 x 4 = 290.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
multiplicativa y que tiene dificultades con el algoritmo de la multiplicación.
08 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 28 pts, 80 36 pts, 85 76 pts, 40
88 80 pts, 44 88 pts, 48 288pts, 50 290pts, 55 310pts
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Categoría 2, Subcategoría 2.2.,Clase 2.2.8 
Nota: En un principio el alumno responde con una secuencia aditiva 
(+4) hasta el final, después la ha tachado desde el octavo lugar y a partir de 
éste inicia otra secuencia aditiva (+8), pues se da cuenta de que los datos de la 
primera columna no son correlativos, sino que en algunos casos van de dos 
en dos. En el salto del 10 al 15, parece que toma como valor unitario el 8 y da 
un salto de 40 en la columna de resultados, retoma el valor unitario 4 para 
un salto de un  unidad y halla aditivam ente los valores siguientes sin tener 
en cuenta los valores de la primera columna de datos. Para hallar el valor 
correspondiente a 71 lo resuelve multiplicando el dígito 1 por 8 y el 7 por 4, 
los dos últim os valores parece que los halla aditivam ente con predom inio  
de la última cifra del dato, así en un caso le suma la últim a cifra de 72 al 
valor obtenido para 71 y en el otro, el producto de uno de los patrones 4 con 
la última cifra de 75 al valor obtenido para 72. Como manifiesta dos tipos de 
comportamientos, en función de la parte de los datos de la prim era colum na 
que él considera, cuando los saltos son pequeños predom ina el conteo, 
independientem ente de los datos, y cuando los saltos son mayores intenta 
resolverlos multiplicativamente, ubicamos su actuación en esta clase.
09 " 4, 6,12 ptas, 15,20 pts, 26,30,36,40,45,50,56, 60, 66 ".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: El alumno no resuelve la tarea m ultiplicativam ente en n ingún  
caso, aunque tal vez ha hallado el valor unitario con el que comienza la 
secuencia. Hay una combinación de varios comportam ientos aditivos, sum a 
la cifra de la columna de la izquierda al último valor obtenido, o suma 4, 5 o 
6 según los casos. Es difícil de ubicar este comportam iento por lo que se 
considera que la respuesta no está identificada
10 " 4, 8, 12 ptas, 26, 20 pts, 24,32,40,60, 64, 72,284,288,300 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
11 " 4 ,8, 12 ptas, 26, 20 pts, 24,32,40, 60, 64, 72, 284, 288, 300 ". Escribe al
final la siguiente multiplicación en columna: 71 x 4  -  284.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
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12 " 4 ,8 ,12 ptas, 26,20 pts, 24,28,32,36,40,44,48,52,56 ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alumno se centra en el dato implícito que aparece
en el enunciado y continúa sum ando (+4) sin tener en cuenta las
variaciones de los datos de la primera columna.
14 " 5, 10,12 ptas, 16,20 pts, 24,28,32,36,40,44,48,52,56  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alumno se centra en el dato implícito que aparece
en el enunciado y continúa sum ando (+4) sin tener en cuenta las
variaciones de los datos de la prim era columna. Los dos prim eros casos los 
resuelve de forma distinta, el prim ero lo obtiene sum ando 4 al dato de la 
columna de la izquierda y el segundo doblando el resultado anterior.
15 "4, 6 ,12 ptas, 16,20 pts, 24,26,40,
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que el alum no identifica un  patrón de cambio aditivo 
"+4" al hallar los siete primeros valores, uno m ultiplicativo (x4) para hallar 
el valor de 10 francos y después se para. Tiene una combinación de 
comportam ientos que hace difícil ubicar su actuación en otra clase que 
"respuesta no identificada".
16 " 4 Pts, 8 Pts, 12 ptas, 16 Pts, 20 pts, 24 Pts, 32 Pts, 40 Pts, 60 Pts, 64 Pts,
72Pts, 284 Pts, 288 Pts, 300 Pts ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
17 " 4, 8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24,32,40, 70, 64, 72,284,288, 300 ".
Escribe al final las siguientes multiplicaciones en columna:
15x 4 = 70 ; 16x 4 = 64,18x 4 = 72,72 x 4 = 284 ,7 2 x  4 -  288 , 75 x 4 =
300
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
multiplicativa. El error que hay se puede achacarse a un descuido en el 
cálculo.
18 " 4 Ptas, 8 PJas, 12 ptas, 16 Ptas, 20 pts, 24 Ptas, 28 Ptas, 32 Ptas, 36 Ptas,
40 Ptas, 44Ptas, 284 Ptas, 288 Ptas, 300 Ptas
P re cu rso res d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Categoría 2, Subcategoría 2.2.,Clase 2.2.8 
Nota: Parece que el alumno identifica un patrón de cambio aditivo 
"+4", para hallar los once primeros valores, y, cuando se da cuenta de que el 
salto en la primera columna de datos es muy grande, uno multiplicativo (x4) 
para hallar el valor de los tres últimos. Tiene una combinación de 
comportamientos en relación con la parte de datos de la primera colum na 
que tiene en cuenta.
19 " 4 ,8 Pts, 12 ptas, 16 Pts, 20 pts, 24 Pts, 32 Pts, 40 Pts, 60 Pts, 64 Pts, 72
Pts, 284 Pts, 288Pts, 300 Pts ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
20 " 4 ptas 8 ptas, 12 ptas, 16 ptas, 20 pts, 24 ptas, 28 ptas, 32 ptas, 36 ptas, 40
ptas, 44ptas, 48 ptas, 52 ptas, 56 ptas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alumno se centra en el dato implícito que aparece 
en el enunciado y continúa sum ando (+4) sin tener en cuenta las 
variaciones de los datos de la primera columna.
21 " 4 Pts, 8 Pts, 12 ptas, 16 Pts, 20 pts, 24 Pts, 32 Pts, 40 Pts, 60 Pts, 64 Pts,
72 Pts, 284 Pts, 288Pts, 300 Pts ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
22 " 4 ,8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24,32,40, 60, 64,108,284,288,300 ". Escribe al
final las he hecho de cabeza.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
multiplicativa. El error que hay se puede achacarse a un  descuido en el 
cálculo.
23 " 4, 8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24, 32, 40, 60, 64, 72, 284, 288, 300 Escribe al
final las siguientes multiplicaciones en columna: 15 x 4 = 60 ; 18 x 4  = 72 , 
71 x 4 = 284 ,,75 x 4 -  300 y la siguiente división en caja \ 1 2 : 3 - 4 ,  resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Parece que ha identificado correctamente la relación funcional 
m ultiplicativa.
R e s u m e n  y  c o m e n t a r io s
Tabla cambio 5o B
1.1.1 1 0 /2 0
1.1.2 1 /2 0
2.1.1 5/20
2.2.8 2 /2 0
4.2 2 /2 0
Once alumnos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, pero uno de 
ellos tiene problemas con el cálculo mental o escrito.
Cinco alumnos se centran en un dato implícito del enunciado y resuelven la 
tarea contando de cuatro en cuatro.
Dos alumnos tienen una actuación en la que se combinan dos 
comportamientos, uno aditivo o de conteo y otro multiplicativo, en relación 
con las partes del enunciado en las que se centran.
Dos alumnos tienen unas actuaciones en las que se combinan varios 
comportamientos aditivos, sin explicación para su respuesta, por lo que se 
considera que no están identificadas.
En relación con las tres tareas anteriores se observa que ha dism inuido el 
éxito y que la estructura de la pregunta favorece, todavía en este curso, u n  
predom inio del conteo.
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ANEXO 2.4 
Sexto curso
En este Anexo se incluye el análisis y la categorización de las actuaciones de 
los estudiantes del sexto curso (6o. B) del Colegio Público de Prácticas de la 
Ciudad de Valencia, que resolvieron las tareas de la versión del cuestionario 
para tercer ciclo.
DATOS GENERALES
En este curso, de 23 estudiantes, 22 respondieron las preguntas del 
cuestionario diseñado para el tercer ciclo de la escuela primaria. Los 
documentos que se analizan son los que corresponden a los núm eros 
siguientes: 1 ,2 ,3 ,4 ,5 , 6, 7, 8, 9 ,10,11, 12 ,13 ,14 ,15 ,16 ,17 ,18 , 19, 20, 21 y 22, 
pues se excluyeron los de los alumnos de educación especial integrados en el 
aula.
La aplicación de la prueba se llevó a cabo en su aula de clase, el jueves 15 de 
mayo de 1998, y se inició a las 9h lOm. El tiempo prom edio que emplean los 
niños seleccionados para responder a las preguntas es de cincuenta y ocho 
minutos ; el primero en term inar entregó a las 9h 49m y el últim o a las lOh 
36m. La edad promedio de estos alumnos de 11 años y 9 meses.
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LISTA DE LOS ESTUDIANTES SELECCIONADOS
N° Nombre Fecha de nacimiento Edad H. Final
01 José Vicente Alemany 18 diciembre de 86 11 años 5 meses 9h 49m
02 Loren Romera Mortes 15 junio del 86 11 años 11 meses 9h 55m
03 Ismael Murcia 24 abril del 86 12 años 0 meses 9h 55m
04 Pablo Martínez Infante 17 septíemb. del 86 11 años 8 meses 9h 56m
05 Aida Casañ Martínez 9 agosto del 86 11 años 9 meses 9h 58m
06 Dina Escorihuela Deseáis 23 octubre del 86 11 años 7 meses 9h 59m
07 Lorena Mateu Bueno 16 mayo del 86 12 años 0 meses 9h 59m
08 María Gómez Duet 13 diciembre del 86 11 años 5 meses lOh Om
09 Sandra Frías Alamar 28 junio del 86 11 años 11 meses lOh Olm
10 Blanca Andreu Pons 7 septiembre del 86 11 años 8 meses lOh 02m
12 Enrique Ponce García 8 marzo del 86 12 años 2 meses lOh 05m
13 Javier Fuertes Redón 9 febrero del 86 12 años 3 meses lOh 07m
14 Irene Cebríán García 26 noviembre del 86 11 años 6 meses lOh 12m
16 Adriana Tudela Miñana 26 junio del 86 11 años 10 meses lOh 13m
17 Vicent Campos Beneyto 27 agosto del 86 11 años 9 meses 10hl6m
18 Alvaro Martínez Fdez 7 febrero del 86 12 años 3 meses 10hl9m
19 Salvador Diez Güiza 11 diciembre del 86 11 años 5 meses lOh 21 m
20 Mohamed Aouichaoui 10 agosto del 86 11 años 9 meses lOh 25m
21 Javier Grau Sánchez 23 septíemb. del 86 11 años 8 meses lOh 25m
22 María Salvador Sanz 14 enero del 86 12 años 4 meses lOh 36m
El núm ero de la primera columna corresponde al que se le asignó al 
estudiante al entregar el cuestionario resuelto, y es el que aparecerá, como 
identificación del alumno, en todos los párrafos que siguen.
Las respuestas de los alumnos son textuales y están con letra cursiva.
En la codificación de una actuación los dígitos corresponden a: el prim ero a 
la categoría, el segundo a la subcategoría y el tercero a la clase.
2
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___________________________  En  l a  t a r e a  Fo t o g r a f ía ______________________________
01 Elige el dibujo con el mismo tamaño que el del original.
"En los libros"
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Su respuesta da evidencias de que su idea de lo que debe ser una  
foto se identifica con ser "lo más igual posible", no solo en la forma sino 
también en el tamaño. Por tanto opta por el dibujo donde se repiten m ás 
datos.
02 Elige el dibujo con el mismo tamaño que el del original.
"Me he fijado en el libro grande y en el augero de la oreja"
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
03 Elige el dibujo adecuado.
"En el cuerpo y en los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños de los elementos que 
están deformados y elige, por exclusión, el dibujo adecuado.
04 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en los libros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque en su expresión se refiere únicamente a un  elem ento 
deformado, los libros, parece que elige por exclusión el dibujo adecuado.
05 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en que está igual que al grande ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no no perm ite identificar los 
elementos que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la ú ltim a 
parte de la expresión indica que ha enfocado su atención sobre el tamaño, al 
parecer de manera global.
06 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en que estuviera más o menos equilibrado el cuerpo del 
niño con los libros ".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños de los elem entos 
deformados y elige el que no le rompe el equilibrio visual.
07 Elige el dibujo adecuado.
"En otra pegatina, los libros no son más grandes que su cabeza, 
tampoco muy pequeños y su cabeza no es muy grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que hace comparaciones en las que intenta que se 
conserven las razones internas, es suficiente para obtener la respuesta 
adecuada.
08 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en el tamaño del libro y de las otras cosas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños de los elem entos 
deformados y elige por exclusión.
09 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en que los libros eran mas grandes o mas pequeños y e 
elegido en el que ni el libro fuera mas grande o pequeño igual o mas o 
menos como la cabeza del chico".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tamaños de los elem entos 
claramente deformados y elige el dibujo que no tiene elem entos 
deformados, es decir, el dibujo en el que se conservan las razones internas..
10 Elige el dibujo adecuado.
"En que los otros tenían o la cabeza muy grande, el libro pequeño y el 
que he elegido tenia todo igual".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario del alumno 05.
12 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en la proporción del libro y  de la cabez"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Parece que compara los distintos tam años de los elementos que 
están distorsionados, lo que le permite elegir el dibujo adecuado. Utiliza el 
término proporción en su argumentación.
13 Elige el dibujo adecuado.
"En que ¡as demas había alguna cosa que era mas grande que el del 
dibujo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su argum entación parece que está incompleta, parece que 
compara los elementos deformados, pero hay alguno aum entados y otros 
decrementados.
14 Elige el dibujo adecuado .
"En los libros y  en la mano que esta rascándose la cabeza (Además l o 
he sacado el primero ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara los distintos tam años de los elementos que 
están distorsionados, lo que le permite elegir el dibujo adecuado.
16 Elige el dibujo adecuado.
"Pues me he fijado en que el niño tienen que estar relacionados.Por 
ejemplo, si el niño es mas pequeño que el libro o el li bro es muy pequeño, 
no están relacionados.Por eso, he elegido la fotografía más relacionada. ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su expresión "relacionada" indica que está comparando razones 
internas entre elementos del dibujo, esto le perm ite escoger el dibujo que 
conserva todas las razones internas "más relacionado".
17 Elige el dibujo adecuado.
"Me he fijado en la proporción del libro y  de la cabez"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario anterior, pero en este caso el alum no usaría el 
término proporcionado en lugar de relacionado.
18 Elige el dibujo adecuado.
"me he fijado ya que los otros dibujos tienen muchas deformaciones".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Hace referencia a los elementos claramente deformados y parece 
que elige por exclusión.
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19 Elige el dibujo adecuado.
"En que los libros no son ni grandes ni pequeños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque su expresión no tiene en cuenta todos los elementos 
deformados, la cabeza del niño, parece que si lo ha estimado en su elección.
20 Elige el dibujo con la imagen que tiene la cabeza desproporcionada.
"Porque la mano que tiene levantada la tiene mas gorda que la otra 
mano ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.3 
Nota: Compara aisladamente las manos y no le perm ite elegir el 
dibujo adecuado.
21 Elige el dibujo adecuado.
"En que el libro y la cabeza del niño ocupan casi la misma superficie".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al parecer fija su atención en los elementos distorsionados,
libros y cabeza. Para su elección toma en cuenta una razón interna y rechaza
los dibujos en los que no se conserva.
22 Elige el dibujo adecuado.
"En la altura del niño con el libro y  con el borde de la mesa; porque
había algunos que por ejemplo tenía el cuerpo normal y los libros
pequeños". Ha tachado la expresión:"Un poco en el borde de la mesa"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La verbalización del alum no permite identificar los elem entos 
que toma en cuenta en la comparación, sin embargo, la expresión "la altura" 
indica que ha enfocado su atención sobre las distancias entre elementos, 
parece que intenta conservar la relación entre las alturas, es decir una razón 
interna.
Resumen y comentarios
Fotografía 6o B
1.1.1 17/20
2.2.1 2/20
2.2.3 1/20
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Tres estrategias se han identificado entre las actuaciones de los alum nos que 
se considera que han resuelto satisfactoriamente la tarea. Los que realizan 
una comparación global, es decir que no hay nada anómalo que viole su 
percepción global del dibujo, los que buscan la conservación de razones 
internas en comparaciones específicas y los que eligen por exclusión.
Dos alum nos entienden que una fotografía es una imagen igual, en el 
sentido de tamaño, por lo que eligen el dibujo con el libro más grande, el 
dibujo que repite más elementos.
Si consideramos que un alum no tiene una actuación débil cuando no  
podemos ubicar su actuación en la categoría 1, es decir que no identifica las 
relaciones apropiadas de los elementos en juego, la actuación global, en este 
sentido, de los tres alum nos que han tenido una percepción aislada de los 
elementos de la tarea y han repetido un dato gráfico del enunciado o 
comparado cantidades de la m isma especie es la siguiente: uno 6/20 
respuestas acertadas, otro 10/20 y el tercero 9/20.
Parece que la dificultad de esta tarea es similar para loa alum nos de 5o y 6o 
curso, pues en ambos casos el 85% de alumnos contesta correctamente.
_______________________________  E n  LA TAREA M U Ñ E C O S (1  / 4 ) __________________________________
01 Dibuja un muñeco de 13 unidades de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1 
Nota: El alum no parece que quiere dibujar un muñeco de la m ism a
altura que el el dado, pero tiene problemas de conteo.
02 Dibuja un muñeco de 12 unidades de altura.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1 
Nota: El alumno dibuja uno que tiene la misma altura que el dado.
03 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura, ha borrado otro de cuatro
unidades.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
P recu rsores  d el  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
04 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
05 Dibuja un muñeco de 8 unidades de altura. Lo ha ubicado en la tram a 
para la respuesta del apartado b).
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Al parecer el estudiante asocia la expresión "la cuarta parte" con 
una disminución de cuatro unidades y se considera que no responde al 
segundo apartado de la tarea.
06 Dibuja un muñeco de aproximadamente 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
07 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura. Ha borrado dos m uñecos, 
uno de seis unidades y otro de cuatro unidades.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Traza un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura. Ha borrado uno de ocho 
unidades.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja un muñeco de 4 botones y medio de altura en la tram a 
primera y uno de tres unidades en la trama segunda. Ha escrito la división 
12: 4 = 3
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Al parecer el estudiante asocia "la cuarta parte" con un cociente 
y dibuja el muñeco en la segunda trama.
13 Dibuja un muñeco de 3 unidades de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja un muñeco de tres unidades en la tram a segunda. Ha borrado 
uno de cuatro unidades y ha escrito al margen la división 12 : 4 = 3
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
A n e x o  2 .4 . Se x to  c u r s o
16 Dibuja un muñeco cuya altura es de tres botones. En un m argen 
escribe la división de 12 por 4.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 No responde
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones en la segunda trama y
no responde a la segunda cuestión.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 Dibuja un muñeco cuya altura es cuatro botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Al parecer el estudiante asocia "la cuarta parte" un dibujo de 
cuatro unidades y manifiesta un predominio del denominador.
Resumen y comentarios
Muñecos (1/4) 6o B
1.1.1 15/20
1.4.1 2/20
2.2.1 2/20
4.3 1/20
Quince alum nos han respondido satisfactoriamente, de ellos tres dan 
evidencias de que interpretan la fracción como un cociente. Hay una ligera 
mejoría en el éxito en este curso, el 75% tiene una buena actuación frente al 
65% que la tuvo en el quinto curso.
Dos alum nos tienen actuaciones en las que se pone de manifiesto el 
predom inio de los naturales al trabajar con fracciones en términos del
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denominador. Los dos responden con una dism inución, uno dibuja u n  
muñeco de ocho botones de altura y el otro uno de cuatro botones de altura.
Los dos alumnos que han  tenido una actuación débil (2.2.1) en la tarea 
Fotografía también tiene una actuación débil en esta tarea, vuelven a repetir 
un dato de la información gráfica, dibujan muñecos en los que in ten tar 
repetir la altura del dado.
Un alumno no contesta.
En  la tarea M uñecos (2/3)
01 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
02 Dibuja un muñeco de 9 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Parece que hace una disminución de tres unidades respecto del 
que dibujó que tenía la misma altura que el dado, es decir un predom inio 
del denominador. Ha señalado en la escala 8 unidades, pudiera ser que 
correspondiera a la intención de dism inuir cuatro unidades en el apartado 
anterior, acción que no realizó.
03 Dibuja un muñeco de 3 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Parece que interpreta dos tercios como dibujar un muñeco de 
tres unidades de altura, es decir que manifiesta un  predom inio del 
denom inador.
04 Dibuja un muñeco de 2 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
05 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
Nota: Se considera que el dibujo que hay en la segunda tram a 
corresponde a la respuesta que da en el primer apartado de la tarea.
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06 Dibuja un muñeco de un poco más de 2 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
07 Dibuja un m uñeco de 2 botones de altura. Ha borrado uno de seis 
botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Parece que en un  principio interpreta dos tercios como dibujar 
un muñeco de seis botones de altura, 2x3, pero lo borra y responde 
correctamente.
08 Dibuja un muñeco de 8 botones de altura.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que tiene dificultades para interpretar el enunciado del 
apartado b) y realiza su acción sobre el muñeco que hay dibujado para 
resolver el prim er apartado. Dibuja un muñeco de 8 unidades de altura, ésta 
corresponde a 2 /3  de la del muñeco que le han dado.
09 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
10 Dibuja un muñeco de 2 botones de altura. Ha borrado uno de seis 
botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Parece que en un  principio interpreta dos tercios como dibujar 
un muñeco de seis botones de altura, 2x3, pero lo borra y responde 
correctamente.
12 Dibuja un muñeco de cuatro botones y medio de altura en la prim era 
trama.
Categoría 3, Subcategoría 3.1.
Nota: Parece que interpreta 2/3 como la fracción im propia 3/2. La 
interpreta como un operador y la aplica sobre la altura del muñeco que 
dibujó, tres unidades..
13 Dibuja un  muñeco cuya altura es de dos botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja un muñeco cuya altura es de seis botones.
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Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Puede interpretarse como dos veces tres unidades o como 
aumentar tres unidades, en ambos casos hay un predominio de los naturales 
al trabajar con fracciones.
16 Dibuja un muñeco cuya altura es de dos botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al margen ha hecho la operación 3:3 = 1 + 1 = 2. Parece que lo 
interpreta como un operador, dos veces un tercio, así halla lo que vale 1/3 y 
después resuelve aditivamente la tarea.
17 Dibuja un muñeco cuya altura es dos botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja un muñeco cuya altura es dos botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 No responde.
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Ver comentario en el apartado a) para el mismo alumno.
21 Dibuja un muñeco cuya altura es dos botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 Dibuja un muñeco cuya altura es tres botones.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.1 
Nota: Manifiesta un  predom inio de los naturales al trabajar con 
fracciones, en este caso como en el anterior también del denominador.
Resumen y comentarios
Muñecos(2/3) 6o B
1.1.1 10/20
1.4.1 4/20
3.1 1/20
4.3 5/20
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Tal como era de esperar, la expresión "dos tercios" es más fácil para los 
alum nos de sexto curso de prim aria que para los de quinto. En sexto 10/20 
tuvieron éxito y en quinto 4/20. En las actuaciones de los diez alumnos que 
tuvieron éxito apenas hay evidencias de la interpretación que hacen de la 
éxpresión dos tercios, uno la ve como un operador, prim ero halla el 
resultado de la fracción unitaria 1/3 como cociente y después duplica este 
resultado aditivamente.
Los cuatro alumnos que tienen una actuación centrada en el uso de los 
naturales al trabajar con fracciones tienen comportamientos distintos, uno  
de ellos interpreta dos tercios como dos por tres y dibuja un muñeco de seis 
botones de altura, y  los otros tres manifiestan un  predom inio del 
denominador, de éstos, dos dibujan un muñeco de tres unidades de altura y 
el otro dibuja un muñeco de nueve unidades de altura, es decir que le resta 
tres unidades a la altura del muñeco dado en el enunciado.
Un alum no tiene una actuación en la que decodifica el enunciado de forma 
diferente a la esperada. Dibuja un  muñeco de cuatro unidades y media de 
altura, es decir que interpreta dos tercios como tres medios y aplica esta 
fracción impropia como un operador sobre la altura del muñeco que dibujó, 
tres unidades.
Cinco alumnos no contestan a la pregunta.
Ninguno de los tres alumnos que han tenido una actuación débil en la tarea 
Fotografía tienen una actuación una actuación correcta en esta tarea, dos de 
ellos no responden y el otro manifiesta un predom inio de los naturales en  
térm inos del denom inador.
____________________________ En  la tarea Rectángulo____________________________
01 Traza a mano alzada un rectángulo de las mismas dimensiones que el 
original y otro lado como el dado.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1.
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Nota: Parece que interpreta "la misma forma" como dibujar igual, por 
lo que también podría interpretarse como una decodificación particular del 
enunciado, pero en la prueba el alumno presenta una tendencia a repetir 
algún dato del enunciado.
02 Traza un rectángulo a mano alzada de 14x12. Ha punteado los 
cuadritos para el conteo.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: El alumno desarrolla una estrategia de tipo aditivo, el 
rectángulo que dibuja conserva la diferencia entre los lados, 6-4 = 14-12.
03 Traza un rectángulo a mano alzada de 20x12 no le cabe más grande.
Categoría 3, Subcategoría 3.1 
Nota: Parece que no reconoce la relación m ultiplicativa y que 
interpreta el enunciado como dibujar otro rectángulo sin atender a la 
relación entre los lados. En tareas parecidas, H art (1981) denom ina las 
soluciones de este tipo como "métodos ingenuos o sencillos".
04 Construye un rectángulo a mano alzada de 5x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene un lado casi igual al m enor del 
dado. Aquí hay una combinación de com portam ientos, con dos 
interpretaciones, una es que repitió un dato, el lado m enor, con una 
percepción de "doble conteo", y la otra, que repitió un  dato, el lado mayor, 
con un conteo de líneas, en ambos casos el alum no repite un  dato del 
enunciado gráfico.
05 Construye un rectángulo a mano alzada de 6x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.2, Clase 2.2.1 
Nota: El rectángulo que dibuja tiene un  lado igual al m ayor del dado.
06 Construye un rectángulo a mano alzada de 14x12. Ha punteado los 
cuadritos para el conteo.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
07 Construye el otro lado de un rectángulo de 20x12 y no cierra la figura.
Categoría 3, Subcategoría 3.1 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
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08 Construye un rectángulo a mano alzada de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 Traza a mano alzada un rectángulo cuyas dimensiones son 17x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Al parecer enfrenta dificultades con el conteo de unidades, 
cuenta líneas en vez de cuadros. Este tipo de respuesta está docum entado en 
el trabajo de Gómez (1996, p. 49).
10 Construye un rectángulo a mano alzada de 16x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.3, Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que resuelve el problema de hallar el lado incógnita 
sum ándole la longitud de un dato del rectángulo dado, 4 unidades, a la 
longitud del lado dado para completar la figura, 12 unidades.
12 Construye un rectángulo con regla de 14x12. Ha escrito tres veces 2m a 
la izquierda del lado de 12 unidades dado.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Aunque parece que identifica que un lado dado cabe tres veces 
en el dado de 12 unidades, la expresión 2m como 2 unidades indica que 
resuelve la tarea mediante una estrategia de tipo aditivo, dibuja un rectágulo 
que conserva la diferencia entre los lados 6-4 = 14-12.
13 Construye un rectángulo con regla de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Construye un rectángulo a mano alzada de 8x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que ha relacionado los datos de m anera que la relación 
multiplicativa externa que ha identificado es la del doble.
16 Construye un rectángulo con regla de 18x12. Ha escrito junto a los 
lados las dimensiones 4 ,6 ,12 ,18  y al margen las operaciones 4 x 3  = 12 y 6 x  
3 = 18.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: El alum no nos da evidencias de que la relación m ultip licativa 
externa que ha identificado es la del triple.
17 Construye un rectángulo a mano alzada de 16x12.
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Categoría 2, Subcategoría 2.3, Clase 2.3.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
18 Construye un rectángulo a mano alzada de 18x12. Junto al lado dado
ha escrito 12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 Construye un rectángulo a mano alzada de 14x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
20 Construye un rectángulo a mano alzada de 16x12.
Categoría 2, Subcategoría 2.3, Clase 2.3.3. 
Nota: Ver comentario del estudiante 10.
21 Construye un rectángulo a mano alzada de 2x12. Ha sombreado la 
superficie.
Categoría 3, Subcategoría 3.1
Nota: Ambos rectángulos, el que ha dibujado y el dado, tienen la 
misma área, al parecer interpreta la expresión "tener la misma forma" como 
"tener la misma área".
22 Construye un rectángulo a mano alzada de 18x12.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Resumen y comentarios
Rectángulo 6o B
1.1.1 6/20
1.1.2 1/20
1.4.3 4/20
2.2.1 3/20
2.3.3 3/20
3.1 3/20
En las actuaciones de los siete alumnos que son satisfactorias, seis dan u na  
respuesta acertada y uno tiene dificultades de conteo. No se puede 
identificar en la prueba de papel y lápiz los tipos de comportam ientos que 
16
A n e x o  2 .4 . Se x t o  c u r so
subyacen en sus soluciones, podría ser que reconocieran la relación 
externa o funcional o que intentaran conservar la razón interna. Esta es 
una desventaja del diseño de la tarea, tal vez pidiéndole al estudiante una 
explicación se podrían tener evidencias para distinguir los dos tipos de 
actuaciones que conducen a un  éxito en la solución. Como la relación 
externa es entera y la interna no, es más plausible que los alum nos 
utilicen la primera para resolver el problema. En este curso parece que seis 
alumnos utilizan la relación triple, uno de ellos da evidencias de que sí la 
utiliza al escribir al m argen las operaciones 4x3 = 12 y 6x3 =18, y que otro 
utiliza la relación funcional doble.
Cuatro alum nos desarrollan una estrategia de tipo aditivo y dan como 
respuesta un  rectángulo de dimensiones 14x12, es decir que conservan la 
diferencia entre los lados del rectángulo dado, 6-4 = 14-12.
Tres alum nos repiten algún dato gráfico del enunciado en su respuesta, 
uno repite el lado de seis unidades y dibuja un rectángulo de dim ensiones 
6x12, otro dibuja un  rectángulo de dim ensiones 5x12, m anifiesta 
problemas de conteo por lo que no sabemos el lado que repite, y el tercero 
repite todos los datos gráficos.
Tres alum nos manifiestan un predom inio de la operatividad, para hallar 
el lado incógnita operan con parte de los datos. Dibujan un  rectángulo de 
dimensiones 16x12, la dimensión del lado hallado corresponde a la sum a 
de dos datos del enunciado, 16 = 12+4.
Tres alum nos decodifican el enunciado de forma particular, dos de ellos 
interpretan la expresión "misma forma" como dibujar otro rectángulo sin 
tener en cuenta la relación entre los lados y el otro dibuja un  rectángulo 
de dim ensiones 2x12, es que la interpreta como dibujar otro rectángulo 
que conserve el área.
N ingún alum no se centra en la simetría axial, es decir que el 
desplazamiento del lado dado para completar la figura ha evitado que los 
alum nos tom en éste como eje de una simetría axial. En la investigación 
desarrollada en el curso 1996-97 enValencia -v e r Fernández et al. (1998)-, 
6/10 alum nos de sexto curso de prim aria tuvieron un com portam iento 
centrado en la simetría axial al resolver esta tarea.
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Sorprende el descenso tan fuerte que hay en el éxito al resolver los 
alumnos de sexto curso esta tarea en relación con el que obtuvieron los 
alumnos de quinto curso. Así 16/20 respondieron satisfactoriamente en  
quinto curso y 7/20 lo ha hecho en sexto curso.
Ninguno de los tres alumnos que tuvo una actuación débil en la tarea 
Fotografié tiene una actuación satisfactoria en esta tarea.
_______________________________ En  la tarea Perro_______________________________
01 No responde
Categoría 4, Subcategoría 4.3
02 Dibuja la imagen del perro ampliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y cola, en dos 
cuadrados unitarios, unidos por un vértice en sentido oblicuo. Ha iniciado 
otro que no lo termina y se observan señales de conteo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El perro que dibuja tiene el doble de altura que el dado, pero 
tiene dificultades con los unitarios al parecer debido a la expresión "2 a 1".
03 Dibuja un perro con las siguientes características: cabeza, (3+3) x (2+2), 
boca y ojo bien ubicados, cuello, (1+0) x (1+1), tronco, (5+3) x (2+2), patas, 
(1+0) x (2+2). Transforma los unitarios, oreja y cola, en dos cuadrados 
unitarios, imidos por un vértice en sentido oblicuo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: La altura del perro que dibuja es el doble que la del dado, pero 
tiene dificultades con los unitarios y con el aumento horizontal en cuello y 
patas. Tal vez la dificultad con el unitario del cuello le impide cerrar 
adecuadamente el cuerpo y las patas.
04 Ha dibujado dos perros como el dado. En el segundo ubicó mal la cola 
y rectifica.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.2. 
Nota: Parece que interpreta la expresión "escala 2 a 1" con dos 
unidades.
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05 Ha dibujado dos perros parecidos al dado, tienen la misma altura pero 
no tienen cuello por lo que el cuerpo es un poco mayor en sentido vertical.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.2. 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
06 Dibuja la imagen del perro am pliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y cola, en 
rectángulos verticales de lx (l+ l). La boca no la aumenta y el ojo está m al 
ubicado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Aunque tiene dificultades en los unitarios debido a la expresión 
”2 a 1", logra que la altura del perro corresponda al doble de la del original 
debido a que el aumento de la oreja lo orienta sobre la vertical.
07 Dibuja la imagen del perro am pliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y  cola, en  
rectángulos 1 x (1+1) en sentido horizontal. La boca la aum enta 
correctamente y el ojo está mal ubicado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Aunque tiene dificultades en los unitarios debido a la expresión
"2 a 1", no logra que la altura del perro corresponda al doble de la del
original debido a que el aumento de la oreja lo orienta sobre la horizontal.
08 Dibuja la imagen del perro am pliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y  cola, en 
rectángulos lx (l+ l)  en sentido horizontal. La boca no la aum enta 
correctamente y el ojo está mal ubicado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Aunque tiene dificultades en los unitarios debido a la expresión
"2 a 1", no logra que la altura del perro corresponda al doble de la del
original debido a que el aumento de la oreja se orienta sobre la horizontal.
09 Dibuja un  perro con las siguientes características: cabeza, (3+3)x(2+2), 
cuello, (l+ l)x (l+ l), tronco, (5+4)x(2+3), las patas, (l+l)x(2+2), deja 
invariantes los unitarios, oreja y cola. Hay evidencias de conteo en sentido 
vertical.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2.
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Nota: Sus aumentos son bidimensionales y el dibujo alcanza una 
altura doble de la del original, como evidencia el conteo. La dificultad con 
los cuadrados unitarios le impiden cerrar adecuadamente la figura.
10 Dibuja un perro con las siguientes características, cabeza, (3+3)x(2+l), 
cuello, (l+0)x(l+2), tronco, (5+3)x(2+0), patas, (l+l)x(2+l), cola y oreja en 
rectángulos 2x1, la primera en sentido vertical y la segunda, mal ubicada, en  
sentido horizontal.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un  patrón 
constante en los aumentos, aunque son bidimensionales. No identifica la 
relación de cambio, pero da la idea de un  perro más grande que el original.
12 Dibuja la imagen del perro am pliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y cola, en  
rectángulos verticales, lx (l+ l). La boca la aum enta correctamente y el ojo 
está mal ubicado. Utiliza la regla para dibujar.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Aunque tiene dificultades en los unitarios debido a la expresión 
"2 a 1", logra que la altura del perro corresponda al doble de la del original 
debido a que el aumento de la oreja se orienta sobre la vertical.
13 Dibuja un perro con las siguientes características, cabeza, (3+3) x (2+0), 
tronco, (5+3)x(2+2), patas, (l+0)x(2+2), los unitarios cuello, cola y oreja en 
rectángulos en sentido vertica l, (l+0)x(l+l).
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.4 
Nota: Su dibujo ha perdido la proporción, no se observa un patrón 
constante en los aumentos, aunque son bidimensionales. No identifica la 
relación de cambio, pero da la idea de un perro más grande que el original.
14 Dibuja un  perro con las siguientes características: cabeza, (3+l)x(2+l), 
cuello, (l+l)x(l+0), tronco, (5+l)x(2+0), las patas, (l+l)x(2+0), deja 
invariantes los unitarios, oreja y cola, y la boca no la aumenta.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.2 
Nota: El dibujo ha perdido proporción, es más grande, se aprecia una 
tendencia a aum entar una cantidad de manera constante, uno, en las dos 
dim ensiones.
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16 Dibuja un perro más pequeño que el original con las siguientes 
características: la cabeza (2-l)x(3-l'5), los unitarios, oreja, cola y cuello 
(0'5)x(0'5), las patas (l-0'5)x(2-l), el cuerpo (5-2'5) x (2-1). Ha iniciado dos 
dibujos que ha tachado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que el estudiante tiene dificultades para interpretar la 
expresión técnica- simbólica "2 a 1" y la toma como reducir a la mitad. Podría 
considerarse como asociar la expresión a una dism inución, pero tiene en  
cuenta la bidim ensionalidad del decremento y aplica correctamente la 
relación de cambio, mitad, en todas las partes del perro.
17 Dibuja la imagen del perro ampliando adecuadam ente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y cola, en dos 
cuadrados unitarios, imidos por un vértice en sentido oblicuo. Hay u n  
intento, borrado, de ubicar la oreja de otra forma.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El perro que dibuja tiene el doble de altural pero tiene 
dificultades con los unitarios al parecer debido a la expresión "2 a l" .
18 Dibuja la imagen del perro ampliando adecuadam ente la cabeza, el 
cuello y el tronco, las patas (l+0)x(2+2). Transforma los unitarios, oreja y 
cola, en dos cuadrados unitarios unidos por un vértice en sentido oblicuo. La 
boca está desproporcinada y el ojo mal ubicado. Hay un  intento de dibujar 
otro perro que ha borrado, parece que no le cabía.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El perro que dibuja tiene el doble de altura. Evidencia tener 
dificultades con lo unitario, al parecer debido a la expresión "2 a 1", como 
pone de manifiesto en la cola, el cuello y en las patas.
19 Dibuja un  perro de las siguientes características: A m plía 
adecuadamente el tronco y las patas, transforma la cabeza, (3+4)x(2+2), el 
cuello, (l+2)x(l+l), y los unitarios, oreja y cola, en rectángulos verticales, 
(l+0)x(l+l), . Ha borrado la parte derecha de la cola que la había dibujado 
como un cuadrado 2x2.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Dibuja un perro que tiene el doble de altura pero como tiene 
dificultades con lo unitario, al parecer debido a la expresión "2 a 1", pierde la 
proporción en la cabeza y en el cuello cuando cierra el dibujo desde la oreja.
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20 Dibuja la imagen del perro ampliando adecuadamente la cabeza, el 
cuello, el tronco y las patas. Transforma los unitarios, oreja y cola, en dos 
cuadrados unitarios , unidos por un vértice en sentido oblicuo. No aum enta 
la boca y el ojo está mal ubicado.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Ver comentarios del alumno 17.
21 Dibuja un perro ampliando adecuadamente todas las partes del 
cuerpo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
22 No responde
Categoría 4, Subcategoría 4.3
Resumen y comentarios
Perro 6o B
1.1.1 2/20
1.1.2 11/20
1.4.2 1/20
1.4.4 2/20
2.2.2 2/20
4.3 2/20
De los trece alumnos cuyas actuaciones se considera satisfactorias en 
relación con la tarea, tienen en cuenta la bidim ensionalidad del aum ento  
y  la relación de cambio, solamente dos no tienen ninguna dificultad para 
aplicar correctamente el cambio en todo el dibujo, sin embargo, uno de 
éstos ha interpretado la expresión técnica-simbólica, 2 a 1, como la m itad. 
El resto, once alumnos, no aplican el cambio en toda la figura, al parecer 
por dificultades con lo unitario, oreja, cuello, cola, y patas, o por 
dificultades de carácter técnico al cerrar el dibujo o por dificultades en el 
conteo.
Un alum no resuelve la tarea mediante aumentos aditivos constantes, lo 
hace en las dos dimensiones y cuando incrementa alguna de ellas lo hace 
en una unidad.
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Dos enfrentan dificultades múltiples, básicamente con la relación de cambio, 
no la identifican, aunque dan la idea de un perro mas grande que el original.
Dos alum no interpretan la expresión "2 a 1" como dibujar dos perros del 
mismo tam año.
Dos alumnos no contestan.
Los alum nos que tuvieron una actuación débil en la tarea fotografía tienen 
el siguiente índice de éxito en el bloque de tareas Escalas: 0 /5 ,1 /5  y 2/5, por 
lo que podría estudiarse la hipótesis de que un  razonam iento cualitativo 
suficiente en la comparación de figuras es condición necesaria para tener u n  
razonam iento suficiente en la resolución de tareas de escalas num éricas, 
tanto lineales como bilineales. Es decir que el éxito en la comparación 
cualitativa de figuras es un precursor para la adquisición de la noción de 
proporción y por tanto de razón.
En la tarea Patios iguales
01 " Pablo".
"porque hay mas ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de 
niños, no hay evidencias de que tome en cuenta la igualdad de superficies 
pero su respuesta es consistente con la que da en la pregunta siguiente.
02 "En la clase de Pablo".
"Que hay más niños en la clase de Pablo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
03 * Pablo".
"Porqué son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños, no toma en cuenta la superficie tal como se pone en  
evidencia con la respuesta que da en la pregunta siguiente.
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04 "En el de la clase de Pablo".
"Porqué hay más niños ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
05 " En la de Pablo".
"Por que son mas ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
06 "En la clase de Pablo".
"Los trozos que hay y los niños ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Al referirse a trozos y niños, se entiende que considera todas las 
cantidades en juego aunque no es m uy explícito en su expresión verbal.
07 " En el de la clase de Pablo".
"Porqué son mas ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
08 " Jugaran más apretados en la clase de Pablo".
"Me ha hecho decidir que hay más niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
09 " Los de la clase de Pablo".
"Por que hay mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
10 * Clase de Pablo".
"Porque hay mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
12 " En la clase de Pablo".
"Porque en la clase de Pablo hay mas y salen a menos terreno".
Ha marcado en los patios "• niño", cuatro en uno y seis en el otro.
24
A n e x o  2 .4 . Se x to  c u r so
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todos los elementos en juego y pretende hacerlo 
notar marcando en la cuadrícula.
13 " En el de la clase de Pablo".
"Porque los dos campos son iguales y  en la campo de Pablo hay mas 
niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todos los elementos en juego.
14 " En la clase de Pablo".
"Que son más y  el campo es igual de grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 13.
16 " En el de la clase de Pablo".
"Que en la clase de Pablo hay más niños que juegan a la pelota. Y  en la 
clase de Luis menos, y  como el campo es igual, donde hay más niños 
jugarán más apretados".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 13.
17 " En elcampo de Pablo".
"Porque el campo mide lo mismo para los dos pero la clase de Pablo 
hay mas niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 13.
18 " En el campo de la clase de Pablo".
"Me ha hecho decidir, ya que el campo mide igual, pero al haber más 
niños en la clase de Pablo los niños tienen menos espacio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 13.
19 " En la de pablo".
"Porqué hay más niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ha escrito junto al patio de Luis "Sobran cinco terrenos" y ju n to  
al campo de Pablo "Sobran 3 terrenos". Además escribe (PUEDEN JUGAR
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BIEN). Aunque sus notas indican que pudiera estar utilizando una estrategia 
aditiva en la comparación de razones, su actuación pone de manifiesto que 
utiliza todas las cantidades en juego y es consistente con la que tiene en la 
tarea siguiente.
20 " Los niños de la clase de Pablo".
"Porque en la clase de Pablo hay más niños que juegan a la pelota que 
en la clase de Luis".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
21 " En el de de Pablo".
"La cantidad de niños que hay en cada clase y la superficie que hay e n 
cada campo".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todos los elementos en juego.
22 " Jugarán mas apretados en el campo de juego de la clase de Pablo".
"Pues que en el de Pablo hay mas niños y no se puede jugar muy bien
y en el de Luis se puede jugar mejor".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
Resumen y comentarios
Patios iguales 6o B
1.1.1 19/20
2.2.3 1/20
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alumnos en esta tarea y en 
la siguiente es necesario comparar las respuestas que dan en ambas 
preguntas y buscar su coherencia. Esto nos permite distinguir si en la 
comparación centran su atención sólo en las cantidades de la misma especie. 
Por ejemplo los veinte niños de este curso han argum entado de forma 
correcta, directamente o inversam ente, y todas sus respuestas habrían sido 
consideradas como satisfactorias si no se hubiesen com parado con sus 
actuaciones en la tarea siguiente.
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Diecisiete alum nos responden adecuadamente argum entando con u n  
razonam iento de tipo directo, de ellos, doce centran su atención en la 
comparación de las cantidades de niños dando por hecho la igualdad de las 
áreas, de éstos, uno lo hace de forma cuantitativa, los otros cinco relacionan 
todas las cantidades en juego, explicitan en su respuesta que tom an en 
cuenta la igualdad de las superficies y hacen la comparación de las cantidades 
de niños de forma cualitativa. Los otros dos asocian a cada niño una unidad  
de superficie, uno lo explicita con las marcas "• niño" y responde que "salen 
a menos terreno" y el otro con las expresiones "sobran cinco terrenos" y 
"sobran 3 terrenos" y parece que toman su decisión con un  razonam iento de 
tipo inverso.
Uno centra su atención en la comparación de cantidades de la m ism a 
especie, las cantidades de niños.
Es de destacar que al cambiar la estructura de la tarea, respecto de la diseñada 
en las dos experiencias anteriores -en  México en el periodo 1994-96 y en 
Valencia en el curso 1996-97-, han dejado de aparecer, como respuesta de los 
niños, expresiones ambiguas relacionadas con la palabra "juntos". Parece que 
al cambiar una situación estática por otra dinámica y no identificar en el 
enunciado la posición de los niños con cruces en suelo el llam ado "efecto 
autobús" desaparece.
__________________________ En  la tarea Patios distintos__________________
01 "En la classe de Ana".
"Porque es mas pequeño el campo"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies dando 
por supuesto la igualdad en el núm ero de niños que juegan. Es coherente 
con su respuesta en la tarea anterior.
02 "Los niños de la clase de Ana".
"Porque hay mas campo en la clase de Rosa ". Ha marcado con 
circuios seis posiciones en la cuadrícula de cada campo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: Las marcas en los campos de juego pueden indicar que tam bién 
tiene en cuenta la igualdad del núm ero de niños.
03 "En ninguno".
"Porque son igual de niños"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención, únicamente, en la comparación de las 
cantidades de niños, no toma en cuenta la superficie tal como se pone en 
evidencia con la respuesta que da en la pregunta anterior.
04 "En el de la clase de Ana".
"Porque es mas pequeño "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
05 "En la clase de Ana".
"Porque son más y  el campo es muy pequeño "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, pero la comparación 
cualitativa de las cantidades de niño no se entiende a no ser que esté 
inducida por su respuesta en la tarea anterior. Su razonam iento inverso en 
relación con las superficies es correcto.
06 "En la de Ana".
"Pues que hay menos espacios "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
07 "Los de la de Ana".
"Que el campo de la clase de Ana es más pequeño
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
08 "En la clase de Ana".
"Porque aunque hayan igual de niños el campo de la clase de Rosa es 
más grande "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona correctamente todas las cantidades en juego.
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09 "En la de Ana".
"Porque el campo de la clase de Ana es mas pequeño y hay los 
mismos niños en las dos clases "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
10 "Clase de Ana".
"Porque aunque hay los mismos niños el campo de Ana es más 
pequeño "
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
12 "En la clase de Ana".
"Porque el campo es más pequeño que en la clase de Rosa "
Ha marcado en los patios "• niño", seis en cada uno de ellos.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque su respuesta se centra en la comparación de superficies, 
parece que relaciona todos los elementos en juego y pretende hacerlo notar 
marcando en las cuadrículas.
13 "En el de Ana".
"Pues porque los niños que van a jugar en los dos patios van a ser los
mismos, pero el campo de Rosa es mas grande que el de Ana
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
14 "Los de Anna".
"Son los mismos niños, pero el campo de Rosa és más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
16 "En la clase de Ana".
"Que en las dos clases hay-les el mismo número de niños que juegan
a la pelota y  como el campo de la clase de Rosa es más grande, en el campo
de la clase de Ana se esta más apretado". Ha señalado seis posiciones en cada 
cuadrídula con un palote.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
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17 "En el de Anna".
"Porque la clase de Ana el campo es mas pequeño y  hay los m ism os  
niños en cada clase".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 08.
18 "En la de la clase de Anna".
"Me ha hecho decidir ya que el número de niños es igual pero el 
campo de Rosa es más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego.
19 "En la de Ana".
"Porqué hay menos terreno, Porqué hay menos terreno ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ha escrito junto al patio de Ana "Pero sobran 3 terrenos" y 
junto al campo de Rosa "Pero sobran 6 terrenos" y debajo (PUEDEN JUGAR  
BIEN). Aunque sus notas indican que puede estar utilizando una estrategia 
de tipo aditivo, su argumentación se centra en la comparación de superficies, 
dando por supuesto que hay la misma cantidad de niños. Utiliza todas las 
cantidades en juego y su actuación es coherente con la que tiene en la tarea 
anterior.
20 "Jugarán más apretados en el de la clase de Ana".
"Porque el campo de la clase de Rosa es más grande, que en el de la 
clase de Ana".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
21 "En el de Ana".
"Que el campo de Rosa es más grande
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
22 "En el de la clase de Ana".
"El campo de la clase de Rosa es más grande y  cabrán mejor y  en de
Ana es más pequeño
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
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Resumen y comentarios
Patíos distintos 6o B
1.1.1 19/20
2.2.3 1/20
Para realizar el análisis de las actuaciones de los alum nos en esta tarea ha 
sido necesario buscar la coherencia entre las respuestas que dan en ésta y en 
la anterior. Esto nos perm ite distinguir si en la comparación de las razones 
centran su atención sólo en cantidades de la misma especie.
Al igual que en la tarea anterior, también en ésta han dejado de aparecer, 
como respuesta de los niños, expresiones ambiguas relacionadas con la 
palabra "juntos".
Diecinueve alum nos responden adecuadamente, todos ellos hacen u n  
razonam iento de tipo inverso coherente con el directo que utilizaron en la 
tarea anterior. De ellos, ocho explicitan la igualdad de las cantidades de niños 
y diez, aunque no explicitan la igualdad, son coherentes en sus dos 
respuestas.
Solamente cinco alum nos relacionan explícitamente todas las cantidades en 
juego en las dos tareas.
Parece que, en el sentido de Winch (1913 y 1914 a y b), se cumple que los 
alumnos que desarrollan correctamente un  razonam iento cualitativo de 
tipo inverso tam bién desarrollan correctamente el razonam iento cualitativo 
de tipo directo.
Un alumno centra su atención en la comparación de cantidades de la m ism a 
especie, las cantidades de niños, por tanto responde con una igualdad de 
razones haciendo un  razonamiento de tipo directo.
__________________________En  la tarea Razones iguales_____________________
01 " En la clase de María".
"Es mas pequeño el campo ".
Categoría 2, Subcc tegoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies y no  
tiene en cuenta las cantidades de niños que juegan en cada patio.
02 "Para mi estara higual los dos cursos".
"Porque los niños tienen el mismo espacio libre que el número de 
jugadores".
Ha señalado con círculos unas posiciones de los niños en la 
cuadrículas.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: La marca de posiciones nos indica que asocia a cada niño una  
unidad de superficie y después compara el "espacio libre " con el núm ero de 
jugadores, esto le permitiría asociar nuevamente otra unidad a cada jugador 
y ya no le quedaría espacio libre.
03 " La clase de Juan".
"son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las cantidades de niños 
y no toma en cuenta las superficies.
04 "En la clase de María".
"Qué es más pequeño y son muchos niños ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque hace referencia a la cantidad de niños en un  campo de 
juego, centra su atención en la comparación de las superficies.
05 "En la clase de María".
"Por que el campo es más pequeño ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies y no  
toma en cuenta el número de niños.
06 "Igual".
"Pues, que van más o menos igual de separados ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.5 
Nota: La respuesta sugiere que centra su atención en parte de la 
información gráfica, los niños dibujados a la derecha y las distancias entre 
ellos.
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07 " En el de la clase de María".
"Que su campo es más pequeño aunque sean menos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de com pensación 
cualitativa al comparar razones. Compara cualitativam ente todas las 
cantidades en juego pero la diferencia entre las superficies no se compensa 
con la diferencia entre las cantidades de niños y con un razonam iento de 
tipo inverso decide que donde hay menor superficie se juega más apretado.
08 " En el campo de María".
"Qué aunque sobren los mismos huecos en los dos campos el campo 
de Juan es más grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Su respuesta sugiere que inicia una estrategia de tipo aditivo en
la que tiene en cuenta las cantidades de niños pero se equivoca, no sobran
los mismos huecos. Para su decisión parece que centra su atención en la 
comparación de las superficies y  que argumenta con un razonam iento de 
tipo inverso.
09 " Los de Maria".
"Por que hay menos cuadros en el campo de Maria".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies y no  
toma en cuenta el núm ero de niños.
10 " Campo de María".
"Porque en el de Juan hay más gente pero es más grande y en el de 
María son menos y  hay menos espacio".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de com pensación 
cualitativa al comparar razones. Compara cualitativam ente todas las 
cantidades en juego pero la diferencia entre las superficies no se com pensa 
con la diferencia entre las cantidades de niños y con un razonam iento de 
tipo inverso decide que donde hay mayor superficie se juega m enos 
apretado.
12 " En las dos igual".
"Porque en las dos clase salen a 2 cuadrados por niño".
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Ha marcado en los patíos seis en uno y ocho en el otro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego y da la respuesta como 
igualdad de razones normalizadas "2 unidades de superficie por cada niño".
13 " Iguales".
"Juegan igual de apretados orque en los dos campos salen a dos 
cuadrados para cada niño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario anterior.
14 " Yo creo que igual".
"Es ebidente que la clase de Juan es más grande pero el campo también 
es mas grande, y  ocupan 2/4".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque no hace referencia al campo de juego de la clase de 
María, parece que quiere decir que en ambos campos se ocupa la mitad y la 
expresión "ocupan 2/4" se refiere a que los ubica en dos columnas de cuatro.
16 " En el de la clase de María".
"Pues que en la clase de Juan hay más niños, pero el campo es 
también mas grande, lo cuál en el campo de la clase de María se juega más 
apretado".
Ha hecho seis marcas,palotes, en el campo de la clase de Maria y ocho 
marcas en el campo de la clase de Juan.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
17 " Igual". Ha borrado "En la clase de Juan".
"Los niños de cada clase si los pusiéramos en columnas veríamos que 
utilizan la mitad de los campos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su respuesta nos dice que relaciona todas las cantidades en 
juego y que si cada niño ocupara una unidad de superficie entonces los 
campos de juego estarían relativamente igual de ocupados, la m itad en 
ambos casos.
18 " En el campo de Maria".
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"Me ha hecho decidir, ya que aunque la clase de Juan és más 
numerosa el campo de ellos es mucho más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
19 " Los dos igual". Ha dibujado seis muñecos en las dos prim eras
columnas del campo de la clase de María y ocho en las dos primeras del 
campo de la clase de Juan. Ha escrito junto al patio de la clase de Luis 
"Sobran 6 Terrenos" y debajo de los dibujos "A TODOS LOS DE LAS OJAS-5- 
6-7-y 8 le sobran la mitad del campo".
"Por que cuando hay más niños el campo es más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta manifiesta el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones, el incremento en el n úm ero  
de niños lo compensa con un incremento en la superficie. Sus anotaciones 
podrían indicam os que la respuesta es acertada "le sobran la mitad del 
campo", pero como se refiere a todos los problemas de la serie, y solam ente 
en este sobra la mitad, parece que su decisión la toma por lo cualitativo. En 
el siguiente problema desarrolla una estrategia de tipo aditivo lo que hace 
más consistente la primera interpretación de su actuación.
20 " Los de la clase de Maria". Ha puesto cinco marcas en la cuadrícula
del campo de la clase de María y ocho en el campo de la clase de Juan.
"Porque el patio de la clase de maría, es más pequeño que el de la clase 
de Juan".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación de las superficies.
21 " Los dos igual de apretados".
"Que aunque el campo de Juan es más grande su clase también es mas 
num erosa".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones, compensa el incremento en  
la superficie con el incremento en la cantidad de alum nos y decide que 
juegan igual de apretados.
22 " En la clase de María".
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"Aunque en la clase de de Juan sean mas el campo es mas grande y  
pueden jugar bien pero el otro no se puede jugar tan bien como en el otro".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario del alumno 10.
Resumen y comentarios
Razones iguales 6o B
1.1.1 5/20
1.4.5 7/20
2.2.3 7/20
2.2.5 1/20
Cinco alumnos responden adecuadamente con actuaciones distintas, dos de 
ellos ven la igualdad de dos razones norm alizadas "dos cuadrados por 
niño", uno asocia a cada niño una unidad de superficie y concluye "sobra 
igual espacio que núm ero de jugadores", lo que le perm itiría reiterar el 
proceso y establecer la igualdad, y los otros dos relativizan su respuesta y 
argum entan la igualdad de razones en la forma "en ambos casos está 
ocupada la mitad de la superficie de los campos de juego".
Siete alumnos desarrollan estrategias de compensación cualitativa del tipo 
"más de una cantidad puede compensarse con más de la otra cantidad", dos 
de ellos concluyen que jugarán igual de apretados y los otros cinco que no, 
pues consideran que la diferencia entre las cantidades de niños no llega a 
compensar la diferencia entre las superficies.
Siete alum nos se centran en parte de la información gráfica y com paran 
cantidades de la misma especie. Uno usa un razonamiento de tipo directo, se 
centra en la comparación cualitativa de las cantidades de niños, y seis usan 
razonamientos de tipo inverso, uno argumenta a partir de una com paración 
cualitativa del tipo "campo más grande" y cinco argum entan a partir de una 
comparación cualitativa del tipo "campo más pequeño.
Un alum no tiene un centramiento en la información gráfica y  decide que 
jugarán igual de apretados en función de las distancias que hay entre los 
niños. Es el único caso, entre todos los alumnos que han realizado la prueba, 
en el que las figuras que representan a los niños actúan como un  distractor.
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_______________________ En la tarea distinta razón_______________________
01 " Miguel".
"Porque enla de Marta él campo es mas pequeño y  hay m enos 
jugadores y  la de Miguel el campo es mas grande y  ay solo tres jugadores 
mas".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de compensación
cualitativa al comparar razones, aunque una comparación la hace 
cuantitativa, tres niños más, y la otra cualitativa, y que diferencia entre las 
cantidades de niños no se compensa con la diferencia entre las superficies.
02 "En la clase de Miguel".
"No se porque".
Ha señalado con círculos unas posiciones de los niños en la 
cuadrículas, tres en el campo de la clase Marta y seis en el de la clase de 
Miguel.
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Pese a que la respuesta a la primera pregunta es correcta y que 
hace imas marcas en las cuadrículas, no ha dado una justificación de cómo la 
obtuvo por lo que se considera que no responde.
03 " La clase de Miguel".
" son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños y no toma en cuenta las superficies
04 "En los dos igual de apretados".
" 1 es más grande con muchos niños y  otro es pequeño con pocos 
niños ".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su actuación pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones.
05 " En la de Miguel".
"Por que son mas ".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
06 "En la de Miguel".
"Pues, que són más ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
07 " Los de la clase de Miguel". Hay rastros de conteo en el campo de la 
clase de Miguel.
"Que son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
08 " En el campo de Miguel".
"Porque hay más sitios vados y estarán más anchos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Nuevamente asocia a cada niño una una unidad de superficie, 
un sitio, y como es es la tarea a tarea anterior vuelve a equivocarse en el 
espacio que le sobra, sitios vacíos. Parece que en este caso centra su atención 
en las cantidades de niños con un razonamiento del tipo "donde hay m enos 
niños sobra más espacio" y no tiene en cuenta las superficies en su decisión.
09 " En el de Marta.".
"porque el campo de marta es mas pequeño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
superficies y no toma en cuenta las cantidades de niños.
10 " Marta".
"Porque el de Marta es más pequeño y hay menos gente y  el de M igue 
hay más gente y es mas grande pero poca más que el otro".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de compensación 
cualitativa al comparar razones. Compara cualitativam ente todas las 
cantidades en juego pero la diferencia entre las superficies no se compensa 
con la diferencia entre las cantidades de niños y con un  razonam iento de 
tipo inverso decide que donde "sobra" superficie se juega menos apretado.
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12 " En la clase de Miguel".
"Porque en la clase de Miguel salen a 2 cuadrados y  en la de Rosa a 3". 
Ha marcado en los campos de juego "• ", tres en uno y seis en el
otro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, normaliza las razones y 
las compara.
13 " En la de Miguel".
"Porque en el campo de Marta hay tres cuadrados para cada niño y e n  
el de Miguel 2 cuadrados para cada niño".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno anterior.
14 " Los de la clase de Miguel".
"La clase de Miguel son mas niños y el campo es más grande, pero 
imaginemos que cada niño ocupa una casilla Los de la clase de Marta tan 
sólo ocupan 3 casillas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Compara cualitativamente todas las cantidades en juego, asocia 
a cada niño una casilla, y luego, parece que compara la relación del espacio 
ocupado con el espacio sobrante, aunque su expresión no es m uy explícita.
16 " En las dos clases".
"Pues que en el campo de Marta hay 3 niños y  en el de Miguel el 
doble, pero este campo es un poco más grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones, prim ero compara 
cuantitativam ente las cantidades de niños, después cualitativam ente las 
superficies y finalmente compensa las diferencias por lo que responde con la 
igualdad de razones.
17 " La clase de Miguel".
"Porque la clase de Marta utiliza 1/3 del campo y los de Migel ocupan 
mas de 1/3".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
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Nota: En su actuación relaciona todas las cantidades en juego y para 
comparar las razones nos dice que un campo de juego está relativam ente  
más ocupado que el otro.
18 " En el campo de los dos".
"Me ha hecho decidir ya que el campo de M iguel es más grande pero  
tiene el doble de niños que el de Marta".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Ver comentario alumno 16.
19 " Igual". H a dibujado tres muñecos en la prim era columna del campo 
de la clase de M arta y seis en el campo de la clase de M iguel, cuatro en la 
primera columna y dos en la segunda.
"Porque hay campo de sobra".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3. 
Nota: Su actuación pone de manifiesto el uso de una estrategia aditiva 
al comparar razones, parece que toma la decisión de que las razones son 
iguales porque la diferencia entre antecedente y consecuente es la misma en 
los dos casos. Aunque en su argumentación no lo dice, de acuerdo con sus 
expresiones en las tareas anteriores de densidad, le sobra la misma superficie 
en ambos casos, "seis terrenos".
20 " La clase de M arta están más apretado".
"Porque el campo de la clase de Marta es mas pequeño que el de  
M iguel".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
superficies y no toma en cuenta las cantidades de niños.
21 " En el de Miguel".
Que aunque el campo de M iguel es mas grande la clase de M arta es 
poco numerosa".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Su respuesta pone de manifiesto el uso de una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar razones, compara cualitativam ente  
las cantidades de niños y las superficies, pero una diferencia no llega a 
compensar a la otra.
22 " En el de la clase de M iguel".
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"Hay muchos y  además el campo es muy estrecho".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
cantidades de niños y la referencia que hace a una superficie parece que no  
influye en su decisión.
Resumen y comentarios
Razones
distintas 6o B
1.1.1 4/20
1.4.3 1/20
1.4.5 6/20
2.2.3 8/20
4.3 1/20
Cuatro alumnos responden adecuadamente con actuaciones distintas, dos de 
ellos ven la desigualdad de dos razones normalizadas, "2 por niño" y  "3 por 
niño", otro asocia a cada niño una unidad de superficie y parece que 
compara las superficies ocupadas con las sobrantes y el tercero relativiza la  
comparación y argumenta la desigualdad de razones en la forma "un campo 
está relativam ente más ocupado que el otro", en un caso 1 /3  y en el otro 
más.
Un alumno desarrolla una estrategia de tipo aditivo para comparar razones, 
asigna a cada niño una unidad de superficie y con una expresión del tipo  
"sobra lo mismo" concluye que las razones son iguales, es decir que 
argumenta con la igualdad de las diferencias entre el antecedente y el 
consecuente de las dos razones que compara.
Seis alumnos desarrollan estrategias de compensación cualitativa al 
comparar razones del tipo "más de una cantidad puede o no compensarse 
con más de la otra cantidad", así tres concluyen que las razones son iguales, 
consideran que las diferencias se compensan, y  tres que son distintas, 
consideran que la diferencia entre las cantidades de niños no llega a 
compensarse con la diferencia entre las superficies.
Ocho alumnos se centran en parte de la inform ación gráfica y  comparan 
cantidades de la misma especie. Seis usan un razonam iento de tipo directo,
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se centran en la comparación cualitativa de las cantidades de niños y los 
otros dos usan un razonamiento de tipo inverso, para ello hacen una 
comparación cualitativa del tipo "campo más pequeño".
Un alumno, aunque responde, se considera que no contesta pues no da 
ningún argumento que la justifique.
Parece que éstas dos últim as tareas tienen una dificultad sim ilar para los 
alumnos de sexto curso de prim aria. De los cinco alumnos que han  
desarrollado actuaciones que se han ubicado en la dase 1.1.1 cuatro son los 
mismos en ambas tareas y el quinto argumenta correctamente la prim era  
pero no sabe explicar su respuesta a la segunda. El porcentaje de los alum nos 
que han tenido una actuación débil, no se han ubicado en la categoría 1, es el 
mismo en ambas tareas, 45%.
Solamente un alum no compara cualitativam ente las mismas cantidades, el 
número de niños, en estas cuatro tareas del bloque de densidad,.
______________________En  la tarea Repoblación de bosques______________________
01 "ElB".
"porque es mas grande ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que relaciona el significado de espeso o denso con el 
tamaño del bosque. Centra su atención en la comparación cualitativa de las 
superficies y no toma en cuenta las cantidades de árboles.
02 N o contesta.
Ha dibujado seis árboles en la prim era parcela, tres y tres, nueve  
árboles en la segunda, siete, dos y ninguno. Ha numerado, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, los 
árboles que hay que plantar en la segunda parcela.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
03 "E lB " .
" son mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en la comparación de las 
cantidades árboles y que t ío  toma en cuenta las superficies de las parcelas.
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04 "El bosque(B)".
"Porqué hay muchos árboles y  mas sitio para plantarlo
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Su respuesta muestra que toma en cuenta todas las cantidades 
en juego, pero centra su atención en las mayores para argumentar su 
decisión.
05 * En el B".
"Por que hay mas ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
06 "Espeso el B y  denso el A  ". H a borrado un árbol dibujado en la
parcela A  .
"Que hay más árboles. Aunque están igual de distribuidos ".
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Parece que el alum no ha distribuido los árboles en las parcelas 
pero desconoce el significado de denso o espeso. H a dado una respuesta 
inducida por la pregunta; él entiende que hay que elegir entre las 
expresiones "espeso" o "denso" y asocia una con la parcela A  y otra con la B. 
Se considera que su respuesta y su argumentación no son pertinentes.
07 " El monte B". Consultó el diccionario para la palabra denso.
"Que hay más árboles
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alum no 03.
08 "E l bosque B".
"Que hay más árboles ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alum no 03.
09 N o contesta.
H a preguntado el significado de la palabra denso.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
10 " El B".
"Porque hay más arboles ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Ver comentario del alumno 03.
12 " La parcela B y  la A ".
"Sale la misma proporción porque es equivalente".
Ha dibujado seis árboles en la parcela A , tres en cada unidad de 
superficie, y nueve en la parcela B, tres en cada unidad de superficie.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todos los elementos en juego, con su expresión 
verbal y sus dibujos quiere decir que hay tres árboles por unidad de 
superficie. U tiliza  el térm ino "misma proporción" en lugar de misma razón.
13 " Resultarán igual". H a preguntado por la palabra "espeso".
"Son iguales porque ocupan lo mismo en cada parcela".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todos los elementos. Su expresión verbal indica que 
ha pensado en una distribución de los árboles en las dos parcelas con el 
mismo resultado, en cada unidad de superficie de cada parcela se plantan  
tres árboles.
14 " El monte B denso". Ha preguntado el significado de la palabra
"espeso"
"EL A".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Su referencia al monte A  no nos da ninguna explicación a su 
respuesta.
16 " El bosque A". H a dibujado 12 árboles en la parcela A , seis en cada
unidad de superficie, tacha tres en una y lo mismo en la otra. En la B ha 
dibujado 27 árboles, nueve en cada unidad de superficie, en la prim era tacha 
cuatro, en la segunda los tacha todos y  en la tercera tacha cinco.
"Porqué la parcela es más pequeña".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: En un principio intenta relacionar todas las cantidades en juego 
como ha hecho en las dos tareas anteriores, pero al asociar cada unidad de 
superficie con seis árboles en un caso y con nueve en el otro no encuentra 
explicación y  tacha parte de lo dibujado, finalm ente, para tomar la decisión, 
centra su atención en la comparación cualitativa de las superficies y  en su
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argumentación no toma en cuenta las cantidades de árboles, pese a que los 
ha dibujado.
17 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
18 " El de la parcela B".
"Me ha hecho decidir ya que el número de árboles plantados es 
mayor, quel del A  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
19 " El B ".
"Porqué hay mas y  el campo es mas grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Su respuesta muestra que toma en cuenta todas las cantidades 
en juego, pero centra su atención en las mayores para argumentar su 
decisión.
20 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
21 " -Los dos igual El monte B".
"Que el monte B tiene las parcelas más grandes y  más arboles que  
repoblar".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 19.
22 " El monte B .".
"Hay más árboles y  en el A  hay menos".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
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Resumen y comentarios
Repoblación 
bosques 6o B
1.1.1 2/20
2.2.3 12/20
4.1 1/20
4.2 1/20
4.3 4/20
Dos alumnos responden adecuadamente, se dan cuenta de que se pueden 
distribuir los árbole de forma equivalente en cada parcela, tres por unidad de 
superficie.
Doce alumnos se centran en parte de la inform ación gráfica y comparan 
cantidades de la misma especie. De ellos, siete usan un razonamiento de tipo  
directo, a partir de una comparación cualitativa de las cantidades de árboles, 
tres se centran en las cantidades mayores y  argumentan también con un  
razonamiento de tipo directo, dos se centran en la comparación cualitativa  
de las superficies, uno de éstos con un razonamiento de tipo directo "donde 
la parcela sea más grande el bosque será más espeso" y el otro con un  
razonamiento de tipo inverso "donde la parcela es más pequeña el bosque 
será más espeso".
Un alum no se considera que tiene una actuación no pertinente, tiene 
dificultades de comprensión del enunciado y da una respuesta inducida por 
la estructura de la pregunta, una disyunción entre dos palabras difíciles para 
él como son denso y espeso.
Un alumno se considera que tiene una actuación no identificada, pues su 
argumento no proporciona niguna evidencia en relación con su respuesta.
Cuatro alumnos no contestan.
A  dos de los tres alumnos que preguntaron sobre el significado de "espeso o 
denso" se les respondió recordándoles el cuento de Robin Hood en el que los 
bandidos se escondían en la espesura del bosque, el tercero consultó el 
diccionario.
La tarea es más difícil que las anteriores del bloque de densidad, 18/20 tienen  
una actuación débil al intentar resolverla. A l parecer la asociación de una
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unidad de medida alargada "hilera" con una cantidad de árboles que se han  
de plantar en ella causa mayores dificultades que una discretización "más 
fam iliar" de la superficie por medio de la retícula. Por otra parte, la 
representación de unos bosques mediante imas parcelas para imaginárselos 
después iguales cuando hayan crecido los árboles es una abstracción m uy  
fuerte para los alumnos de prim aria.
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado a )_____________________
01 "D".
"Porque son dos y  tienen tres bocadillos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque su respuesta es descriptiva, relaciona todos los 
elementos en juego y su respuesta es consistente con la que da en el apartado 
b) de la tarea.
02 "En el D".
"Porque comerán cada uno bocata y  medio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que compara unidades enteras por lo que da la respuesta 
en forma de número m ixto.
03 "En el A".
"Porque son más ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que compara cantidades de la misma especie, en este caso 
el número de niños, y  que su argumento es del tipo "donde hay más niños  
se come más"olvidándose de la razón. También podría considerarse que 
centra su atención en la información gráfica, pero es menos probable.
04 "En el D".
"Porque hay más bocadillos 3 que personas 2 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
05 " En el A  ".
"Por que hay más bocadillos".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de bocadillos que 
hay en cada viñeta y argumenta con un razonam iento de tipo directo 
"donde hay más bocadillos más se come". Aunque hay tres viñetas con tres 
bocadillos, puede ser que en la A  el alumno cuente cuatro.
06 "En el D  ".
"Porque hay más bocadillos para menos estudiantes ".
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de estudiantes, tal
como hace en el siguiente apartado de la tarea, pero al completar su
argumentación con un dato que no está en el enunciado, "hay más 
bocadillos", hace que se considere que su actuación no esté identificada.
07 " D  ".
"Son dos y  hay tres bocadillos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 01.
08 " D  ".
"Porque hay 3 bocadillos y  2 personas, cada persona comería 1 
bocadillo y  medio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 02.
09 " D  ".
"porque hay menos gente".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque su prim era contestación es correcta, parece que centra 
su atención en la comparación cualitativa del número de niños para 
argumentar mediante un razonam iento de tipo inverso. N o da evidencias 
de considerar el número de bocadillos. Es coherente con la actuación que 
tiene al resolver el siguiente apartado de la tarea.
10 " El D  ".
"En el D hay dos estudiantes y  3 bocatas entonces a cada uno le  
tocarían 1 bocata y  medio".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Nota: Ver comentario 02.
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12 " En el D  ".
"Porque hay menos estudiantes y  tienen los mismos bocadillos 
lógicamente salen a mas ración por persona".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Se da cuenta de la igualdad de las cantidades de bocadillos y  
considera que es suficiente argumentar con un razonam iento de tipo  
inverso.
13 " En el D  ".
"Porque en el D  son 3 bocadillos para 2 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
14 " En el D ".
"Son dos estudiantes y  tienen 3 bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
16 " En el D  ".
"Porqué hay más bocadillos que personas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 01, pero en este caso se expresa 
m ediante un camparación cualitativa..
17 " D
"Porque hay tres bocatas para 2 personas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
18 " D  ".
"Ya que el número de alunos es menos pero los bocadillos són más".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que su argumento está incompleto y que la segunda 
comparación que hace es del núm ero de bocadillos con el número de 
estudiantes. Su actuación es coherente con la que tiene en el segundo 
apartado de la tarea.
19 " El D  ".
"El D Porqué hay 3 bocadillos para 2 personas".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
20 " En el D  ".
"Porque son dos niños y  tienen tre bocatas"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
21 " D  ". Junto a las viñetas ha hecho las siguientes operaciones:
A ) 0,25x6 = 3,00 B) 0,75x4 = 3,00 C) 2 :-3-=M?>60 D) 3 : 2 = 1,5
"tienen 3 bocadillos y  2 personas, por lo tanto sale a 1,5 por persona".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Considera la razón como un cociente y realiza todas las 
divisiones por lo que da la respuesta en forma de número decimal.
22 * En el D  ".
"Les han dado tres bocadillos y  com solo son dos pueden comerse u n 
bocadillo y  medio cada uno".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado a) 6o B
1.1.1 16/20
2.2.3 3/20
4.2. 1/20
Dieciséis alumnos tienen una actuación satisfactoria al resolver esta tarea. 
Trece de ellos parece que sus respuestas están sustentadas en un reparto 
unitario, de éstos cinco se expresan en forma de núm ero m ixto "uno y  
m edio", dos parece que se dan cuenta de la igualdad del número de 
bocadillos en tres viñetas por lo que estiman suficiente argum entar con una 
comparación cualitativa de las cantidades de estudiantes basándose en u n  
razonamiento de tipo inverso y uno interpreta las razones como cocientes y  
da la respuesta en forma de número decimal.
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Tres alumnos comparan cantidades de la misma especie, dos de ellos hacen 
un razonam iento de tipo directo, uno del tipo "donde más bocadillos hay, 
más se come" y el otro "donde más gente hay, más se come", y  el tercero 
agumenta con un razonam iento inverso "donde hay menos gente, más se 
come".
Un alumno tiene una actuación que se considera no identificada por su 
argumentación con datos que no están en el enunciado.
A l parecer las argumentaciones se centran en el número de entidades 
enteras que le tocan a cada niño, excepto en los casos que hacen u n  
razonamiento de tipo inverso.
H ay distractores en las viñetas que promueven ver más bocadillos de los que 
en realidad hay, sobre todo en la viñeta A .
_____________________ En  la tarea Bocadillos. A partado b)_____________________
01 "A".
"porque son seis y  tienen tres bocadillos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque su respuesta es descriptiva, relaciona todos los 
elementos en juego y su respuesta es consistente con la que da en el apartado 
anterior de la tarea.
02 "En el A".
"Porque hay mucho gente y  pocos bocatas".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Sorprende la diferencia respecto a la respuesta que da en el 
apartado a) donde lo hizo correctamente con un núm ero m ixto, parece que 
es tan evidente para él que argumenta con un razonamiento de tipo inverso  
centrado en la cantidad de estudiantes "mucho gente".
03 " En el D
"Porqué son menos ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
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Nota: Parece que compara cantidades de la misma especie, en este caso 
el número de niños y que su argumento es del tipo "donde hay menos niños 
se come menos"olvidándose de la razón. Su actuación es coherente con la 
que tuvo en el apartado anterior de la tarea.
04 "C".
"Porqué hay 3 personas y  2 bocadillos ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que centra su atención en la comparación de las 
cantidades de bocadillos y elige como respuesta el grupo C en el que hay 
menos bocadillos.
05 " En el C  ".
"Por que hay m enos bocadillos ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario anterior.
06 "En el A " .
"Porque hay  m enos bocadillos para m ás e s tu d ia n tes" .
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que centra su atención en la cantidad de estudiantes, tal
como hace en el apartado anterior de la tarea, pero al completar su
argumentación, también en este caso, con un dato que no está en el 
enunciado, "hay menos bocadillos", hace que se considere que su actuación 
no esté identificada.
07 " A  ".
"Son seis y  hay tres bocadillos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
08 " A  ".
"Porque hay 6 personas y  tres bocadillos, cada persona com erís m e d i o  
b o ca d illo " .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Por esta respuesta, medio bocadillo, y la que da en el apartado 
anterior, bocadillos y medio, parece que ha hecho todas repartos y  los ha 
comparado.
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09 " A  ".
"porque hay mas personas y  menos para repartir
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque su prim era contestación es correcta, parece que centra 
su atención en la comparación cualitativa del núm ero de niños para 
argum entar m ediante un razonam iento de tipo inverso. N o da evidencias 
de considerar el núm ero de bocadillos. Es coherente con la actuación que 
tiene al resolver el apartado anterior de la tarea.
10 " E A  ".
"En el A  porque hay 6 estudiantes y  3 bocatas y  le quedaría a cada u n o  
super poco".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Sorprende la diferencia respecto a la respuesta que da en el 
apartado a), parece que es tan evidente para él que no necesita calcular y 
concluye con una respuesta cualitativa.
12 " En el A  ".
"Porque hay mas estudiantes y  tien los mism os bocadillos 
lógicamente salen a menos ración por persona".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Se da cuenta de que el número de bocadillos es el mismo y 
considera la razón norm alizada como fracción unitaria y  la expresa como 
"ración por persona".
13 " En el A  ".
"Porque son tres bocadillos para seis".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
14 " En el A  ".
"Porque son 6 y  tan sólo tienen 3 bocadillos".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
16 " En el A  ".
"Porqué solo hay 3 bocadillos para 6 personas".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
P r e c u r so r e s  del  r a z o n a m ie n t o  pr o p o r c io n a l
17 " A  ".
"Porque hay 3 bocatas para 6 niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
18 " A
"Ya que solo hay tres bocadillos para 6 niños".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
19 " El A ".
"Porque hay 3 boatas para 6 estudiantes".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
20 " En el A  ".
"Porque son seis niños y  hay tres bocatas
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del estudiante 01.
21 " A  Junto a las viñetas ha hecho las siguientes operaciones:
A ) 0,25x6 = 3,00 B) 0,75x4 = 3,00 C) 2 : 3 -  ^0,60 D) 3 :2  = 1,5
"tienen 3 bocatas y  ópersonas, por lo tanto sale a 0,25 por persona".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Considera la razón como un cociente y  realiza todas las 
divisiones por lo que da la respuesta en forma de núm ero decimal, pero 
tiene problemas con el algoritmo de la m ultiplicación con decimales.
22 " En el A ".
"Son mas y  solo tienen tres bocadillos para seis".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Su argumentación es descriptiva y su razonam iento es 
cualitativo de tipo inverso, "son mas" luego comerán menos
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Resumen y comentarios
Bocadillos
Apartado b) 6o B
1.1.1 13/20
1.1.2 1/20
2.2.3 5/20,
4.2 1/20
Catorce alumnos tienen una actuación satisfactoria. Once de ellos responden 
con una descripción cuantitativa, tres bocadillos y  seis estudiantes, dos se 
dan cuenta de que permanece constante el número de bocadillos en tres 
viñetas y hacen un razonam iento de tipo inverso basado en el núm ero de 
estudiantes, uno responde con la fracción, un m edio, y finalm ente, uno  
responde con un número decimal, 0'25, parece que interpreta la razón como 
cociente y  que tiene problemas de cálculo con los números decimales.
Es difícil distinguir cómo hacen la comparación entre el resultado del 
reparto en A  y en C. A l parecer "ven" que les toca más de la m itad en el C y 
eso puede ser un argumento que les lleve a tener éxito en la decisión.
Hay que resaltar que al tener que fraccionar para comparar, el éxito, en este 
apartado de la tarea, es menor que en el anterior donde tenían que comparar 
a partir del reparto unitario.
Cinco alumnos comparan cantidades de la misma especie. Uno de ellos 
argumenta que donde menos niños hay menos se come, dos que donde 
menos bocadillos hay menos se come y los otros dos que donde más gente 
hay menos se come. Es decir que tres alumnos hacen razonamientos de tipo  
directo y dos de tipo inverso.
Un alumno tiene una actuación no identificada pues su argumentación se 
contradice con la información gráfica.
____________________ En  la tarea M ermeladas. A partado a )
01 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
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02 "30%".
"Porque es el doble de pequeño".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Opera con el "tanto por ciento" como si fuera una cantidad 
extensiva. Su argumento es de la forma: Si el tamaño es el "doble de 
pequeño", el "tanto por ciento" será la m itad.
03 "
"Pues como son de la misma marca tienen que tener la m ism a
calida".
Categoría 4, Subcategoría 4.1 
Nota: Responde solo a la segunda cuestión, pues según su
argumentación no hace falta responder a la prim era ya que todos son de la 
misma marca. Se considera que su actuación no es pertinente.
04 "40". H a escrito la operación 6 0 -2 0  = 40 
"Porqué es 1/4 más pequeño que el grande ".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Se podría pensar que se centra en la inform ación pictórica "1/4  
más pequeño" y responde con un predom inio del denom inador intentando  
justificar su respuesta con una resta en la que hace uso de un dato que no  
está en el enunciado, sin embargo es más plausible, de acuerdo con la 
actuación que tiene en el segundo apartado de la tarea, que opera con parte 
de los datos, parece que toma 100 como un todo y si una parte tiene 60, la
otra, más pequeña, tendrá lo que falta hasta 100. Es más d ifíc il de explicar
porqué introduce en la justificación un dato numérico que no está en el 
enunciado.
05 " 60".
"Porque si dice que hay la misma calidad entonces es lo mismo ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
06 "60".
"Sabiendo ".
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Aunque su prim era respuesta es correcta, no da una 
argumentación que nos de evidencias de cómo la ha obtenido por lo que se 
considera que no responde.
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07 " 60".
"Te explica que es de la misma calidad que la grande ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
09 "30".
"Porque el frasco es la mitad de g  que el grande y  si el 60% es fruta el 
otro frasco es la mitad".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
10 "No lo se".
Categoría 4, Subcategoría 4.3
12 "30".
"Pues si cada 450 g  son 60% de fruta, la mitad serán 30% de fruta".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
13 " 60".
"Es el mismo porque el frasco pequeño es la mitad que el del grande".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que le falta term inar su argum entación verbal con la 
frase "pero de la misma calidad".
14 " 30".
A l margen ha escrito la operación 450 - 225 = 225 
"225 es la mitad de 450 entonces la mitad de 60 es 30".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
16 " 40".
"Porqué es el doble".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que toma 100 como un todo y  que opera con parte de los 
datos, si una parte, la mayor, tiene 60, la otra, más pequeña, tendrá lo que 
falta hasta 100, por tanto responde con la diferencia entre un dato im plícito  
100 y otro explícito 60.
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17 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
18 " 25".
No contesta
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Su prim era respuesta es no pertinente y además no da una 
argumentación que nos de evidencias de cómo la obtenido por lo que se 
considera que no contesta.
19 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 " 30".
"Porque si 450 g  es el 60% la mitad de 450g es 225 entonces la mitad de  
el 60% es e 30%".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
21 "  220" .
"Si el bote pequeño, es la mitad de pequeño, en este tendrá que haber
el doble contenido de fruta que hay en el bote grande".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4. 
Nota: En su argumentación usa "el tanto por ciento" como una 
cantidad extensiva y halla el doble de 60.
22 " 40".
"Si 225g es la mitad de 450g he pensado que sería 30. ".Ha borrado "que 
sería la m itad.
A l margen ha escrito la operación: 450 : 2 = 225 en "caja"
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.4.
Nota: Aunque se equivoca el la primera respuesta, es evidente que su 
intención era escribir 30 por lo que puede verse el comentario del estudiante 
02.
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Resumen y comentarios.
Mermeladas
Apartado (a 6o B
1.1.1 3/20
2.3.3 2/20
2.3.4 7/20
4.1 1/20
4.3 7/20
Tres alumnos tienen una actuación satisfactoria, interpretan de form a  
correcta el enunciado verbal, es decir, si tienen la misma calidad tendrán el 
mismo tanto por ciento de fruta.
Dos alumnos operan con parte de los datos, parece que asocian 100 a un todo 
y responden 40 que es la diferencia entre 100 y 60, sin embargo no son m uy  
explícitas sus actuaciones respecto a este comportamiento, así uno  
argumenta, "1 /4  más pequeño", y el otro"porqué es el doble".
Siete alumnos operan con el tanto por ciento como si fuera una cantidad 
intensiva. Cinco de ellos relacionan los pesos de mermelada de los dos 
frascos y responden con la m itad de 60, uno parece que relaciona los 
tamaños, argumenta con "el doble de pequeño", y también responde con la 
m itad de 60, y  por últim o, el otro, que responde 120, argumenta que si es la 
m itad de pequeño entonces tendrá el doble de fruta.
Un alumno tiene una actuación que se considera no pertinente pues asocia 
calidad con marca del producto.
Siete alumnos se considera que no responden, cinco de ellos no contestan y  
los otros dos no argumentan la respuesta que dan.
Es im portante señalar que ningún niño preguntó por el significado del 
simbolo %, parece ser que forma parte de una información visual cotidiana y 
no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la inform ación  
num érica.
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_____________________ En  la tarea M ermeladas. A partado b)_____________________
01 " 450".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Repite un dato del enunciado de la tarea.
02 No contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
03 "60%".
"Telo pone ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
04 "75g de Fruta".
"Dividiendo los 450g por los 60 de calidad ".
A l margen ha intentado divid ir "en caja" 60 entre 450 y lo ha tachado. 
Ha escrito otra división"en caja" 450 : 60 = 75 , el resto le da "0"; en realidad 
hace la división por "6".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Opera con parte de los datos y además tiene problemas con el 
algoritmo que usa.
05 "450g".
"Porque lo pone en el frasco ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
06 "El 60% de 450 g."
"Mirando el tarro"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
07 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
08 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
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09 "450g".
"porque lo pone en el frasco ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
10 " 75g".
"Dividienso 450 entre 60 y  da 75.”.
A l margen ha borrado una división en caja 450 : 60 = 75 , resto 0 .
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3. 
Nota: Ver comentario del alumno 04.
12 "265g".
"Descubriendo lo que vale una parte".
Ha escrito varias divisiones en caja: 225 : 50 = 4 , resto 25 ; 450 : 60 = 7 , 
resto 3, que ha tachado; una columna de operaciones que las ha tachado 
todas 450 : 2 = 225, resto 0 ; 225 : 2 = 112, resto 1 ; 113 :2  = 56 , resto 1 ; 57 : 2 = 
2 8 , resto 1; 29 : 2 = 1 4 , resto 1 ; 15 : 2 = 7 , resto 1 ; 8 : 2 = 4 , resto 0 ; 4 : 2 = 2 , 
resto 0 ; 2 : 2 = 1 , resto 0 .
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Parece que conoce una regla y  opera con datos del enunciado, 
explícitos e im plícitos, pero no obtiene una respuesta satisfactoria y tacha 
todas las operaciones. La respuesta que da no está identificada y su actuación 
tampoco.
13 " 270 gramos".
"Pues hallando 1 decima parte y  maultiplicando por 6".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que aplica una regla aprendida.
14 "60%".
"Porque lo pone en el dibujo".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
16 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
17 N o contesta..
Categoría 4, Subcategoría 4.3
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18 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
19 " 450”,
"Por la cantidad del tanto porciento de la fruta 60%".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
20 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
21 N o contesta.
A l margen ha hecho cuatro divisiones en caja: 450 : 100 = 4 , resto 050 , 
que tacha;
450 : 2 = 225, resto 000, que tacha; 225 : 5 = 14, resto 020, que tacha y 225 : 5 = 
144, resto 0 .
Categoría 4, Subcategoría 4.3
22 " 450 g .".
"Te los pone en el frasco los gramos que tiene".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
Resumen y comentarios
Mermeladas
Apartado (b 6o B
1.1.1 1/20
2.2.1 8/20
2.3:3 2/20
4.2 1/20
4.3 8/20
U n alum no tienen una actuación satisfactoria, parece que aplica un regla 
aprendida.
Ocho alumnos repiten parte de la inform ación verbal. De ellos, cinco 
responden con el dato del enunciado que se refiere al peso de la m erm elada 
en el frasco, 450g., dos con el dato que se refiere al tanto por ciento de 
cantidad fruta, 60%, y el otro con la frase "el 60% del 450".
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Dos alumnos operan con parte de los datos y  responden 75 g., en ambos casos 
dan esta respuesta como, el cociente de la división 450 entre 60, por lo que 
m anifiestan tener problemas con el algoritmo.
U n alum no responde 265g., no se encuentra explicación a su actuación, 
aunque parece que m anifiesta un predom inio de la operatividad por las 
operaciones que hizo y luego borró.
Ocho alumnos no contestan.
Es im portante señalar que ningún niño preguntó por el significado del 
simbolo %, parece ser que form a parte de una información visual cotidiana y  
no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la inform ación  
num érica.
_________________________ En  la tarea Refresco de limón_________________________
01 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
02 "El de maria.".
"Porque tiene el doble de limón y  no tiene el doble de agua".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Relaciona todas las cantidades en juego, compara las cantidades 
de lim ón mediante la relación interna y  como ésta no se conserva entre las 
cantidades de agua decide en función del refresco que relativam ente tiene 
más agua.
03 * El de Juan ".
"Tiene menos litros de agua ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Se centra en una de las magnitudes y el razonamiento es de tipo  
inverso "a mas agua menos sabor"
04 "El de -Juan María ".
"Porqué són 2 litros de limón en 8 L. de agua y  si lo divides 4 de agua 1 
de limón y  otra vez igual ".
H a escrito la división en caja: 8 :2  = 4, resto 0 .
P r e c u r so r e s d el  r a z o n a m ie n t o  pr o p o r c io n a l
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que en principio se fija en las cantidades de agua y escribe 
Juan pero lo tacha. Después toma las dos razones como fracciones y 
simplifica una de ellas para compararlas, es decir que compara dos razones 
norm alizadas.
05 " El primero ".
"Porque le echa 2 litros de "Jarabe" y  8 de "Agua"".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: A  pesar de que la respuesta a la prim era pregunta es correcta y 
que parece que el estudiante repite parte de la inform ación verbal del 
enunciado del problema, se considera que se centra en las cantidades 
mayores para su argumentación.
06 "El de Juan ".
"Lo que más tenía de litros de agua era lo que tenía menos sabor a 
lim ón  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Parece que se centra en una de las magnitudes y  el 
razonamiento es de tipo inverso "a más agua menos sabor"
07 * Los dos igual ".
H a escrito las sumas en columna: 2 + 8 = 10 y 1 + 6 = 7
Categoría 4, Subcategoría 4.2 
Nota: Podría tratarse de una estrategia de compensación cualitativa, 
pero su respuesta, las operaciones que escribe, que no nos dan evidencias de 
cómo la obtuvo, y su falta de argumentación no perm iten ubicar su 
actuación en otra categoría.
08 " El de Juan ".
"Pues que María añade más agua y  el jarabe se disuelve más".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03
09 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
10 " El de Juan ".
"Porque echa menos agua.".
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Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03
12 " Los 2 ".
"Porque es equivalente también si fueran 4 litros jarabe de lim ó n  
serian 10 litros de agua".
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de tipo aditivo al comparar 
razones. Estima que si la diferencia entre los antecedentes, cantidades de 
jarabe, y  los consecuentes, cantidades de agua, es la misma entonces los
de manifiesto.
13 " El de María ".
"Porque el de María la superioridad de agua es del doble y  en él de  
Juan es 1 sexta parte de limón".
Nota: Parece que argumenta en la forma "el de M aría la superioridad 
de agua debería ser el doble y  no lo es".
14 " El de Juan ".
"Yo he contado los litros que van de un número a otro y  me ha salido  
el de Juan".
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de tipo aditivo al comparar 
razones, compensa el sabor de un litro  de jarabe con el uno de agua y decide, 
con un razonamiento de tipo inverso inverso, en función de las diferencias 
entre las cantidades de jarabe y las cantidades de agua.
16 " El que tiene 2 litros de jarabe. ".
"Porqué tiene más jarabe".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Se centra en una de las magnitudes, las cantidades de jarabe y el 
razonamiento es de tipo directo "a más jarabe más sabor"
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3
sabores quedan igual. Además da un ejemplo en el dicha estrategia la pone
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3.
17 " El de Maria ".
"Porque tiene dos litros de limón".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3
Nota: Ver comentario del alumno 16.
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18 " El frasco de María. "
"Me ha hecho decidir ya que de cada 8 L. de H 2 0  hay 2 de Llimón. Y  
haunque la diferencia de agua sea la misma siempre habra 1 litro mas de  
lim ón . "
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Aunque inicia una estrategia de tipo aditivo, parece que se 
centra en una de las magnitudes, las cantidades de jarabe, y el razonam iento
es de tipo directo "a más jarabe más sabor".
19 " Los dos igual ".
"Los 2 igual porque 2 y  8 o 1 y  6 -o no 8 es mayor que 6 pero hay 2 y  1".
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.5. 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de compensación 
cualitativa, estima que la diferencia entre las cantidades de jarabe se 
compensa con la diferencia entre las cantidades de agua y por lo tanto los 
sabores quedan igual.
20 " El de Juan ".
"Porque si cada 1 litro de jarabe pone 6 litros de agua es mejor que el 
de M aría"
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: La verbalización del alumno revela que su decisión la ha 
tomado basándose en el orden de magnitud de una de las cantidades, las de 
agua, y que su razonamiento es de tipo inverso.
21 " El de María ". A l margen ha hecho las siguientes divisiones en caja:
2 :2  = 1 8:2 = 4
"Para tener el mismo sabor Juan tenia que poner 4 l de agua, pero  
puso 6, por lo tanto tiene menos sabor a limón".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Compara dos razones normalizadas, para ello toma las razones 
como fracciones, sim plifica una de ellas para hallar su equivalente un itaria, 
y decide con un razonamiento de tipo inverso.
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22 " El de Juan ".
"Porque al poner mas aguan le quita el sabor/'.
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.3 
Nota: Ver comentario del alumno 03
Resumen y comentarios
Refresco de
limón 6o B
1.1.1 4/20
1.4.3 2/20
1.4.5 1/20
2.2.3 10/20
4.2 1/20
4.3 2/20
Cuatro alumnos tienen una actuación satisfactoria en la resolución de la 
tarea, dos de ellos comparan razones norm alizadas como fracciones 
unitarias y los otros dos explicitan una relación interna entre dos cantidades 
que no se mantiene entre las otras y toman la decisión con un razonam iento  
de tipo inverso.
Dos alumnos desarrollan una estrategia de tipo aditivo al comparar razones, 
uno intenta compensar el sabor de un litro  de jarabe con uno de agua y 
compara las diferencias tomando la decisión con un razonam iento de tipo  
inverso, el otro responde con la igualdad de razones pues sostiene que si la 
diferencia entre antecedente y consecuente es la misma entonces el sabor es 
igual.
Un alum no desarrolla una estrategia de compensación cualitativa al 
comparar razones, compensa la diferencia entre las cantidades de agua con la  
diferencia entre las cantidades de jarabe y  responde con la igualdad de 
razones.
Diez alumnos comparan cantidades de la misma especie. Cuatro de ellos 
argumentan con un razonamiento de tipo directo, tres de éstos se centran en  
las cantidades de jarabe, los otros seis argumentan con un razonam iento de 
tipo inverso y para ello se centran en las cantidades de agua.
Un alum no tiene una actuado no identificada, sus argum ento no nos da 
ninguna evidencia de cómo obtuvo su respuesta.
Pr e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Dos alumnos no contestan.
A pesar de que se considera más natural el razonamiento de tipo directo que 
el de tipo inverso, hay un número significativo entre los que comparan 
cantidades de la misma especie, 6/10, que usan uno de tipo inverso. A  
medida que están en cursos superiores, los alumnos trabajan 
indistintam ente con un razonamiento de tipo directo o inverso con una 
cantidad.
Aunque la tarea tiene una presentación diferente a la de la versión del 
cuestionario de segundo ciclo, se mantiene la misma estructura numérica. El 
incremento del éxito en la resolución de esta tarea por los alumnos de sexto 
respecto al obtenido por los alumnos de cuarto y quinto curso sí es 
significativo. Cuatro han respondido satisfactoriamente, uno en quinto y 
ninguno en cuarto.
___________________ En la tarea Comunidad Valenciana___________________
01 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
02 "2/ 10 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El alumno sólo representa la proporción en forma de fracción, 
al parecer tiene dificultades para traducir esta expresión a otra en térm inos 
del porcentaje.
03 "2%".
"Leíendo lo de arriva ".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Sabe expresar el símbolo del "porcentaje" y como no sabe 
calcularlo repite un dato del enunciado en su respuesta.
04 "La mitad de la comunidad Valenciana".
"Porqué si dos de cada 10 son de Valencia en la co m u n id a d
Valenciana es la mitad ".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3.
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Nota: Su agumentación podría ser " Si divido 10 entre dos me da 
cinco y este es la m itad de 10", es decir que está operando con parte de los 
datos. Otra interpretación sería que tiene una decodificación del enunciado 
distinta de la esperada, toma la expresión "2 de cada 10" como d iv id ir por 
dos la población.
05 "2 habitantes de 10 que hay".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Reponde con parte del enunciado.
06 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
07 " 2 % 10".
H a preguntado por el significado de porcentaje
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Sabe expresar el símbolo del "tanto por cien" y  como no sabe 
calcularlo repite dos datos del enunciado en su respuesta.
08 " 2/10 "
Haciendo un fracción
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Ver comentario del alumno 02.
09 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
10 " Ño lo se"
Categoría 4, Subcategoría 4.3.
12 " La quinta parte".
"Dividiendo las 10 restan tes personas entre las que viven  en la 
ciudad de Valencia y  su área metropolitana".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El educando sólo expresa verbalmente la proporción en form a 
de fracción, al parecer tiene dificultades para traducir esta form a a otra en  
términos del porcentaje.
13 * El 20 %.
"Multiplicando 2 x 100 y  se obtiene el porcentaje".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece una regla aprendida, pero hay un error en su 
m em orización, tal vez ha querido expresar "m ultiplicando 2x10". Su 
respuesta es coherente con la que dio en el apartado b) de la tarea 11a.
14 "2  : 10
"Dimos que por ejemplo cada dos camiones rojos hay tres azu les  
entonces es 2:3".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Tiene problema para traducir la forma aprendida de razón a 
porcentaje.
16 "2%".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Ver comentario del alumno 03.
17 ” 2 0 % ”.
"Multiplicando 10 x 2 y  lo que me de sera el tanto por ciento"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que aplica una regla aprendida.
18 " Qué de cada 10 habitantes de la C. V. són 2 Valencianos 
"Lo he obtenido fijándome en el párrafo que habla el niño".
Categoría 2, Subcategoría 2.2., Clase 2.2.1. 
Nota: Reponde con parte del enunciado.
19 " De 10 hay el doble".
Categoría 4, Subcategoría 4.2.
Nota: Su respuesta y su falta de argumentación no perm iten  
identificar su actuación.
20 "2/ 1 0 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El alum no sólo representa la proporción en forma de fracción, 
al parecer tiene dificultades para traducir esta expresión a otra en térm inos  
del porcentaje.
21 "El 20% ".
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"Para pasarlo a porcentaje he multiplicado por 10 (porque el o tro  
número es 10)"
H a escrito las operaciones : 10 x 10 = 100 y  2 x 10 = 20
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Parece que aplica una regla aprendida.
22 " El 20 % "
Categoría 4, Subcategoría 4.3 
Nota: Da una respuesta acertada, pero su falta de argumentación no  
perm iten ubicar su actuación en otra clase.
Resumen y comentarios
Comunidad
Valenciana 6o B
1.1.1 3/20
1.1.2 5/20
2.2.1 5/20
2.3.3 1/20
4.1 1/20
4.3 5/20
Ocho alumnos tienen una actuación satisfactoria. De ellos, tres dan la 
respuesta correcta y utilizan la misma estrategia para resolver el problem a, 
norm alizan el todo como 100, en este caso diez habitantes, y  operan con el 
otro dato, m ultiplican por diez, los otros cinco dan la respuesta en forma de 
fracción, cuatro de éstos responden 2/10 y el otro un quinto, parece que no  
tienen dificultades para poner las razones en forma de fracción, pero sí en  
forma de porcentaje.
Cinco alumnos responden con algún dato del enunciado o con alguna parte 
verbal del mismo.
U n alum no opera con parte de los datos, parece que divide 10 entre 2 y 
responde con una parte de la población, "la m itad".
U n alum no da una respuesta y  una argumentación que se considera como 
una actuación no identificada.
Cinco alumnos se considera que no responden, uno de ellos por no  
argumentar su respuesta.
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Es im portante señalar que sólo un niño preguntó por el significado del 
palabra "porcentaje", parece ser que forma parte de una inform ación verbal 
cotidiana y no se cuestionan el significado ya que centran su atención en la 
inform ación numérica.
En  la tarea Tazas
01 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
02 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
03 Dibuja 6 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe "6 tazas de arroz" en el texto que está
entre los recuadros.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
05 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
06 Dibuja 8 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3 
Nota: Parece que desarrolla una estrategia de tipo aditivo, resta dos,
que es la diferencia entre las tazas de arroz y de caldo de la prim era viñeta, al 
número de tazas de caldo de la segunda.
07 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final del
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja 8 tazas de arroz y escribe 8 en el texto que está al final de
segundo recuadro .
Categoría 1, Subcategoría 1.4, Clase 1.4.3
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Nota: Ver comentario del alumno 06.
09 Dibuja 6 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro. Remarca con un círculo cinco tazas del segundo recuadro 
y escribe " 3 tazas de arroz", análogamente con las otras cinco.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema con agrupamientos.
13 Dibuja 6 tazas de arroz arroz , escribe "6 tazas de arroz" en el texto
que está entre los recuadros y vuelve a escribir 6 en el texto que está al fin a l 
de segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja 6 tazas de arroz.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
16 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de
segundo recuadro.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
21 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de 
segundo recuadro.
H a escrito las operaciones: 10 : 5 = 2 (en caja) y  3 x 2 = 6  (en 
colum na)
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Las operaciones que ha escrito nos indican que ha hecho uso de 
la relación interna para resolver el problema.
22 Dibuja 6 tazas de arroz y escribe 6 en el texto que está al final de 
segundo recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
Resumen y comentarios
Tazas 5o B
1.1.1 16/20
1.4.3 2/20
4.3 2/20
Dieciseis alumnos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, pero 
solamente en dos casos se puede distinguir las características de cada una de 
ellas. En un caso el alum no da evidencias, con operaciones al margen, de 
estar utilizando la relación escalar para resolver el problema y en el otro 
hace agrupamientos para resolverlo.
Dos alumnos desarrollan una estrategia de tipo aditivo, responden de 
manera que mantienen constante la diferencia entre los datos de la relación  
funcional.
Dos alumnos no contestan.
Una desventaja de la construcción de la pregunta es que no se puede 
distinguir las características de las actuaciones de los alumnos que dan una 
respuesta satisfactoria, tal como se ha hecho notar arriba.
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En  la tarea Caramelos
01 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
02 Dibuja nueve monedas con un uno en el m edio y escribe "9 PTS" al 
final del prim er recuadro y  "9 ptas" al final de la página.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
03 Dibuja nueve monedas con una P en el medio.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
04 Dibuja seis monedas con una cara y  un uno en el m edio y escribe "6
ptas" al final de la penúltim a línea.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Podría interpretarse como que repite un dato del enunciado, 
pero es más plausible, por su actuación en la prueba, que operó con parte de 
los datos y dividió 18 entre 3.
05 Dibuja nueve monedas con un uno en el m edio y escribe "9 p ts" al 
final del prim er recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
06 Dibuja nueve monedas y escribe "9 ." al final de la penúltim a línea.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
07 Dibuja nueve monedas con una cruz en el medio y escribe "9 pesetas"  
al final del prim er recuadro.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
08 Dibuja seis monedas con un uno en el medio y  escribe "6 pesetas"  al 
final del prim er recuadro.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Ver comentario del estudiante 04.
09 Dibuja nueve monedas .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
10 Dibuja nueve monedas con una cara y un uno en el medio y  escribe 
"9 pesetas" al final del prim er recuadro.
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 Dibuja ocho monedas con un uno en el medio, escribe "8 pts" al final 
del prim er recuadro y 8 al final de la penúltim a línea.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2. 
Nota: Parece que ha tenido problemas de conteo o de cálculo mental al 
hallar la m itad de 18.
13 Dibuja nueve monedas con dos rayas verticales en form a de uno en
el medio y escribe "9 pesetas" al final de la penúltim a línea.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 Dibuja nueve monedas con un uno en el medio.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
16 Dibuja nueve monedas y  escribe "9 pesetas" al final del prim er
recuadro.
Ha escrito al final de la página las operaciones: 6 x 3 = 18 ptas y 3 x 3  = 9 ptas
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema mediante el uso del valor unitario.
17 Dibuja nueve monedas.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 Dibuja nueve monedas con una cara y un uno en el medio.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
19 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 Dibuja seis monedas con "pts" en el medio.
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Ver comentario del estudiante 04.
21 Dibuja nueve monedas con un uno en el medio. A  la derecha del
prim er recuadro ha escrito las divisiones en caja: 6:3 = 2 y  18 :2  = 9
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema mediante el uso de la relación interna.
22 Dibuja diez monedas y borra una, escribe "6 pesetas" al final del 
prim er recuadro
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: El error que comete al escribir "6 pesetas" puede achacarse al 
cansancio, se trata del alumno que más tardó para finalizar la prueba.
Resumen y comentarios
Caramelos 6o B
1.1.1 14/20
1.1.2 1/20
2.3.3 3/20
4.3 2/20
Quince alumnos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, aunque 
uno de ellos manifiesta tener problemas, o de conteo al dibujar las monedas 
o de cálculo m ental al hallar la m itad de dieciocho. Dos de ellos, m ediante 
operaciones al margen, proporcionan evidencias sobre la estrategia que han  
usado la resolver el problema, uno ha utilizado el valor unitario y el otro la 
relación interna "m itad".
Tres alumnos se considera que operan con parte de los datos; responden con 
resultado de la división 18 : 3.
Dos alumnos no contestan.
Desventajas de la construcción de la pregunta: No se puede distinguir las 
características de las actuaciones de los alumnos que dan una respuesta 
satisfactoria, a no ser que escriban alguna operación al margen, sin embargo 
no hay dudas sobre si están razonando apropiadamente. Cuando aparece la 
respuesta "seis pesetas" la actuación correspondiente tiene dos 
interpretaciones, o está repitiendo un dato del enunciado o está operando 
con parte de los datos. Todo ello sería fácil de salvar en el análisis si se le 
añadiera a la tarea una pregunta del tipo "explica cómo has obtenido la 
respuesta".
____________________________ En  la tarea Tendederos____________________________
01 " Juan podra hacer 2 tendederos".
"se doce metros son 4 tendederos seis metros serán 2 tendederos es la 
mitad ".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema usando la relación escalar m itad.
02 " 2 tendederos".
"La mitad de 12 son 6, la mitad de 4 son 2 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
03 " 2 tendero
"Porque tiene 6 m de cuerda y  el tendero necesita 3 m de cuerda ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema calculando el valor unitario.
04 " 2 tendederos".
"Si con 12 metros se hacen 4 con la mitad de 12 se haran 2 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
05 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 "Són 8 "
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Aunque no argumenta, parece que opera con parte de los datos 
y a 12 le resta 4.
07 " 2 tendederos".
" 6 x 2  = 12 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Aunque no da argumentación verbal, la operación que escribe 
nos da evidencias de que usa la relación "m itad".
08 " 2 tendederos".
"Porque si con 12 puedes hacer 4 con 6 que esta mitad podrás hacer la 
mitad de 4 es 2 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
09 "2 m".
"Es la mitad ".
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Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Pese a que en su prim era respuesta hay un error en la  
nominación de la cantidad, parece que usa la relación escalar m itad.
10 "3".
"Restando á 6 -3  y  me da 3 ".
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.3. 
Nota: Parece que opera con parte de los datos, prim ero calcula el valor 
unitario y después se lo resta a un dato del enunciado.
12 " 2 tenderos".
"Porque 6 es la mitad de 12 entonces es la mitad de tenderos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
13 " 2 tendederos
"Pues como Juan compro 6m. y  el vendedor le dice que 4 tendederos  
son 4m. pues hallando la mitad ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: A  pesar del error en su argumentación, confunde 4m con 12m, 
su actuación se considera correcta, parece que usa la relación escalar m itad.
14 " 2 tendedero
"E dividido 12 entre 4 y  me da 3 entonces si ha comprado 6 metros d e  
cuerda se pueden hacer 2 tendederos "
A l final escribe, la división en caja: 12 :4  = 3, resto 0.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Resuelve el problema calculando el valor unitario.
16 " 2 tenderos".
"Si con 12 m. se hacen 4 tenderos. Con 6m se haran 2 tenderos ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 01.
17 " 2 tendederos".
"Si divide 12 entre 4 lo que da será lo que vale uno ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alum no 14.
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18 "S = 2 tendederos".
"Si por cada 12 m hay 4 tenderos, quiere decir que cada tendero cuesta 
3 m etros".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 14.
19 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 " S = Podran hacer 2 tendederos".
"Si con 12 Metros puede hacer 4 tenderos la mitad 12 es 6 entonces la 
mitad de cuatro es 2" .
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
21 "  2 " .
"Si Juan tiene la mitad de cuerda que se necesita para hecer cuatro, h e 
dividido mental y  me ha dado 2" . H a escrito las siguientes divisiones en 
caja: 12 : 6 = 2 , que ha tachado, 12 : 2 = 6 y  4 : 2 = 2, que ha remarcado con un 
circulo.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
22 " Podrá hacer 2 tendederos."
"Es la mita de cuatro". Ha tachado y borrado "He d ivid ido 6 entre 42-y 
me da 3 que son los tenderos que puede—Puede-haeer dos-tenderos"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1 
Nota: Ver comentario del alumno 01.
Resumen y comentarios
Tendederos 6o B
1.1.1 16/20
2.3.3 2 /2 0
4.3 2 /2 0
Dieciséis alumnos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, cuatro de 
ellos resuelven la tarea haciendo uso del valor unitario y  los otros doce 
usando la relación escalar m itad.
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Dos alumnos se considera que operan con parte de los datos. Uno responde 
con la diferencia entre dos datos, 8 = 12 - 4, y  el otro responde con la  
diferencia entre un dato 6 y  el valor unitario que había calculado.
Dos alumnos no contestan.
En relación con la tareas anteriores Tazas y Caramelos se observa que no ha 
dism inuido el éxito. N ingún alumno desarrolla una estrategia de tipo  
aditivo, parece que la estructura de la tarea no lo favorece, sin embargo, en  
relación con la tarea anterior, se mantiene la operatividad.
__________________________En  la tarea Tabla pe  cambio__________________________
01 " 4, 8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24,32,40, 60, 64, 72, 284,288,300  ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
02 " 4, 8 ,12 ptas, 26, 20 pts, 2 4 ,28,32,36, 40, 44, 48, 52,56  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Parece que el alumno se centra en el dato im plícito que aparece 
en el enunciado, lo calcula y continúa sumando (+4) sin tener en cuenta las 
variaciones de los datos de la prim era columna. C om portam iento  
identificado por Ricco (1978).
03 " 4, 8 ,12 ptas, 16, 20 pts, 24 ,28 ,32 ,36 ,40 , 44, 48 ,5 2 ,5 6  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
04 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 26 pts, 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts, 44 
pts, 48 pts, 52pts, 56 pts ". A l final escribe: "Todo el -rato-mas-4—
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1* 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
05 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
06 " 4, 8 ,12 ptas, 26,20 pts, 24, 2 8 ,3 2 ,3 6 ,4 0 ,4 4 ,4 8 ,5 2 ,5 6  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
P r ecu rso res  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
07 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 28 pts, 32 pts, 36 pts, 40 pts, 44 
pts, 48 pts, 52pts, 56 pts ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
08 " 4 Ptas, 8 Ptas, 12 ptas, 16 Ptas, 20 pts, 24 Ptas, 32 Ptas, 40 Ptas, 60 Ptas, 
64 Ptas, 72Ptas, 284 Ptas, 288 Ptas, 300 Ptas ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
09 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
10 " 4 pts, 8 ptas, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts, 
72 pts, 284 pts, 288 pts, 300 pts ". Escribe al final "Lo he hecho multiplicando"
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
12 " 4, 8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24, 32, 40, 60, 64, 72, 284, 288, 300 A l final 
escribe las siguientes multiplicaciones en columnas: 15 x 4 = 60 ; 71 x 4 = 284 
; 7 5 x4  = 300
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
13 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 ptas, 20 pts, 24 ptas, 32 ptas, 40 ptas, 60 ptas, 64 
ptas, 72ptas, 284 ptas, 288 ptas, 300 ptas ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
14 " 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 24 pts, 32 pts, 40 pts, 60 pts, 64 pts, 
72pts, 2804, 2808, 2820 ". H a escrito las siguientes operaciones en columnas: 
24+40 = 64 ; 40+32 = 72 ; 40x75 = 4000; 40x70 = 2.800 ; 2.800+20 = 2820.
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: El alum no ha resuelto correctamente los ocho prim eros 
resultados que ha de obtener, pero a partir del salto del dato 18 al 71 en la 
primera columna, y tal vez influenciado por el uso aditivo que había hecho 
del 40, identifica una relación m ultip licativa (x40, calcula el valor de 70 
francos y continúa aditivam ente con el patrón "+4". Las operaciones que 
escribe ponen de m anifiesto que tiene problemas con el algoritm o de 
m ultiplicación.
16 " 4 ptas, 8 ptas, 12 ptas, 16 ptas, 20 pts, 24 ptas, 32 ptas, 40 ptas, 60 ptas,
64 ptas, 72ptas; 284 ptas, 288 ptas, 300 ptas ".
Ha escrito las siguientes operaciones en columnas:
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1 5 x 4  = 60 ; 1 6 x 4  = 64 ; 1 8 x 4  = 72 ; 7 1 x 4  = 284 ; 72 x 4 = 288 ; 75 x 4 = 300
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
17 * 4 pts, 8 pts, 12 ptas, 16 pts, 20 pts, 2 4 ,3 2 ,40, 60, 64, 72,284,288, 300 ".
H a escrito la operación : 71 x 4 = 284. Previam ente había escrito parte de la  
secuencia aditiva 28, 32, 36, 40, 44, que borró y  escribió encima.
] Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.1
18 " 4, 8 ,12 ptas, 16, 20 pts, 2 4 ,28 ,32 ,36 ,40 , 4 4 ,4 9 ,5 3 ,5 7  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02. Hay que tener en cuenta en 
este caso que en su sucesión aditiva hay un pequeño error, en el siguiente al 
44 que escribe 49, que no modifica su comportamiento.
19 N o contesta.
Categoría 4, Subcategoría 4.3
20 " 4 ,8 ,12 ptas, 1 6 ,20 pts, 2 4 ,28 ,32 ,36 ,40 , 4 4 ,4 8 ,5 2 ,5 6  ".
Categoría 2, Subcategoría 2.1, Clase 2.1.1. 
Nota: Ver comentario del estudiante 02.
21 " 4, 8, 12 ptas, 16, 20 pts, 24, 2& 32,40, 60, 64, 72,281, 285, 300 ".
Categoría 1, Subcategoría 1.1, Clase 1.1.2 
Nota: Parece que tiene algún problema con el cálculo mental.
22 "2  pts, 6pts, 12 ptas, 12pts, 20 pts, 30pts, -48pts, 80pts, 150pts, 240pts,
1908pts, 1278pts, 5112pts, 5400pts ". H a escrito las siguientes operaciones en 
columna: 75 x 72 = 5400 , 16 x 15 = 240 ; 71 x 72 = 5112 ; 18 x 18 = 1908 ; 18 x 
71 = 1278 . H a borrado 72 x 75 y 16 x 15,
Categoría 2, Subcategoría 2.3., Clase 2.3.1. 
Nota: H ay un predom inio de la operatividad, parece que el alum no  
identifica una relación m ultip licativa para hallar los resultados: m ultip lica  
un dato por el anterior o por el siguiente, excepto en el caso del valor 
correspondiente al dato 71 francos, que lo halla m ultiplicando 18 por 18. Tal 
vez el salto de 18 a 71 le hace m odificar su pauta.
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Resumen y comentarios
Tabla cambio 6o B
1.1.1 7/20
1.1.2 2/20
2.1.1 7/20
2.3.1 1/20
4.3 3/20
Nueve alumnos tienen una actuación satisfactoria en esta tarea, pero dos de 
ellos tienen problemas con el cálculo mental o escrito.
Siete alumnos se centran en un dato im plícito del enunciado y resuelven la 
tarea contando de cuatro en cuatro.
Un alum no identifica una relación m ultiplicativa: para hallar el valor 
correspondiente a un dato de la tabla m ultiplica éste por el anterior o por el 
siguiente.
Tres alumnos no contestan.
En relación con las tres tareas anteriores, se observa que ha dism inuido el 
éxito de forma notable y que la estructura de la pregunta favorece, todavía en 
este curso, un predom inio del conteo.
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ANEXO 3
Sobre las transcripciones de las entrevistas

Anexo 3.1
Transcripción de la entrevista 
sobre Escalas. Segundo ciclo
IN F O R M A C IÓ N  GENERAL
La entrevista se ha realizado en el Seminario del Departamento de Didáctica 
de la Matemática de la Universitat de Valéncia, sito en la Escuela 
Universitaria de Magisterio, el 23 de junio de 1998; tuvo una duración  
aproximada de una hora - de las l lh  30m a las 12 h 30m.
La Escuela Universitaria está junto al Colegio Público de Prácticas, en su día 
fue Escuela Aneja a la Escuela Norm al del Magisterio, y tiene un acceso fácil 
para el alumno entrevistado durante su jom ada escolar.
A  M aría José, alum na de cuarto curso con el núm ero 21, se la ha 
seleccionado para entrevistarla debido a la actuación que ha tenido al 
responder el cuestionario.
Esa actuación se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) Usa la estrategia aditiva de diferencia constante para resolver la 
tarea del cuestionario Rectángulo (clase 1.4.3).
b) Resuelve aditivam ente la tarea del cuestionario Perro: interpreta 
el doble como un incremento aditivo de dos unidades (clase 1.4.2).
c) En sus actuaciones al resolver otras tareas del cuestionario, que 
están en el bloque Escalas (Fotografía y Muñecos), tiene
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
comportamientos distintos. En la prim era de ellas, su actuación se 
interpretó como repetición de un dato (clase 2.2.1) y  en la segunda, 
que tiene dos apartados, en el prim ero hace una dism inución  
arbitraria para responder a la m itad (clase 1.4.4) y en el segundo da 
una respuesta identificada, pero no pertinente: para el trip le  
(subcategoría 4.1);
d) U tiliza  una estrategia de compensación cualitativa (clase 1.4.5) en 
dos problemas de comparación de razones de densidad; y
d) Resuelve 8 de los 20 problemas del cuestionario con éxito.
En la entrevista estuvieron presentes dos investigadores; uno de ellos h izo  
de obsevador y manejó la vídeocámara, el otro realizó la entrevista, 
teniendo en cuenta el protocolo diseñado para los alumnos del segundo 
ciclo. Por el comportamiento de M aría José en la entrevista, se puede afirm ar 
que la presencia de los adultos en el seminario no le intim idó.
EL PROTOCOLO DE LA  ENTREVISTA Y LA TRANSCRIPCIÓ N
Como puede observarse en el Organigrama 4.1 (ver capítulo cuarto), el 
protocolo está organizado en seis niveles de menor a m ayor dificultad. Para 
cada uno de ellos se han redactado varios problemas. En este caso la serie de 
problemas está organizada de mayor a menor dificultad y se proponen al 
alumno, si es necesario, en dicho orden.
Si la actuación del alum no al resolver prim er problema de un nivel se 
considera satisfactoria, se le aplica el prim er problema del siguiente nivel. Si 
la actuación se considera que no es satisfactoria, se le propone otro problema 
de la serie del mismo nivel, pero de menor dificultad.
A l estudiante se le explica que va a resolver problemas, que él debe leerlos 
prim ero y luego resolverlos, intentando hablar en voz alta mientras va  
pensando qué hacer, para que podamos comprender cómo lo está haciendo y 
que no tenga prisa para hacer las cosas.
La entrevista se inicia de acuerdo al protocolo diseñado, en relación con el 
bloque Escalas, para alumnos del segundo ciclo.
La transcripción escrita de la entrevista se ha estructurado usando dos 
columnas, en la de la izquierda aparece el diálogo y entre paréntesis algunas 
indicaciones sobre las acciones, la de la derecha contiene los comentarios, los 
enunciados que se le proporcionan al alumno y las actuaciones escritas, 
tanto del alumno como del entrevistador.
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Prim er nivel
E: (Le presenta una hoja con el problema y 
le pide que lo lea.)
M.J.: (Lee el problema.)
E: (Le entrega el sobre en el que están los 
dibujo a los que se refiere el enunciado del 
problema.)
M.J.: (Saca los cuatro dibujos y los 
observa.)
(Escoge el correcto.)
E: ¿Por qué has escogido éste?
M.J.: Porque es igual.
E: ¿Por qué es igual?
M.J.:Porque no tiene la cabeza demasiado 
grande ni pequeña y el libro no es muy 
pequeño ni muy grande.
E: Podrías escribirlo.
M.J.: (Escribe en la hoja del problema 
"En que es igual ni tiene la cabeza 
demasiada grande ni pequeña".)
Observa lo* dibujos que hay en el sobre.
Pega el que es una fotografía del siguiente dibujo
¿En qué te has fijado para escoger la fotografía?
_Eoq Clu£ SI lSXu O.cy y
ynn.rAt
1—Ola- J i
-f*p
Figura 3.1.1
La tarea completa con los cuatro dibujos 
se puede observar en la figura 3.7 del 
capítulo tercero.
Parece que para tomar su decisión sólo 
tiene en cuenta los dos elementos del 
dibujo claramente deformados, es decir 
aquellos en los que no se conserva la razón 
interna -cabeza y libros. A partir de ellos, 
la alumna elige el dibujo en el que no hay 
nada que viole la razón interna.
Se considera que su actuación ha sido 
satisfactoria, por lo que se le presenta el 
primer problema del siguiente nivel: 
Muñecos-triple.
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Segundo nivel
Gloria « t í  haciendo muñecos de alambre.
Usa botones para saber de qut tamaño son.
El primero, qut mide cuatro botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide el triple del primero.
Dibújalo.
E: (Le pide que lea el problema.)
M.J.: (Lee el problema.)
(Rápidamente dibuja un muñeco de ocho 
unidades de altura.)
E: (Le presenta una hoja con el segundo 
problema de la serie de este nivel.)
M.J.: (Lee el problema.)
(Puntea con el lápiz la altura del muñeco 
dado.)
(Dibuja un muñeco de ocho unidades de 
altura.)
E: (Toma de nuevo la hoja del problema 
Muñecos-triple.)
¿Sabes lo que es el triple?
M.J.: Sí, hacerlo tres veces.
E: Entonces, ¿aquí qué has hecho?
M.J.: El doble (puntea con el lápiz el 
dibujo dado y el suyo).
Figura 3.1.2 
Incluye una acción posterior 
Parece que ha interpretado el término 
"triple" como doble por lo que dibuja un 
muñeco de ocho unidades de altura.
Dado que no tiene éxito en su respuesta, 
se le presenta el problema Muñecos-doble.
Gloria « U  haciendo muñecos de alambre.
Usa botones para saber de qué tamaño son.
El primero, que mide cuatro botona de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide el doble del primero.
Dibújalo.
Figura 3.1.3 
Como había sucedido anteriormente 
María José no tiene dificultades para hacer 
el doble.
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E: El doble, ¿por qué?
M.J.: Es que creía que tenía que hacer el 
doble, lo pone arriba.
E: Arriba no pone doble, pone... (señala la 
última línea del enunciado).
M.J.: Triple.
E: Entonces, ¿cuánto tendría que medir de 
alto?
M.J.: Cuatro veces.
Un, dos, tres, cuatro.
(Puntea con el lápiz el muñeco dado.)
Un, dos, tres, cuatro. Un, dos, tres, cuatro. 
(Puntea con el lápiz el muñeco de ocho 
unidades que dibujó.)
Un, dos tres, cuatro. Un, dos..., siete, 
ocho, doce.
(Puntea con el lápiz a la derecha de la 
trama.)
Doce.
E: Doce tendría que medir.
Entonces, lo puedes dibujar.
M.J.: Sí.
E: Entonces, tú antes al leer aquí, ¿qué has 
hecho?
(Señala la cuarta línea del enunciado.) 
Creías que en vez de triple ponía...
M.J.: Doble.
E: Doble. Haz el triple.
M.J.iDibuja un muñeco de casi doce 
unidades.
(Empieza por la cabeza, pegando ésta a la 
primera línea de la trama, continúa hacia 
abajo y termina sin pegar los pies a la 
última línea.)
Parece que tiene un problema de atención 
en la lectura de los enunciados.
Puede interpretarse que quiere decir: 
"Cuatro tres veces", para el triple. Lo 
resuelve mediante conteo y con una 
construcción aditiva, tanto para el doble 
como para el triple.
Ver el dibujo que hace en la primera tarea 
del nivel, figura 3.1.2, junto al de ocho 
unidades de altura, que dibujó en un 
principio.
Se considera que su actuación es 
satisfactoria y se le presenta el primer 
problema del siguiente nivel Muñecos, con 
el factor de escala 1 /4 .
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Tercer nivel
Gloria es tí haciendo muñecos de alambre.
Um  botones para saber de qué tamaflo son.
El primero, que mide doce bntnne» d e  siluro, lo ha dibujado. 
El segundo mide la cuarta parte del primero. Dibújalo.
M.J.: (Lee el problema.)
(Observa el dibujo... Parece que puntea 
con el lápiz y piensa ...)
E: ¿Qué estas pensando?
M.J.: No sé.
E: No sabes. ¿Qué es lo que no sabes?
M.J.: ¿Cuál es la cuarta parte?
E: No sabes lo que es la cuarta parte.
¿Vamos ver si éste funciona?
(Le presenta el siguiente problema del 
mismo nivel Muñecos-1/3.)
M.J.:(Lee el problema.)
(Lee con dificultad la última línea.)
E: Un tercio del primero (le ayuda en la 
lectura).
M.J.: (Observa el dibujo y puntea con el 
lápiz la altura.) Doce por tres.
(Debajo de la trama escribe la operación 
en columnas "12x3".)
Tres por dos seis (escribe "6") 
y tres por una tres (escribe 3).
Es treinta y seis.
E: ¿Treinta y seis de alto?
M.J.: No puede ser.
i
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Figura 3.1.4 
Hay trazos de una acción posterior.
MaJosé tiene dificultades con la expresión 
verbal "la cuarta parte".
Gloria es ti haciendo muñecos de alambre.
Usa botone* para saber de qué tamaño son.
El primero, que mide dore botone* de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide un tercio del primero. Dibújalo.
Figura 3.1.5 
Hay trazos de una acción posterior.
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E: No puede ser, ¿por qué?
M.J.: Porque es demasiado alto.
E: Entonces, tú piensas que un tercio es 
multiplicar por tres.
Vamos a ver si hacemos éste.
M.J.: (Lee el enunciado del primer 
apartado del problema.) (Observa el 
dibujo y vuelve a leer el enunciado.)
Doce.
(Escribe 12 a la derecha de la trama de 
arriba.)
Seis. Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis. 
(Puntea con el lápiz desde la línea de 
abajo en la trama de arriba.)
La mitad de doce son seis.
(Dibuja, empezando por abajo, un muñeco 
de seis unidades de altura.)
E: ¿Y si ahora te pidiera continuar el 
problema?
M.J.: (Lee con dificultades el segundo 
apartado del problema. Parece que tiene 
problemas de comprensión.)
La mi..., ¿más grande? la mitad del más 
grande.
E: ¿Cuál es el que tú has dibujado?
M.J.: Éste.
(Señala con el lápiz su dibujo anterior.)
El que tiene seis.
E: ¿Y tú sabes pintar uno que sea la 
mitad?
M.J.: La mitad, sí.
E: ¿Cuántos tendrá?
M.J.: Tres.
(Dibuja un muñeco de tres unidades de 
altura.)
E: Bueno.
(Toma una hoja en blanco y dibuja un 
segmento vertical.)
Entonces, si yo tengo esta línea...
(Hace dos marcas para dividirlo en tres 
trozos.)
Nuevamente tiene problemas con la 
expresión verbal multiplicativa asociada a 
una fracción unitaria, ahora un tercio lo 
confunde con el triple.
Estima que su actuación no es correcta, tal 
vez por que no puede dibujar su solución 
en la trama ("Es demasiado alto").
Como su actuación de nuevo no es 
satisfactoria, el entrevistador le propone el 
siguiente problema de la serie: "Muñecos- 
mitad". Este problema tiene dos 
apartados en los que tiene que aplicar el 
factor de escala 1/2.
Glori» »*tí harirndn muñecos de alambre.
Uta botonea para taber de qué tamaño ton.
El primera, que mide doce botonet de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la mllad del primero.
Dibújalo.
£
) ( }
) \
,
0 Jl  a CJ n
.
- /  ^ V /í  \
*■■o 1
í o  /  \
Haz otro que tenga la mitad de la altura del que hat dibujado ___ .
£ )
>
)
s
)
J
J
M
’j
0 V
¿ L .  . í l .  -
Figura 3.1.6
Ahora, María José no tiene ninguna 
dificultad para identificar el significado 
del término "mitad" asociado a la fracción 
unitaria un medio.
Tampoco tiene dificultades para su 
cálculo, si la toma como operador.
Con el fin de que María José encuentre el 
significado al término "tercio" el
entrevistador le propone una tarea de 
visualización que no está en el protocolo.
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¿Cuántas partes hay ahora?
M.J.: Cuatro, tres.
E: Tres partes.
Y esta parte, ¿qué es respecto a todo? 
(Señala la parte de abajo del segmento.)
M.J.: La de bajo.
E: Pero, ¿es más pequeña o más grande? 
M.J.: Igual.
E: Vamos a ver...
(Dibuja un segmento vertical y una marca 
en el medio junto a la que había dibujado.) 
Si yo tengo esta línea, ¿cuántas partes he 
hecho?
M.J.: Dos.
E: Dos. Y esta parte ¿qué es?
(Señala la parte de arriba en el segundo 
segmento.)
M.J.: La mitad.
E: La mitad. Y entonces aquí ¿cuántas 
partes hemos hecho?
M.J.: Tres.
E: Tres. ¿Y esta parte, qué es?
M.J.: El ter..., el tercio.
E: El tercio, ¿no? (Escribe "tercio")
El tercio ¿qué es?, más grande o más 
pequeño.
M.J.: Más pequeño.
E: Entonces nos vamos al que teníamos 
aquí. (Toma de nuevo la hoja del segundo 
problema de la serie del nivel Muñecos, 
factor 1/3.)
M.J.: (Lee de nuevo el problema.)
E: Tú antes lo querías pintar muy grande. 
(Le señala la multiplicación 12x3 = 36 que 
había hecho.)
M.J.: Sí.
Figura 3.1.7 
En principio cuenta marcas en lugar de 
intervalos.
El entrevistador busca que la alumna 
encuentre la relación entre la parte y el 
todo y que la exprese multiplicativamente. 
Para ello recurre a la visualización de la 
mitad.
El entrevistador ha conseguido que 
identifique la tercera parte con el tercio.
Ver la figura 3.1.5.
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E: ¿Qué hay que hacer ahora?
M.J.: Ahora tenemos que tener un tercio de 
doce.
E: ¿Y cuánto es?
M.J.: (Observa el dibujo e intenta puntear 
con el lápiz. Escribe en columna y debajo 
de la trama los siguientes números: "1,2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12".)
Uno, dos, tres, cuatro cinco.
(Puntea la columna de números con el 
lápiz.)
Uno, dos, tres.
(Puntea la columna de números.)
Uno, dos, tres, cuatro.
(Puntea la columna.)
Cuatro. Son cuatro.
E: Cuatro. O sea que tú primero, ¿qué has 
hecho? ¿Has contado de cuánto?
M.J.: Primero he contado de cinco.
E: De cinco, luego de tres y ahora de 
cuatro.
M.J.: Y de cuatro me ha salido.
E: Y de cuatro te ha salido.
M.J.: (Dibuja un muñeco de cuatro 
unidades de altura.)
E: Vale. Entonces éste es...
(Señala el muñeco que ha dibujado.)
M .J.: El tercio.
E: El tercio de éste.
(Señala el muñeco del enunciado.)
(Le presenta de nuevo el primer problema 
del nivel: Muñecos-1/4.)
M .J.: (Lee el problema.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve, diez, once y doce. (Escribe, 
debajo de la trama, la columna de 
números: "1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11, 
12".)
(Al mismo tiempo que puntea dibuja junto 
a la columna, de abajo a arriba, una línea 
vertical y hace en ella una marca cada tres 
números.) Tres.
Expresa hallar la tercera parte como "un 
tercio de doce.
Estima de cinco en cinco, y no le da, 
después de tres y tres, y tampoco le da, y 
finalmente de cuatro en cuatro.
Ver la figura 3.1.5 en la que está la 
segunda tarea del nivel.
El entrevistador vuelve al primer problema 
del nivel Muñecos-1/4. Ver lo que hay 
escrito en la figura 3.1.4.
Ahora hace una estimación de tres en tres 
y resuelve a la primera.
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E: Tres. ¿Has contado de tres en tres?
M.J.: Sí. (Vuelve a su columna de números 
y a su línea, observa y contesta.)
Tres, sí son tres.
E: Son tres.
M.J.: (Dibuja un muñeco de tres unidades 
de altura.)
E: (Toma ahora la hoja del tercer problema 
Muñecos-medio.)
Y cuando tenías aquí..., ¿aquí qué has 
hecho antes? Un medio.
(Señala el primer apartado del problema y 
su dibujo.)
M .J.: Un medio. Aquí eran doce, pues la 
mitad.
E: ¿Aquí qué has hecho ahora?
(Señala el segundo apartado del problema 
y su dibujo.)
M .J.: La mitad de la mitad.
E: Y..., éste con respecto éste, ¿qué es 
ahora?
(Señala su dibujo en la segunda trama y la 
figura original del enunciado en la primera 
trama.)
M .J.: El tercio.
E: ¿Seguro? Mira, tienes los resultados. 
¿Aquí qué tenías?
(Le muestra conjuntamente los tres 
problemas.)
Aquí éste ¿cuál era?
(Le señala en la hoja del problema 
Muñecos, 1/4.)
M .J.: La cuarta.
E: (Le señala en la hoja del problema 
Muñecos,1/3.)
M .J.: El tercio.
E: (Le señala en la hoja del problema 
Muñecos-mitad.)
Aquí es dos veces la mitad.
¿En algún momento son iguales?
M.J.: (Observa conjuntamente los tres 
10
El entrevistador quiere aprovechar la 
expresión de María José "la mitad de la 
mitad" para que se dé cuenta de que 
equivale a "la cuarta parte de...".
A n e x o - 3.1. Es c a l a s . S e g u n d o  c ic l o
problemas.) En éste.
(Señala con el lápiz su dibujo en la 
segunda trama del problema Muñecos- 
mitad" y con el dedo su dibujo en el 
problema Muñecos, 1/4.)
E: Éstas dos.
(Se refiere a la primera solución y a la 
tercera)
Es lo mismo hacer la cuarta parte que dos 
veces un medio.
Se considera que su actuación ya es 
satisfactoria y se le presenta el primer 
problema del siguiente nivel: Cabeza de 
perro.
Cuarto nivel
M.J.: (Lee el problema.)
E: ¿Sabes lo que es ésto?
(Señala con el lápiz la segunda línea del 
enunciado del problema.)
Ampliar, ¿sabes lo que es?
M.J.: Pues no, no.
¿Hacerlo pequeño?
E: Ampliar, grande. En escala de dos a 
uno es lo mismo que lo que vale uno tiene 
que valer...
M.J.: Dos.
E: Dos. Es decir, doblar todas las 
dimensiones.
M.J.: Si ésta..., si es de tres líneas de seis.
E: Pues entonces, vamos a ver.
M.J.: (Traza el lado vertical izquierdo de la 
cabeza seguido del horizontal superior.) 
(Puntea con el lápiz y cuenta.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.
(Traza el lado vertical derecho, puntea y 
cuenta.) Uno, dos, tres y cuatro.
(Cierra la cabeza trazando el lado 
horizontal inferior y cuenta.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.
Dos (traza el lado vertical izquierdo de la 
oreja), dos (traza el lado horizontal 
superior de la oreja), dos (traza el lado 
vertical derecho de la oreja) y dos (traza el 
lado horizontal inferior de la oreja).
(Mira en el dibujo del enunciado.)
(Dibuja la boca y el ojo, bien ubicados y
Aquí tiene* una cabeza de perro dibujada. 
Amplíala en una cacóla de 2 a 1.
y
1 1 i_
Figura 3.1.8 
En un principio no comprende el 
enunciado. El término ampliar no lo 
conoce, sin embargo, cuando se le da una 
pauta normalizada "lo que vale uno tiene 
que valer dos" María José la identifica 
inmediatamente como doblar -"Si es de 
tres líneas de seis".
No tiene ninguna dificultad para doblar en 
las dos dimensiones siguiendo la 
cuadrícula.
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ampliados.)
E: Entonces, ¿qué has hecho?
Lo que mide aquí uno, mide...
M.J.: Dos.
E: Dos. Y todo es...
M.J.: Igual.
E: Más grande.
M.J.: Sí.
E: Y ahora aquí, ¿qué harías?
(Le presenta el siguiente problema de la 
serie.)
M.J.: (Lee el problema con dificultad, se 
equivoca y dice: empléalo.)
E: Empléalo no, amplíalo.
M.J.: (Lee de nuevo la segunda línea del 
enunciado.) Es lo mismo de antes, pero 
con dos cuadrados.
Cuatro (traza el lado vertical derecho del 
cuadrado mayor), cuatro (traza el lado 
horizontal superior), dos (traza el lado 
horizontal inferior del cuadrado pequeño), 
dos (traza el lado vertical derecho), 
dos (traza el lado horizontal superior) 
y dos (traza el lado vertical izquierdo). 
Cuatro (traza el lado vertical izquierdo) 
y cuatro (traza el lado horizontal inferior).
E: Vale.
Parece que se refiere a que la forma es la 
misma, es decir que se conserva la razón 
interna. Puede interpretarse en el mismo 
sentido que utilizó para hallar el dibujo 
correcto en la tarea Fotografía.
Aunque su actuación es satisfactoria, 
como ha tenido problemas con los 
términos multiplicativos en los anteriores 
problemas, se le presenta el siguiente 
problema de la serie de este nivel: Dos 
cuadrados.
Aquí tienes un dibujo formado por dos cuadrados. 
Amplíalo tu  una escala d t 2 a 1 .
Se considera que sus actuaciones en este 
nivel son satisfactorias y se le presenta el 
primer problema de la siguiente serie: 
Rectángulo.
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Q uin to  nivel
M.J.: (Lee el problema.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.
(Puntea con el lápiz el lado horizontal del 
rectángulo dado.) Doce.
Uno, dos, uno, dos, tres, cuatro, cinco, 
seis, siete, ocho, nueve, diez, once y doce. 
(Al mismo tiempo que cuenta traza el lado 
horizontal superior.)
(Observa la figura, le da varias vueltas al 
papel, no parece satisfecha.)
Trece, catorce, quince, dieciséis, diecisiete 
y dieciocho.
(Ha contado con los dedos de una mano y 
luego con los de la otra.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis. 
(Prolonga el lado seis unidades para llegar 
a dieciocho.)
Ahora dieciocho otra vez. Uno, dos, tres, 
cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, 
once, doce, trece, catorce, quince, dieciséis, 
diecisiete y dieciocho.
(Al mismo tiempo que cuenta traza el lado 
horizontal inferior.)
Ahora los junto.(Cierra la figura trazando 
el lado vertical derecho.)
E: Tú primero has mirado aquí el seis (le 
señala en el rectángulo dado).
M.J.: Sí.
E: Y lo has puesto aquí dos veces.
M.J.: Sí.
E: Y has dicho "no me sale", ¿por qué?
M.J.: Cuando hiciera así, saldría un 
cuadrado.
(Remarca con el lápiz un hipotético 
cuadrado de 12 unidades de lado.)
E: Saldría un cuadrado, ¿y entonces?
M.J.: Y..., ha de salir un triángulo.
E: ¿Un ...?
M.J.:Tri...
E: ¿Triángulo?
En la cuadricula hemos dibujado un rectángulo.
Abajo comenzamos a trazar otro rectángulo. Complétalo. 
Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro
m i iiiiiiiiHiiiiffiS
j
i
* 3
Figura 3.1.10 
(Lo escrito es de una acción posterior.)
Parece que utiliza de nuevo su estrategia 
de ensayo y error, como había hecho 
anteriormente para hallar el valor de un 
tercio de 12 unidades. Ensaya con el 
doble, que es la relación multiplicativa que 
mejor domina, y rechaza la solución 
porque, para ella, la forma que le sale no 
es rectangular.
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M.J.: Un..., espera ..., un rectángulo.
E: Un rectángulo.
Entonces, tener la misma forma es...
Si esto es un rectángulo, aquí debe ser 
también...
M.J.: Un rectángulo.
E: Un rectángulo, no puede ser un 
cuadrado.
¿Y si hicieras éste?
(Le presenta el problema siguiente del 
mismo nivel Rectángulo, doble.)
M.J.: (No lee el problema en voz alta.)
Pues haría: un, dos, tres, cuatro, seis. 
(Puntea con el lápiz el lado horizontal del 
rectángulo dado.)
(Le da media vuelta al papel, observa las 
figuras dadas.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis.
Siete, ocho, nueve, diez, once y doce. 
(Traza el lado horizontal superior.) 
(Vuelve a contar y puntear hasta doce en 
sentido contrario.)
(Marca, arriba y abajo.)
(En sentido contrario, traza, muy fino, el 
lado inferior, al mismo tiempo que puntea 
y cuenta.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve, diez, once y doce.
(Puntea el lado vertical que va a trazar.) 
Siete. (Traza el lado vertical)
(Parece que repasa mentalmente la 
solución que ha dado.)
(Cierra la figura trazando de nuevo el lado 
horizontal inferior.)
Ya está.
E: Ya está. ¿Y cuántas veces crees que es 
más grande éste que éste?
M.J.: Una.
E: Una vez más grande.
M.J.: Sí, pero me parece que lo he hecho un 
poco mal. Porque parece más un 
cuadrado, debe ser más alargado.
E: Más alargado. Vamos a ver.
Si tú..., ¿cuántas unidades hay aquí en el 
lado vertical?
(Señala el lado vertical del rectángulo 
dado.)
Aunque su respuesta es satisfactoria, 
parece que María José no reconoce la 
relación multiplicativa (triple) que hay 
entre la figura dada y la que ha dibujado. 
Por ello que el entrevistador decide seguir 
en el mismo nivel con el siguiente 
problema.
En 1* cuadricula h rm iu  d ibu jado  un  rectángulo.
Abajo comenzsmo* a trazar otro rectángulo. Complétalo. 
Tu dibujo debe tener la mioma forma que el nuestro.
J
F igu ra  3.1.1  
E n  n in g ú n  m o m e n t o  c o m p a r a  e l  la d o  
v e r t ic a l d e l  r e c tá n g u lo  d a d o  c o n  e l  d e l  
r e c tá n g u lo  q u e  h a  d e  c o m p le ta r  p a r a  h a lla r  
la  r e la c ió n  m u l t ip l ic a t iv a .  A h o r a  d e  n u e v o  
e n s a y a ,  c o lo c a  e l  d o b le  y  c o m o  la  f ig u r a  
q u e  le  d ib u ja  e s  u n  r e c tá n g u lo  la  d a  p o r  
b u e n a .
P a r e c e  q u e  r e s p o n d e  a d i t iv a m e n t e ,  p u e s  
r e s u e lv e  e l  p r o b le m a  a ñ a d ie n d o  u n a  v e z  
m á s  la  lo n g i t u d  d e l  la d o  h o r iz o n t a l  d a d o .
D u d a  d e  s u  r e s p u e s t a  p u e s  la  b a s a  
ú n ic a m e n te  e n  u n a  c o n s t r u c c ió n  a d i t iv a  y  
e n  q u e  la  fo r m a  d e b e  s e r  la  m is m a :  u n  
r e c tá n g u lo  a la r g a d o . S in  e m b a r g o , n o  s a b e
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M.J.: (Lo puntea con el lápiz.) Cuatro.
E: ¿Y aquí?
(Señala la línea vertical dada.)
M.J.: (La puntea con el lápiz.) Ocho.
E: Entonces, ¿qué relación hay entre este 
lado y éste?
M.J.: Es el doble.
E: Es el doble. Por cada una de aquí 
¿cuántas hay aquí?
M.J.: Una.
E: No. Por cada unidad que hay aquí 
¿cuántas unidades hay aquí?
M.J.: Dos.
E: Entonces, vamos a ver, ¿qué ocurre con 
este lado?
(Señala el horizontal del rectángulo dado.)
M.J.: Aquí hay seis. (Señala con el lápiz el 
lado.)
E: ¿Cuántas tiene que haber en el otro? 
M.J.: Doce.
E: Doce. ¿Y cuántas hay?
M.J.: Doce.
E: ¿Lo has hecho bien o mal?
M.J.: Bien.
E: Bien. Entonces fíjate, ¿qué estás 
buscando? Tienen la misma forma.
Porque la relación que hay entre este lado 
con éste, es la misma que hay entre este 
lado con éste. (Señala primero los 
verticales y luego los horizontales.)
¿Éste qué es respecto a éste? (Le señala 
los lados verticales.)
M.J.: Pues el doble.
E: ¿Y éste con respecto a éste? (Le señala 
los lados horizontales.)
lo alargada que debe ser la figura que ha 
de dibujar.
El entrevistador intenta que María José 
relaciones los datos multiplicativamente y 
encuentre la relación externa.
Identifica la relación externa doble, pero a 
una pregunta normalizada del tipo "por 
cada una cuántas hay" parece que 
responde aditivamente "una más".
Al repetir la pregunta añadiendo el 
término "unidad" parece que reconoce la 
relación multiplicativa.
Una vez reconocida la relación doble 
parece que no tiene dificultades para 
aplicarla, tal como lo hizo en el problema 
Cabeza de perro.
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M.J.: El doble.
E: El doble.
Vamos a ver en éste de aquí. (Le presenta 
de nuevo la hoja de trabajo en la que 
había resuelto el problema Rectángulo, 
triple.)
¿Cuántas unidades...? ¿Por cada una de 
aquí, cuántas hay aquí?
(Señala el rectángulo dado y  el que ha 
dibujado.)
M.J.: Aquí hay cuatro (señala el lado 
vertical del rectángulo dado).
Tres.
E: Tres.
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, 
siete, ocho, nueve, diez, once y  doce.
E: Luego, ¿cuántas tiene que tener de 
largo?
M.J.: Tres veces.
E: ¿Tres veces?
M.J.: Ampliarlo tres veces, el tercio.
E: No, el triple.
M.J.: El triple.
E: El tercio es más pequeño y el triple es... 
Cuando a tí te dicen el tercio, se pone así. 
Ésto es un tercio.
(Escribe a final de la página "1/3".)
Y cuando te dicen el triple, es de esta 
manera.
(Escribe debajo de lo anterior "x3".) 
Entonces el triple es...
M.J.: Por.
E: ¿Por?
M.J.: Tres.
Con el fin de ver si María José reconoce 
ahora una relación externa, el 
entrevistador vuelve al primer problema 
del nivel (ver la figura 3.1.10).
Vuelve a tener la confusión entre los 
términos multiplicativos "triple" o "tres 
veces" con "tercio".
Parece que "por" es su forma de expresar 
que hay que multiplicar.
E: Tres. Y el tercio es reducir... 
M.J.: Entre tres.
E: Entre tres. Donde tengo tres, debe de 
quedar...
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M.J.: Una.
E: Una. Vamos a ver, si hiciéramos otro... 
(Toma una hoja con una cuadrícula como 
la del problema.)
Si nos dan éste.
(Dibuja un rectángulo 3x2.)
Y ahora nos dan éste de aquí.
(Traza un línea vertical de ocho 
unidades.)
¿Podrías terminarlo?
Este debe tener la misma forma que éste.
M.J.: Uno, dos (tras mirar el lado vertical 
del rectángulo).
Uno, dos; uno, dos; uno, dos; uno, dos. 
(Cuenta mientras puntea la línea vertical 
dada.)
Tres (tras observar ellado horizontal del 
rectángulo dado).
(Cuenta, mientras traza con el lápiz lado 
horizontal.)
Uno, dos, tres; uno, dos, tres; uno, dos, 
tres; uno, dos, tres.
Cuatro veces.
E: Cuatro veces. Entonces, ¿qué tendrás 
que terminar?
M.J.: Dos, dos, dos y dos.
(Traza el otro lado vertical.)
Tres, tres, tres y tres.
(Traza el otro lado horizontal y cierra la 
figura.)
E: La relación de aquí a aquí...
¿Por cuánto has tenido que multiplicar?
M.J.:Por cuatro.
Para ver si María José encuentra una 
relación multiplicativa, el entrevistador le 
propone un problema similar en el que la 
relación externa entera será el cuádruplo.
F igu ra  3 .1 .12
Se considera que su respuesta ya es 
satisfactoria y se le presenta el primer 
problema del siguiente nivel Barcos.
Sex to  n ive l
M.J.: (Lee el problema, nuevamente con 
dificultad.) (Observa los tres dibujos...) 
El más grande.
E: El más grande le ha salido mal.
M.J.: Sí.
E: ¿Por qué?
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M.J.: Porque se ha salido un cuadrado 
más, sólo era uno y hay dos.
(Se fija en la altura de una bandera 
respecto de la otra.)
La bandera la ha hecho más grande.
E: La bandera la ha hecho más larga. 
Luego tú crees que es el tercero.
M.J.: Sí.
E: Bueno, pues entonces vamos a mirar 
alguna cosa. Escríbelo.
M.J.: (Escribe, en la pleca para la 
respuesta, "el tercero".)
E: El tercero. ¿En qué te fijaste?
(Le señala el final del enunciado.)
M.J.: ¿En qué te has fijado para saberlo? 
(Lee la segunda pregunta.)
(Escribe: "En la bandera de la derecha".)
E: ¿Qué le pasa a la bandera de la 
derecha?
M.J.: Que es más alta.
E: Más alta.
M.J.: ¿Lo escribo?
E: Sí, sí.
M.J.: (Escribe: "porque es más alta".)
E: Tú me habías dicho que aquí se pasa en 
uno, que aquí se pasa en uno, y que ahí se 
pasa...
(Señala la diferencia de altura que hay 
entre las banderas y el casco: en el 
primero, en el segundo y en el tercer 
dibujo.)
M.J.: En dos.
E: Por lo tanto, éste está mal hecho.
M.J.: Sí.
E: Vamos a intentar mirarlo de otra 
manera, vamos a ver.
Vamos a mirar estos dos primero.
(Tapa con un folio el tercer dibujo.)
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Obsenra los dibujos que 
hay a la iaquleida.
El que los lia hecho queda 
dibujar el mismo barco a 
escalas diferentes.
Uno de los dibujo* le ha 
salido mal.
Di cuál es.
Ó XedOw»
¿En qué te has fijado para 
sabedo7 v
Ev'X». Sfr'i/'Asn.-x
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F igu ra  3 .1 .13
Toma la decisión en función de una parte 
de la información gráfica: la distancia que 
hay entre el casco y la vela.
No tiene en cuenta el tamaño de las figuras 
para ver si hay alguna relación entre ellas, 
sino que se fija en un detalle en el que se 
rompe una igualdad (la distancia del 
casco a las velas). Está mal hecha la figura 
que rompe dicha igualdad.
Su actuación de considera no satisfactoria,
A n e x o - 3 .1 . Es c a l a s . S e g u n d o  c ic l o
El primero con el segundo.
¿Cuánto mide de largo el barco?
(Le señala el primero.)
Vamos a poner el primero y el segundo. 
(Escribe en un folio: "Io" y  más a la 
derecha "2o".)
Y vamos a poner el largo.
(Escribe: "largo", debajo de Io.)
M.J.: (Puntea con el lápiz.)
Seis cuadros.
E: (Escribe: "6", a la derecha de "largo".) 
¿Y éste de aquí abajo? (Le señala el 
segundo dibujo.)
M.J.: (Puntea con el lápiz, pero tiene 
dificultades para contar.)
Uno, dos, tres, cuatro; uno, dos...
E: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve, diez y once.
(Puntea al mismo tiempo que cuenta.)
M.J.: Once, once.
E: (Escribe: "11", a la derecha de "6" y 
debajo de "2o".)
¿Cuánto mide de alto el barco aquí?
M.J.: (Puntea.) Cuatro.
E: Esto se llama un mástil, el palo ..., si 
quieres el palo grande.
(Escribe: "palo grde", seguido de "4".)
El palo grande mide cuatro.
M.J.: Sí. ¿Y aquí cuánto mide el palo 
grande?
M.J.: (Puntea contando.) Uno, dos, tres, 
cuatro, cinco, seis.
(Vuelve a puntear con el lápiz.)
E: U no... Mira, así se puede medir mejor. 
(Le ayuda a contar, punteando y haciendo 
marcas horizontales.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis...
M.J.: Y siete.
E: (Escribe: "7", a la derecha de "4" y en 
columna con "2o" y "11".)
Aquí el barco, como si fueran los 
camarotes, ¿aquí cuánto mide?
(Señala el casco del primer barco.)
estaría ubicada en la segunda categoría, 
por lo que se pasa a comparar las figuras 
de dos en dos.
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F igura  3 .1 .14
Parece que tiene problemas de conteo.
El entrevistador va confeccionando una 
tabla de datos.
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M.J.: Uno.
E: (Escribe: "alto", seguido de "1".)
¿Y aquí, cuánto mide el alto del barco?
M.J.:Dos.
E: Dos. (Escribe: "2," a derecha del "1" y  
en columna con los anteriores.)
Y la separación entre las velas, ¿aquí 
cuánto es? (Señala en el primero.)
M.J.: Uno.
E: ¿Y aquí? (Señala en el segundo.)
M.J.: Dos.
E: ¿Qué más cosas podemos mirar?
Por ejemplo esta vela. ¿Cuánto mide esta 
vela aquí bajo? (Señala en la vela mayor 
del primero.)
M.J.: Dos.
E: ¿Y aquí?
M.J.: Cuatro.
E: (Escribe: "2", en la primera columna de 
datos y  "4" en la segunda.) ¿Entonces qué 
ocurre?
Que, lo que aquí vale uno, (señala en la 
primera columna de datos) ¿aquí cuánto 
vale? (Señala en la segunda columna.)
M.J.: Dos.
E: Lo que aquí vale dos, ¿aquí cuanto 
vale?
M.J.: Cuatro.
E: Luego, ¿por cuánto estamos 
multiplicando?
M.J.: Por uno.
E: ¿Multiplicando por uno?
M.J.: No, por dos.
E: ¿Por dos?
M.J.: Sí, por dos.
El entrevistador intenta que María José se 
dé cuenta de que si encuentra una relación 
multiplicativa entre los datos de la tabla, 
ésta no es constante.
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E: Y entonces, dos por cuatro ¿qué tendría 
que dar?
M.J.: ¿Dos por cuatro? Dos por una dos, 
dos por dos... Dos por una, dos; dos por 
dos, cuatro; dos por tres, seis y dos por 
cuatro, ocho.
E: Ocho, ¿y cuánto da?
M.J.: Siete.
E: Pues parece que éste no está bien.
(El 7 lo encierra en un círculo.)
Y dos por seis, ¿cuánto da?
M.J.: Veintidós.
E: No.
M.J.: Doce.
E: Doce. ¿Y cuánto da?
M.J.: Once.
E: Once. (El 11 lo encierra en un círculo.) 
Luego aquí hay cosas que no funcionan 
muy bien. Porque, fíjate ¿cuánto hay de 
aquí a las velas? (Señala la distancia del 
casco a las velas en el primero.)
M.J.: Uno.
E: ¿Y de aquí a las velas?
M.J.: Uno.
E: ¿Y cuánto tendría que haber?
M.J.: Cua..., no, dos.
E: Dos. Luego, ¿está bien o está mal?
M.J.: Está mal.
E: Parece que no esta bien, ¿verdad? 
Vamos a mirar éste con éste.
(Señala el primer dibujo y el tercero.) 
(Traza un línea horizontal debajo de las 
columnas de datos anteriores.)
¿Cuánto mide el barco? (Se refiere al 
primero.)
M.J.: ¿Bajo?
Ha identificado una relación 
multiplicativa con unos datos de la tabla: 
multiplicar por dos. Halla en resultado 
recitando una parte de la tabla.
Le presenta un caso en el que la relación 
externa entre ellos no está asociada al 
doble.
Le presenta otros caso en el que los datos 
no están relacionados por el doble.
Finalmente le propone el detalle que María 
José utilizó para tomar su primera 
decisión, la distancia del casco a las velas. 
En aquella decisión le bastó para estimar 
que el dibujo estaba bien hecho y ahora se 
da cuenta de que no era suficiente.
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E: Abajo el barco, mide...
M.J.: Cuatro.
E: (Escribe: "abajo barco", seguido de 
"4".) ¿Y aquí, cuánto mide? (Se refiere a la 
parte baja del tercero.)
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, 
siete y ocho. (Puntea con el lápiz.)
E: Ocho, entonces el otro mide ocho.
(Traza una flecha a la derecha del 4 y 
escribe: "8".) Ves mirando, ¿a ver qué más 
cosas puedes ver?
M.J.: (Señala la hipotenusa de la vela 
menor del segundo.)
E: Eso es una diagonal y la vas a medir un 
poquito difícil. Mide las cosas que sean 
más fáciles. Por ejemplo, ¿qué separación 
hay de las velas al barco?
M.J.: Dos.
E: Dos, ¿y aquí?
M.J.: Uno.
E: Luego, entonces, altura de las velas hay 
uno.
M.J.: Uno.
E: ¿Y en el barco de abajo hay?
(Escribe: "altura velas", seguido de "1", 
dibuja una una flecha y a la derecha 
escribe: "2".)
M.J.: Dos.
E: La separación entre los palos, ¿cuál es 
arriba? (Señala en el primer dibujo.)
M.J.: Dos.
(Señala el cateto vertical de la vela de la 
izquierda.)
E: No, la separación entre los palos.
Entre éste y éste, ¿cuántas son?
M.J.: Uno.
E: Luego, separar los palos uno.
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(Escribe: "sep. palos", seguido de una 
flecha.)
¿Cuánto crees que debe haber abajo?
(Le tapa con la mano el tercer dibujo.)
M.J.: Dos.
E: ¿Seguro?
Vamos a ver (levanta la mano).
¿Cuántos hay abajo?
M.J.: Dos.
E: Dos. (Escribe: "2", a la derecha del 
"1".) Vamos a ver, ¿qué mide el barco 
arriba? (Señala la parte superior del casco 
en el tercer dibujo.)
Arriba, ¿cuánto mide el barco?
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, 
siete, ocho, nueve, diez, once y doce. 
(Puntea con el lápiz, en la cubierta del 
tercero, mientras cuenta.)
E: Doce. (Escribe: "12", en la segunda 
columna de datos.) Luego, ¿cuánto crees 
que medirá aquí? (Señala en la primera 
columna de datos.)
M.J.: Seis.
E: (Escribe: "6", en la Ia columna.)
Vamos a ver.
M.J.: Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis. 
(Puntea la cubierta del primer barco.)
E: Seis. ¿Cuánto mide aquí el barco? 
(Señala la altura del casco del tecero.)
M.J.: Dos.
E: ¿Qué medirá arriba?
M.J.: Uno.
E: ¿Qué mide...? Por ejemplo esta vela, de 
aquí a aquí. (Señala la parte inferior de la 
vela de la derecha en el primero.)
M.J: Dos.
E: (Le tapa con la mano el dibujo de 
abajo.) ¿Qué medirá abajo?
M.J.: Cuatro.
Tras ir verificando unos datos para 
confeccionar una tabla, le formula una 
pregunta en la que debe aplicar la relación 
multiplicativa asociada a la relación 
externa, si la ha identificado.
Ahora la pregunta debe contestarla
aplicando la relación multiplicativa
inversa a la que había identificado
anteriormente (la mitad).
Vuelve a aplicar correctamente la relación 
multiplicativa inversa.
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E: (Levanta la mano.) ¿Y cuánto mide 
abajo?
M.J.: Cuatro.
E: Luego, ¿entonces qué ocurre?
M.J.: Que éste está bien.
E: Y éste respecto a aquél, ¿qué es?
M.J.: El doble.
E: ¿Y éste?
M.J.: (Niega con la cabeza.)
E: No es el doble, porque mira.
Esto, que mide uno, aquí mide dos.
Pero esto, que mide uno, aquí no mide...
M.J.: Dos.
E: Dos. ¿Luego, cual está mal?
M.J.: Éste (señala el segundo).
E: Éste. Las cosas que aquí miden uno 
aquí miden dos. (Señala el primero y el 
tercero.)
Pero las cosas que aquí miden uno, aquí... 
(Señala el primero y el segundo.)
M.J.: No miden dos.
E: Entonces cuando te fijes en estas cosas, 
hay que fijarse... Lo mismo que tú has 
hecho antes con el niño, ¿tú qué decías? 
Por una parte los libros, el libro es muy 
grande.
M.J.: O muy pequeño.
E: Entonces aquí tienes que ir fijándote ... 
¿Tú qué dices? Bueno, pues me voy 
fijando, si ya coges una distancia.
Tú ves que de aquí a aquí hay uno y que 
aquí hay dos. (Ha señalado la altura del 
casco en el primero y luego en el segundo.) 
De aquí a aquí hay uno y que de aquí a 
aquí hay dos. (Ha señalado la distancia 
entre palos en el primero y luego en el 
segundo.)
Luego, todo debería ser...
A partir de ir relacionando unas 
longitudes de una figura con sus 
correspondientes en la otra figura ha 
identificado correctamente la relación 
multiplicativa asociada a la relación 
externa.
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M.J.: El doble.
E: El doble, pero de altura de las velas hay 
uno. (Señala en el primero.)
Aquí la altura de las velas. (Señala en el 
segundo.)
M.J.: No es dos.
E: No es dos.
Luego, en éste (el segundo) se ha 
equivocado al hacerlo.
M.J.: (Asiente.)
E: De acuerdo, pues ya hemos terminado. 
¿Te has cansado?
M.J.: No.
E: ¿Te gustan las mates?
M.J.: A veces, depende.
E: ¿De qué depende?
M.J.: De como éstos, me gusta pero a veces 
me da rabia hacerlas.
E: ¿Por qué?
M.J.: Porque como, como a veces no tengo 
ganas me da rabia hacerlo, pero sí que me 
gustan.
E: ¿Cuál es la que más te gusta?
¿Ciencias de la naturaleza?
M.J.: Sí.
FIN DE ENTREVISTA
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Anexo 3.2
Transcripción de la entrevista 
sobre Escalas.Tercer ciclo.
INFORMACIÓN GENERAL
La entrevista se ha realizado en el Seminario del Departam ento de Didáctica 
de la Matemática de la Universitat de Valéncia, sito en la Escuela 
Universitaria de Magisterio, el 23 de junio de 1998; tuvo una duración 
aproximada de una hora - desde las 9h 30m a las lOh 30m ..
La Escuela Universitaria está junto al Colegio Público de Prácticas, en su día 
fué Escuela Aneja a la Escuela Normal del Magisterio, y tiene un acceso fácil 
para el alum no entrevistado durante su jornada escolar.
A Lorenzo, alum no de sexto curso con el núm ero 02, se le ha seleccionado 
para entrevistarlo debido a la actuación que ha tenido al responder el 
cuestionario. Ésa cumple con las siguientes características:
a) En sus actuaciones en las tareas del cuestionario que están 
incluidas en el bloque Escalas tiene comportamientos distintos:
-U sa la estrategia aditiva de la diferencia constante para resolver 
el problema Rectángulo (clase 1.4.3).
-E n las tareas Fotografía y Muñecos-1/4, repite algún dato del 
enunciado (clase 2.2.1).
P r ecu rso r es  d el  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
-E n la tarea Muñecos-2/3, su actuación manifiesta un predom inio  
de los naturales al trabajar con fracciones (clase 1.4.1).
-E n la tarea Perro, su actuación es satisfactoria pero tiene 
dificultades para ampliar los cuadrados unitarios (clase 1.1.2).
b) En el problema Tabla de cambio-2, manifiesta un  predom inio del 
conteo centrado en un dato implícito (clase 2.1.1).
c) Para resolver el primer apartado de la tarea Mermeladas opera con 
el tanto por cien como con una cantidad extensiva (clase 2.3.4).
d) Tiene una actuación satisfactoria en 10 de las 20 tareas del 
cuestionario.
En la entrevista estuvieron presentes dos investigadores; uno de ellos h izo 
de obsevador y manejó la vídeocámara, el otro realizó la entrevista, 
teniendo en cuenta el protocolo de la misma, diseñado para los alum nos del 
tercer ciclo. Por el comportamiento de Lorenzo en la entrevista, se puede 
afirmar que la presencia de los adultos en el seminario no le intimidó.
EL PROTOCOLO DE LA ENTREVISTA V LA TRANSCRIPCIÓN
Como puede observarse en el organigrama 4.2 del capítulo cuarto, el 
protocolo está organizado en seis niveles de m enor a mayor dificultad. Para 
cada uno de ellos se han redactado varios problemas. En este caso la serie de 
problemas está organizada de mayor a menor dificultad y se proponen al 
alumno, si es necesario, en dicho orden.
Si la actuación del alum no al resolver prim er problema de un  nivel se 
considera satisfactoria, se le aplica el primer problema del siguiente nivel. Si 
la actuación se considera que no es satisfactoria, se le propone otro problem a 
de la serie del mismo nivel, pero de menor dificultad.
Al estudiante se le explica que va a resolver problemas, que él debe leerlos 
prim ero y luego resolverlos, intentando hablar en voz alta m ientras va  
pensando qué hacer, para que podamos comprender cómo lo está haciendo y 
que no tenga prisa para hacer las cosas.
La entrevista se inicia de acuerdo al protocolo diseñado para alum nos del 
tercer ciclo en relación con el bloque Escalas.
La transcripción escrita de la entrevista se ha estructurado usando dos 
columnas, en la de la izquierda aparece el diálogo y entre paréntesis algunas 
indicaciones sobre las acciones, la de la derecha contiene los comentarios, los 
enunciados que se le proporcionan al alum no y las actuaciones escritas, 
tanto del alumno como del entrevistador.
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P rim er  n ive l
E: (Le presenta el primer problema del 
primer nivel, Fotografía, y le pide que lo 
lea.)
L: (Lee el problema.)
E: (Le da un sobre que contiene los cuatro 
dibujos a los que se refiere el enunciado 
del problema.)
(Va a buscar un lápiz de pegamento.)
L: (Saca los cuatro dibujos y los observa 
detenidamente. Elige uno y guarda los 
otros tres en el sobre. Ha escogido el 
correcto.)
E: ¿Ya has escogido? ¿Por qué has 
escogido ése?
L: Porque se parece más.
E: ¿Sí?¿Se parece más?
L: Sí, porque...
E: (Saca los tres dibujos que Lorenzo 
había guardado en el sobre y los expone 
en la mesa junto al que había elegido.)
L: Ése lo veo, el libro más grande que lo 
otro.
(Señala el dibujo que tiene el libro grande.) 
E: ¿Y en éste?
(Le señala el dibujo con el libro pequeño.)
L: Pequeño, el libro.
E: ¿Y en éste? (Señala el dibujo con la 
cabeza desproporcionada.)
L: El muñeco es muy grande.
E: El muñeco es muy grande. Entonces, ése 
es el que tú crees que es una fotografía. 
(Señala el que había escogido.)
L: El pequeño.
E: El pequeño. Pégalo.
Obcctva lo* dibujo* que h*y en *1 «obre.
Peg* el que e* una fotografía del (¡guíente dibujo
¿En qué te has fijado p an  escoger la fotografía?
F igu ra  3.2.1  
Los cuatro dibujos del sobre se pueden 
observar en la descripción que hay de la 
tarea en el capítulo cuarto (ver la figura 
3 .7 ) .
Parece que escoge el dibujo en el cual no 
hay nada que viole las razones internas 
con el siguiente argumento "porque se 
parece más".
Para ello va eliminando aquellos en los que 
Lorenzo encuentra una violación evidente 
de una razón interna. El libro "más grande 
que el otro" en un caso, "pequeño el libro" 
en otro y "el muñeco es muy grande" en el 
tercero.
Al resolver el cuestionario Lorenzo escogió 
el dibujo en el cual el libro era del mismo 
tamaño. Sin embargo, ahora piensa que el 
libro es más grande que el otro y desecha 
el dibujo.
3
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L: (Pega el dibujo que había escogido.)
Se considera que ha tenido una actuación 
satisfactoria y se le presenta el siguiente 
problema del protocolo de la entrevista: 
Muñecos-1/4.
S e g u n d o  n ive l
E: (Le pide que lea el problema.)
L: (Lee el enunciado del problema.) ¿Y...?
E: ¿Quieres un lápiz para dibujar?
L: (Asiente y toma un lápiz.)
Pues entonces, 12 por 4, ¡ay!, 3 por 4,12, 
¿No? Entonces, la cuarta parte serían tres 
y el muñeco tiene que ser de tres.
(Dibuja un muñeco que tiene una altura de 
tres unidades y media.)
E: Ése mide más de tres.
L: Observa y mueve el lápiz.
E: ¿Qué harías?
L: Pues ..., hacerlo el cuello más pequeño o 
bajar más abajo.
E: (Le da una goma de borrar.)
L: (Le borra el cuello y la cabeza, los hace 
más pequeños y ajusta la altura del 
muñeco a tres unidades.)
Gloria es ti haciendo muñecos de alambre.
Uta bu tune» para aaber de qué tamaño ion.
El primero, que mide doce botones de altura, lo ha dibujado. 
El segundo mide la cuarta parte del primero. Dibújalo.
r  ..........................  ' ~
T  " Y ' )
)  \
j  > \
0 .  /  \
( \  ¡p -
■) . . . . .  \r¡ c /  Sol .
F igura  3 .2 .2  
Reconoce el significado de la expresión "la 
cuarta parte de" y, tras recordar un hecho 
numérico de la tabla de multiplicar, 
resuelve numéricamente el problema.
Al resolver el cuestionario, parece que 
Lorenzo tuvo dificultades al interpretar el 
enunciado y dibujó un muñeco de doce 
unidades de altura.
Se considera que ha tenido éxito en su 
actuación y se le propone el siguiente 
problema del protocolo de la entrevista: 
Muñecos-2/3.
4
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Tercer
L: (Lee el enunciado.)
Entonces, dos tercios serían de cuatro 
cada uno, ocho, ocho de alto. De ocho 
botones.
E: Entonces dibújalo.
L: Hasta aquí.
(Con el dedo cuenta líneas, deja el dedo 
marcando la línea y empieza a dibujar por 
abajo. Dibuja un muñeco de siete unidades 
de altura.)
E: Vamos a ver.
¿Cómo has hecho los dos tercios?
L: Pues, cuatro por tres doce.
E: Doce.
L: Entonces hay tres de cuatro.
E: ¿Tres?
L: Tres partes de cuatro cuadritos y he 
utilizado dos partes.
E: Dos partes, o sea que lo divides todo en 
tercios y luego haces dos veces lo que vale 
un tercio.
L: Si hay doce, la mitad de doce..., no 
espera, tres por cuatro.
E: Doce.
L: Pues son..., hay tres partes de cuatro 
cuadritos, pues yo cojo dos y son ocho 
cuadritos.
E: Luego dos tercios son dos partes.
L: De tres.
E: ¿De tres? ¿o dos partes de cuatro?
L: De tres
E: Dos tercios, ¿son dos veces un tercio?
L: Sí.
nivel
Gloria cati haciendo muñeco* de alambre.
Uaa botone* para aaber de qué tamaño w n .
El primero, que mide doce botones de altura, io ha dibujado. 
El negando mide dos tercias del primero. Dibújala
i
........- f
)  V .
X
T \
0'
< yl! f  An  A  -  -
F igura  3 .2 .3  
Reconoce fácilmente la expresión dos 
tercios como asociada a una fracción no 
unitaria. Para hallar el resultado primero 
halla el tercio de doce unidades ("hay tres 
de cuatro") y luego dobla el resultado 
obtenido ("he utilizado dos partes"). 
Parece que reconoce las fracciones no 
unitarias como una composición de 
operadores: primero un operador que 
divide (la fracción unitaria) y luego un 
operador que multiplica (el numerador).
Al resolver el cuestionario, parece que 
interpretó "dos tercios" como disminuir en 
tres unidades y dibujó un muñeco de 
nueve unidades de altura, es decir que 
tuvo un predominio de los naturales al 
trabajar con fracciones.
Aunque en su dibujo hay un pequeño error, 
que no tiene relación directa con el tema, 
pues es de conteo. Cuenta ocho extremos 
'líneas) en lugar de ocho intervalos. Su 
comportamiento se codificaría como clase 
112) y se consideraría que su actuación es 
satisfactoria. Por tanto se pasa al 
siguiente nivel del protocolo y se le 
el primer problema: Cabeza de
5
P r e c u r s o r e s  d e l  r a z o n a m i e n t o  p r o p o r c io n a l
Cuarto  n ive l
L: Aquí tienes una cabeza de perro 
dibujada. Aplícala en una escala de 2 al 1. 
(Al leer el enunciado del problema se 
equivoca y el entrevistador le corrige.)
E: No, aplícala no.
L: Amplíala en una escala de 2 a 1.
E: ¿Sabes lo que significa?
L: Sí.
E: ¿Escala?
L: Sí, hacer la cabeza, pues si tiene dos 
cuadritos pues de cuatro.
E: Vale.
L: ¿La cabeza sólo?
E: Sí, todo.
Ponte más en el centro de la mesa.
L: (Amplía la cabeza correctamente, ubica 
bien el ojo, amplía bien la boca y la oreja 
la transforma en un rectángulo horizontal 
de dos unidades.)
L: (Lee el problema. Observa la figura y 
empieza a dibujar.)
(Transforma el cuadrado 2x2 en otro 
cuadrado 4x4. El cuadrado unitario lo 
transforma en dos unitarios, unidos por un 
vértice en sentido oblicuo ascendente.)
Aquf tienes uní cabeza de perro dibujada. 
Amplíala en una escala de 2 a 1.
A s -
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F igu ra  3 .2 .4
(Hay un dibujo de una acción posterior.) 
Lorenzo sabe lo que es una ampliación y 
reconoce que la expresión técnica "escala 2 
a l"  corresponde al doble. La expresión " 
si tiene dos cuadritos pues de cuatro" nos 
indica que posteriormente tendrá 
problemas con la ampliación de los 
cuadrados unitarios, ya que sólo piensa en 
doblar el área. Podría considerarse que ha 
tenido éxito en su actuación (clase 112). 
Lorenzo resolvió la tarea Perro del 
cuestionario de forma similar, pero 
entonces el cuadrado unitario de la oreja 
lo dobló de manera distinta (dos cuadra­
dos unitarios unidos por un vértice). Como 
el pequeño error que comete, la ampliación 
de cuadrados unitarios, está relacionado 
con el tema de escalas se le presenta el 
siguiente problema del nivel.
Aquí tienef un dibujo formado por doa cuadrados.
Amplíalo en una escala de 2 a 1 .
[
F igu ra  3 .2 .5  
(La oreja ampliada de cuatro cuadraditos 
corresponde a una acción posterior.)
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L: (Lee el problema con dificultades.)
Aquí tienes unas líneas dibujadas. 
Aplícalas...
E: ¡Amplíalas! Aplícalas no.
L: Amplíalas en una escala del 2 al 1.
E: ¿Éste cómo lo harías?
L: (Empieza por la figura de abajo, dos 
segmentos perperdiculares de dos 
unidades cada uno.)
(El segmento vertical lo amplía, a la 
derecha desde la última línea, a tres 
unidades e inicia el horizontal, se da 
cuenta del error, amplía el vertical hasta 
cuatro unidades y traza el horizontal de 
cuatro unidades.)
E: ¿De cuál estás haciendo el doble?
L: De ésta. (Señala la figura de abajo.) 
(Todas las demás las amplía 
correctamente.)
E: Entonces, vamos a poner unas rayas 
por ahí.
(Le toma la hoja de trabajo del alumno y a 
la derecha le dibuja un cuadrado unitario.) 
Ponemos este cuadradito y te dicen que lo 
amplíes...
L: (Sin pedir más explicaciones amplía 
correctamente el cuadrado unitario, dibuja 
un cuadrado de dimensiones 2x2.)
E: Éste está ampliado a éste. En escala... 
(Señala primero el cuadrado unitario y 
luego su dibujo.)
L: Del 1 al 2.
E: De el doble.
Vamos a ver aquí. ¿Hay algo que 
encuentres que no está bien?
(Toma de nuevo la hoja de trabajo del 
ejercicio anterior Dos cuadrados.)
L: Observa su dibujo anterior.
E: ¿Está bien?
L: Asiente con la cabeza.
E: Sí. Vamos a ver.
Persiste en el mismo error, pero ahora lo 
dibuja igual que lo hizo al resolver el 
problema Perro del cuestionario. Por lo 
tanto se le presenta el tercer problema de 
la secuencia: Líneas.
Aquí tienes unas líneas dibujadas.
Amplíalas en una escala de 2 a 1.
Figura 3.2.6 
Parece que nuevamente ha tenido 
problemas de conteo. Como en problemas 
anteriores cuenta líneas en lugar de 
intervalos.
Expresa la relación doble como "del 1 al 
2". Parece que quiere recordar el 
enunciado del primer problema de este 
nivel y expresa la relación como lo que 
vale uno pasa a valer dos. Ahora Lorenzo 
no tiene dificultades para ampliar el 
cuadrado unitario aislado.
El entrevistador quiere que reflexione sobre 
ampliación que había hecho del cuadrado 
unitario -dos unitarios unidos por un 
vértice- en el segundo problema (ver la 
figura 3.2.5).
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Este lado ¿cuánto mide aquí?
(Señala el lado del cuadrado mayor del 
enunciado.)
L: Dos.
E: ¿Y aquí?
(Señala en su dibujo.)
L: Cuatro.
E: Éste ¿cuánto mide aquí?
(Señala el lado del unitario dado.)
L: Dos.
E: El pequeñito.
L: ¡Ah!, el cuadrado pequeño, uno.
E: ¿Y aquí?
(Señala los dos unitarios unidos por un 
vértice que había en su dibujo.)
L: Dos.
E: ¡Seguro! ¿Ahí hay un cuadrado o dos 
cuadrados?
L: Dos.
E: (Toma la hoja de trabajo del problema 
Líneas y se la muestra conjuntamente.) 
Aquí, de un cuadrado, si lo amplías 
¿cuántos cuadrados salen?
L: Cuatro.
E: (Le da la vuelta a la hoja del problema 
para dibujar en el reverso.)
Si en vez de pintarlo de esta manera 
(dentro de una cuadrícula), lo pintáramos 
de ésta. (Pinta un segmento vertical y 
escribe 1 junto a él.)
Si esto vale uno, y te dicen que lo amplíes 
¿cómo lo harías?
L: Más largo. (A la derecha dibuja un 
segmento mayor que el anterior. Parece que 
es el doble.)
E: Más largo.
(Desde el extremo superior dibuja un 
segmento perpendicular con el anterior y 
del mismo tamaño.)
Entonces, si éste lo amplias ¿cómo lo
Para ellos le hace que compare la longitud 
de unos segmentos de una figura con sus 
correspondientes en la otra. Todo ello, con 
el fin de que Lorenzo se dé cuenta de que 
la relación externa no es constante.
Lorenzo ve correcto que la ampliación de 
un cuadrado son dos cuadrados del 
mismo tamaño.
El entrevistador pretende que Lorenzo 
confronte los dos resultados distintos que 
ha obtenido al resolver el problema de 
ampliar un cuadrado unitario.
« □
Figura 3.2.7 
De nuevo le presenta la ampliación de 
segmentos unitarios para pasar luego a la 
ampliación de cuadrados. Con ello se 
pretende que Lorenzo se dé cuenta de que 
el doble de un cuadrado es otro cuadrado 
y que la relación entre los lados es 
constante.
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harías?
L: (Dibuja un segmento perpendicular al 
anterior que había dibujado.) El doble.
E: El doble también.
Y si yo esto te lo pongo así, tú ¿qué 
necesitarías hacer ahora?
(Ha cerrado un cuadrado.)
L: Ves.
(Dibuja, a partir de sus segmentos 
anteriores, cerrando un cuadrado.)
E: ¿Cuánto mediría este lado.
(Señalando un lado de su cuadrado.)
L: Dos.
E: ¿Y éste?
(Señalando otro lado de su cuadrado.)
L: Dos.
E: ¿Cuántos cuadrados hay aquí? 
(Señalando el que le había dibujado.)
L: Uno.
E: ¿Y ahora aquí?
(Señalando el que ha dibujado Lorenzo.) 
L: Uno.
E: Cuando tú amplías un cuadrado, ¿es 
otro cuadrado?
L: Más grande.
E: Más grande. Y si lo amplías en escala 2 
a 1, lo que mide uno pasa a medir...
L: Dos.
E: (Toma la hoja del problema Líneas.) 
Eso lo has hecho tú bien, aquí, aquí, 
aquí..., en éste también.
Pero en éste...
(Toma la hoja del problema Dos 
cuadrados.)
Éste de aquí, ¿cuánto mide?
(Señalando el lado del cuadrado original.)
L: (Sin esperar más comentarios, empieza 
a completar su dibujo, en la parte de los 
unitarios, y dibuja un cuadrado formado
Parece que ha asimilado la enseñanza, 
pues directamente empieza a rectificar el
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por cuatro unitarios.)
E: ¿Qué tendrías que hacer?
L: Así, éste cuadrado.
(Señalando el perímetro de su nuevo 
dibujo.)
E: Ese cuadrado.
Y, ahora aquí.
(Toma la hoja de trabajo del problema 
Cabeza de perro.)
L: (Intenta modificar el dibujo que hizo.)
E: Píntalo otra vez. Como si lo hicieras de 
nuevo.
L: (A la derecha del anterior dibuja una 
cabeza, que está ampliada correctamente, 
ubica bien el ojo y amplía bien la boca. La 
oreja la transforma en un cuadrado 2x2, 
pero la ubica mal, la pone pegada a la 
cabeza en una unidad. Observa el dibujo 
original, rectifica y la ubica correctamente, 
desplazándola una unidad a la derecha.)
E: ¿Dónde te habías equivocado?
L: Que tenía que haber hecho así. 
(Remarca con el lápiz un cuadrado 2x2 en 
su primer dibujo que incluye el rectángulo 
2x1 que había dibujado y señala el 
rectángulo de dos unidades.)
E: Cuando tú amplías un cuadrado, el 
resultado no son dos cuadrados sino otro 
cuadrado más grande en el que los lados 
están en proporción 2 a 1 con los del 
anterior.
error: los unitarios como doble de un 
unitario.
Se observa en la hoja del segundo 
problema (figura 3.2.5), que el cuadrado 
unitario ampliado está formado por 
cuatro unitarios remarcados con lápiz.
Parece que ha identificado el error (dos 
unitarios como ampliación de uno) y 
quiere rectificarlo.
Ver la hoja de trabajo del primer problema 
de la serie de este nivel (figura 3.2.4).
Se puede observar el trazado muy fino que 
hizo con el lápiz.
Estimando que su actuación ya es 
satisfactoria en es nivel, le presenta el 
primer problema del siguiente: Rectángulo 
(x3).
Quinto nivel
L: (Lee el problema.)
(Puntea con el lápiz para contar las 
unidades del lado dado.)
E: ¿Cuántos hay?
L: Aquí, doce.
(Señala la línea vertical dada en el 
enunciado.)
(Traza una perperdicular al segmento 
dado desde el extremo de abajo y cuenta.
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Después traza otra perpendicular a ésta y 
finalmente cierra un rectángulo de 
dimensiones 12x14.)
E: ¿Entonces cómo lo has hecho?
L: Pues, si aquí..., aquí hay cuatro, ¿no? 
(Señala el lado vertical del rectángulo 
dado.)
Aquí le añade dos de largo.
(Señala el lado horizontal del rectángulo 
dado.)
Como éste tiene doce, yo le añado dos de 
largo.
L: (Lee el problema.)
(Cuenta las unidades del segmento vertical 
dado y después dibuja un rectángulo de 
dimensiones 8x12.)
E: Y ahora, ¿cuántos has puesto?
L: Aquí hay ocho.
(Señala el lado vertical dado.)
Yo he puesto doce.
E: ¿Por qué?
L: Cuatro, el doble es ocho.
(Señala el lado vertical del rectángulo 
dado y luego el del otro.)
Seis, el doble es doce.
(Señala el lado horizontal del rectángulo 
dado y luego el del otro.)
E: (Toma una hoja de trabajo, que tiene 
una cuadrícula de un centímetro, en la 
cual no hay dibujada ninguna figura.)
¿Qué entiendes por que tienen la misma 
forma? ¿Ésto qué es?
(Arriba, a la izquierda, dibuja un 
rectángulo 2x1.)
L: Un rectángulo.
En la cuadrícula huno* dibujado un rectángulo.
Abajo comenzamos a trazar otro rectángulo. Complétalo. 
Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro
11 II IT
Figura 3.2.8 
Desarrolla una estrategia de tipo aditivo 
(clase 143), igual que hizo al responder el 
cuestionario. Mantiene constante la 
diferencia que hay entre los lados del 
rectángulo dado y entre los lados del que 
ha dibujado. Como no tiene éxito en su 
actuación, se le presenta el siguiente 
problema de este nivel. Se trata de otro de 
la serie Rectángulo en el que la única 
relación entera asociada a una relación 
funcional es "doble".
En la cuadrícula hamo* dibujado un rectángulo.
Abajo comenzamos a trazar otro rectángulo. Complétalo.
Tu dibujo debe tener la misma forma que el nuestro.
Figura 3.2.9 
Lorenzo reconoce fácilmente la relación 
doble asociada a la relación funcional y 
halla la solución. Es posible que cuando 
reconozca una relación multiplicativa 
entera fácil (doble) no use una estrategia 
de tipo aditivo.
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E: Un rectángulo.
Y si tú pintaras éste.
(Abajo dibuja un rectángulo 9x1.)
¿Tiene la misma forma que ése?
(Señala el anterior.)
L: Sí.
E: ¿Sí? ¿Por qué?
L: Sí, porque de ancho lo mismo, pero de 
largo no.
E: Luego, tienen la misma forma.
L: No.
E: No. Es decir, si éstos fueran dos 
campos de fútbol, no tendrían la misma 
forma.
L: No.
E: (Toma la hoja de trabajo del primer 
problema del nivel Rectángulo (x3).) 
¿Qué ocurriría en este problema?
Tú dices que si aquí añades dos con 
respecto a éste, aquí añades dos con 
respecto a éste.
(Toma de nuevo la hoja de trabajo de 
cuadrícula de lcm.)
Vamos a añadir uno.
(Dibuja un rectángulo (2+l)x(l+l).) 
Estos dos, ¿tienen la misma forma? 
(Señala el anterior, 2x1, y el que ha 
dibujado ahora, 3x2.)
L: No.
E: No, ¿por qué?
L: No, porque es más largo y es más 
ancho.
E: Entonces...
(Mostrándole la hoja de trabajo del 
segundo problema Rectángulo- doble.) 
Estos dos, ¿tienen la misma forma?
L: Sí, pero ampliada.
E: Pero ampliada.
L: De la escala del 2 al 1.
Figura 3.2.10 
Antes de pasar de nuevo al primer 
problema del nivel, el entrevistador quiere 
que el alumno se dé cuenta de que la 
estrategia de tipo aditivo que utilizó no es 
adecuada.
Primero pretende que Lorenzo se dé 
cuenta de que dos rectángulos pueden no 
tener la misma forma, para ello le propone 
que compare dos figuras.
Le dibuja un rectángulo que conserva la 
diferencia entre los lados: añade una 
unidad en cada una de las dimensiones.
Puede ser que en este momento interprete 
"misma forma" como iguales.
Ahora la ampliación (doble) conserva la 
forma y utiliza una expresión que recuerda 
el enunciado de los problemas del nivel 
anterior.
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E: En escala de 2 a 1.
Y aquí, ¿tienen la misma forma?
(Señala los dos rectángulos, 2x1 y 3x2, 
dibujados en la cuadrícula.)
L: Niega con la cabeza.
E: No, ¿por qué?
L: Porque, es que no coinciden ninguna, ni 
largo ni...
E: Hacemos lo que has hecho tú aquí, le 
añadimos dos, a ver que pasa,
(Señala los lados del rectángulo 2x1.)
Si le añades dos en cada uno de ellos, 
¿cómo lo pintarías?
L: (Va a pintar sobre el rectángulo 3x2 que 
hay dibujado.)
E: No, no, pinta aparte.
L: (Pinta un rectángulo 4x2.)
E: Pero aquí no le has añadido dos (señala 
el lado vertical de rectángulo que acaba de 
pintar Lorenzo), en el ancho le has 
añadido uno.
L: (Le añade una unidad en el ancho al 
que había pintado y completa otro 
rectángulo. Ahora le queda un rectángulo 
4x3 con una línea enmedio.)
E: Tú, de aquí a aquí, habías pasado 
haciendo el doble.
(Señala el lado de 2 unidades de 
rectángulo 2x1 y el de 4 del rectángulo 
4x3.) Pero si tú vas añadiéndole dos, ves 
que no se corresponde (le señala ahora el 
lado de una unidad y luego el de tres), la 
forma va variando.
Fíjate que si continuamos haciendo ahora, 
por ejemplo...
(Señala el lado de una unidad.)
Si le añadimos tres tendría 4 y...
(Señala el lado de dos unidades.)
Si le añadimos tres tendría cinco.
(Dibuja un rectángulo (2+3)x(l+3).)
Cada vez, la relación que hay entre estos 
lados es distinta (la relación interna). 
Vamos a ver lo que ocurre aquí.
(Toma las hojas de trabajo del segundo 
problema Rectángulo-doble y del primero 
Rectángulo-triple.)
Parece que hace el doble y no la 
construcción aditiva propuesta.
Ver el dibujo que hay en el centro de la 
hoja con la cuadrícula (figura 3.2.10).
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¿Y cómo lo has hecho aquí?
(Señala en la hoja de Rectángulo-doble.) 
¿Tú qué has hecho?
Si aquí hay cuatro, aquí hay...
L: Ocho.
E: ¿Y qué has hecho? multiplicar...
L: El doble.
E: El doble. Por cada una de aquí, 
¿cuántas hay aquí?
L: Dos.
(Al mismo tiempo lo expresa con los 
dedos.)
E: ¿Crees que hay alguna relación entre 
éstos dos?
(En la hoja de Rectángulo-triple le señala 
los lados verticales dados.)
Por cada uno de aquí, ¿cuántos hay aquí?
L: Tres.
E: Tres. Entonces debería de haber por 
cada uno de aquí tres aquí.
L: Sí.
E: Sí. ¿Cuántos hay aquí ahora?
L: Catorce.
E: ¿Y aquí?
L: Seis.
E: Por cada uno de aquí, ¿hay tres aquí? 
(Señala el lado horizontal dado y el que ha 
dibujado Lorenzo.)
L: (Niega con la cabeza.)
E: No. Entonces, ¿qué crees?, que está bien 
o está mal.
L: Mal.
El entrevistador quiere que Lorenzo 
exprese la relación doble, que ha utilizado 
en el segundo problema, y que, ello, le 
ayude para identificar la relación externa 
(triple) en el primer problema. Para lo 
cual, le propone una pregunta en la que 
está la expresión "por cada".
Lorenzo parece que va identificando la 
relación externa triple.
Parece ser que Lorenzo sabe que seis por 
tres no son catorce y admite que está mal 
resuelto el problema.
E: Podemos intentar hacerlo de nuevo. A 
ver qué ocurre ahora.
(Toma una hoja de trabajo cuadriculada, 
la trama es la misma que la del primer 
problema Rectángulo-triple.)
Pintamos el mismo, ¿cuántos tenía éste?
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L: Cuatro.
E: Y de largo.
L: Seis.
E: (Dibuja un rectángulo 6x4.)
Te vuelven a preguntar lo mismo de antes. 
Amplíalo en escala 2 a 1.
(Lo escribe en la parte superior de la hoja.)
L: (Comienza a dibujar, primero el lado 
vertical.)
E: Perdona, perdona, en escala 2 a 1 no. 
Esto está mal (tacha "en escala 2 a 1"), 
por que ahora el problema...
Sí, amplíalo en escala 2 a 1 y lo terminas. 
Termínalo.
L: (Termina el dibujo, ha cerrado un 
rectángulo 12x8.)
E: Y ahora el problema sería, por ejemplo 
éste. (En una nueva hoja de trabajo, con 
una cuadrícula como la anterior, dibuja un 
rectángulo 6x4 y, debajo de él, una línea 
vertical de 12 unidades.)
Entonces tú ahora..., sería terminar de 
hacerlo.
Si te dan este rectángulo y este lado. 
(Señala las figuras dibujadas.)
¿Cómo lo tendrías que hacer?
L: (Cuenta las unidades del segmento 
vertical dado, puntea con el lápiz.
Después puntea los lados del rectángulo 
dado y empieza a dibujar el lado 
horizontal de arriba, a continuación el 
horizontal de abajo y cierra la figura de 
arriba a abajo. Ha dibujado un rectángulo 
de dimensiones 19x12)
E: ¿Cuántos tienes que poner?
L: Dieciocho.
E: A ver, contamos.
L: (Cuenta, punteando con el lápiz el lado 
horizontal de abajo.)
Hay diecinueve.
E:¿ Entonces qué tendríamos que hacer?
-e&ccJLcc
Figura 3.2.11 
De nuevo Lorenzo no tiene problemas 
para resolver el problema con una relación 
multiplicativa "doble".
4 —
T
Figura 3.2.12
Nuevamente Lorenzo tiene problemas de 
conteo, aunque de otro tipo. Parece que 
ahora son de doble conteo.
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L: Pues, hasta aquí.
(Traza, a la derecha, una línea vertical, de 
forma que el nuevo rectángulo es 12x18.)
Y esto quitarlo. (Tacha la banda vertical, 
1x12, que le sobra.)
E: Y eso quitarlo. O sea, que si te pusiera 
cualquier otro problema de éstos, ahora ya 
sería más fácil hacerlo, ¿no?
L: Depende.
E: ¿De qué dependería?
L: De lo que sea.
E: Si ahora nos dieran éste.
En la misma hoja, dibuja un rectángulo de 
dimensiones 3x4 y una línea vertical de 
nueve unidades.
Quieres terminar éste.
Podrías terminarlo, de manera que 
tuvieran la misma forma.
L: Sí.
E: Sí, ¿qué harías ahora?
L: (Puntea con el lápiz el segmento vertical 
dado.)
E: ¿Cuántos hay?
L: Nueve. (Cuenta el lado horizontal 
inferior del rectángulo, puntea a partir del 
extremo inferior de la línea, y cuando 
termina, dibuja el lado horizontal, en 
sentido contrario.)
E: Y ahí, ¿cuántos has pintado?
L: Doce.
E: Termínalo.
L: (Dibuja el lado vertical, de arriba a 
abajo, y cierra la figura, de izquierda a 
derecha. Ha dibujado un rectángulo 12x9.)
E: Vale.
Ha resuelto correctamente el problema 
multiplicativo a pesar de sus problemas 
de conteo.
Le plantea un nuevo problema en el que la 
relación multiplicativa asociada a la 
relación externa también es el triple.
De nuevo ha identificado la relación 
externa (triple) y no ha tenido problemas 
para aplicarla en su resolución.
Se considera satisfactoria ya su actuación 
en este nivel y le presenta el primer 
problema del siguiente: La tarea Barcos 
con cuatro figuras.
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Sex to  n ive l
L: (Lee el problema con dificultades.)
E: Leélo otra vez.
L: (Vuelve a leer el problema.)
(Observa los cuatro dibujos.)
Es éste.
(Señala con el dedo el cuarto dibujo.)
E: Es ése, ¿por qué?
L: Porque éste está más pegado al barco 
que los otros.
(Primero señala la distancia entre la vela y 
el casco del cuarto dibujo. Después hace lo 
mismo en el segundo, en el primero y en el 
tercero.)
E: Éste está igual pegado que ése.
(Señala con el dedo el primer dibujo y el 
cuarto.)
L: Pero es que éste es más pequeño.
(Señala el primero.)
Y éste es más grande.
(Señala el cuarto.)
Y éste es mas o menos igual y está más 
separado. (Señala el tercero.)
E: Mas o menos igual, ¿qué cual? ¿que 
éste? (Señala el cuarto.)
L: Sí, un poco más grande.
E: Entonces tú sabias lo que significaban 
escalas, era ampliar o reducir. O sea, una 
ampliadora, cuando tú pones un papel en 
una fotocopiadora te la puede hacer más 
grande...
L: O más pequeña.
E: O más pequeña. Entonces de aquí a 
aquí (señala el primero y el tercero),
¿cómo crees que lo ha ampliado?
L: (Observa los dibujos.)
E: (Tapa con un folio los dos dibujos de la 
derecha.)
Si solamente nos fijamos en estos dos (el 
primero y el tercero).
f e
Observa loe dibujos que hay arriba.
ti  que los ha hecho quería dibujar el mlimu barco •  escalas 
diferentes. Uno de lo* dibujos le ha salido mal.
DI cuál e s .__________________
¿En qué te fijaste para saberlo? ____________________
F igu ra  3 .2 .13  
En un principio centra su atención en una 
parte de los dibujos, la distancia entre las 
velas y el casco. Parece que Lorenzo 
entiende que es, en esa parte de la figura, 
donde no se conserva la razón interna.
Su razonamiento parece que es: si el barco 
es más grande la distancia de las velas la 
barco ha de ser mayor. Como esto no 
ocurre en la cuarta figura, ésta está mal 
hecha.
Su actuación ha sido satisfactoria, ha 
contestado y justificado correctamente la 
pregunta. El entrevistador continúa la 
entrevista para ver si Lorenzo identifica 
las relaciones multiplicativas externas que 
hay entre la primera figura y las demás.
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¿Cómo crees que lo ha ampliado?
L: (Puntea con el dedo, de arriba a bajo, el 
barco del primer dibujo y luego el barco 
del tercero.)
(Continúa observándolos.)
E: ¿Qué has hecho? ¿Qué estabas 
pensando?
L: No lo sé.
E: No lo sabes. Vamos a ver.
(Toma una hoja de trabajo que tiene una 
cuadrícula de 1 cm.)
Si tú tienes...
(Dibuja un segmento vertical de una 
unidad.) ¿Esto aquí, cuánto mide?
L: Igual.
E: No mide igual.
L: Un cuadro.
E: No, un cuadro es otra cosa, mide uno. 
(Dibuja un segmento vertical de dos 
unidades.)
¿Y esta línea cuánto mide?
L: Dos.
E: Y cuando tú pasas de aquí a aquí. 
(Señala los dos segmentos dibujados.) 
¿Qué has hecho?
L: La escala del 2 al 1.
E: O también el doble, ¿no?
Entonces, cuando mires estas cosas te 
puedes fijar en aquellas cosas que ahí 
valen uno a ver aquí cuánto valen.
(Le señala los dibujos primero y tercero.) 
¿Cuánto vale la distancia entre la vela y el 
barco?
(Señala en el primer dibujo.)
L: Uno.
La pregunta tiene por objeto que Lorenzo 
encuentre el factor multiplicativo con el 
que se ha hecho la ampliación. En este 
caso, el doble.
F igu ra  3 .2 .14
Vuelve a usar la expresión técnica de los 
otros problemas para la relación doble.
El entrevistador quiere que Lorenzo centre 
su atención en las medidas para que 
encuentre la relación funcional externa.
El entrevistador le invita a que Lorenzo 
compruebe si la relación externa es 
constante.
E: ¿Y aquí?
(Señala en el tercer dibujo.)
L: Dos.
E: ¿Se mantiene en todas las cosas que 
quieras mirar? Podríamos contar.
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¿Cuánto mide de alto esta vela? (El palo 
de la vela de la derecha en el primer 
dibujo.)
L: Cuatro.
E: ¿Y ésta? (El palo de la vela de la 
derecha en el tercero.)
L: Siete.
E: ¡Siete! Vamos a contar, uno...
(Puntea con un  lápiz.)
L: Dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete y 
ocho.
E: Si aquí mide cuatro,
(Señala la vela del primero)
¿cuánto tendría que medir aqui?
(Señala en el tercero.)
L: El doble.
E: El doble. Ésta ¿cuánto mide? (Señala el 
palo de la vela de la izquierda del 
primero.)
L: ¿Esa barrita?
E: (Puntea con el lápiz.) Uno, dos y tres. 
¿Cuántas tendría que medir aquí?
L: Seis.
E: Compruébalo.
(Puntea con el lápiz.)
L: Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.
E: ¿Cuánto mide, de aquí a aquí, el barco? 
(Señala la parte superior del casco del 
primero.)
L: Siete.
E: De aquí a aquí, ¿mide?
L: Siete.
E: (Puntea con el lápiz.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.
Siete puntos, pero seis unidades.
L: Seis huecos.
Parece que ha reconocido la relación 
multiplicativa (doble) asociada a la 
relación externa.
De nuevo los problemas de conteo.
Le va señalando una parte en una figura y 
su correspondiente en la otra, varias veces, 
para que Lorenzo se dé cuenta de que la 
relación externa es constante.
Vuelve a contar extremos en lugar de 
intervalos
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E: Fíjate, tú cuentas los puntos.
Pero de aquí a aquí, la distancia no es 
dos, es... (Señala dos puntos consecutivos 
en la cuadrícula de lcm.)
L: Uno.
E:¿ Entonces cuántos huecos hay de aquí a 
aquí? Hay ... (Vuelve al casco del barco en 
el primer dibujo)
L: Seis.
E: ¿Y de aquí a aquí? (Señala la parte de 
arriba del casco del barco en el tercer 
dibujo.)
L: Doce.
E: Vamos a ver si hay doce. (Puntea con el 
lápiz el casco del barco en el tercero.)
L: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve, diez, once y doce.
E: Y doce. Tienes que contar huecos, no 
tienes que contar puntos, porque sino 
entonces la relación del doble desaparece. 
Luego, de aquí a aquí. (Señala el primer 
dibujo y el tercero.)
¿Qué relación hay?
L: Del dos al uno.
E: Del dos al uno.
(Destapa los otros dibujos.)
¿Y de aquí a aquí? (Señala el primer 
dibujo y el cuarto. Ha tapado el segundo.) 
¿Qué ocurre? Por ejemplo, ¿cuánto mide 
esta vela de alto?
(Señala el cateto vertical de la menor del 
primero.)
L: Tres.
E: De aquí a aqui, mide... (Vuelve a 
señalar los extremos del cateto vertical de 
la vela menor del primero.)
L: Dos.
E: Dos. ¿Y de aquí a aquí?
(Señala la vela menor del cuarto.)
L: Cuatro. No, no, cinco, cinco.
Ha reconocido que la relación
multiplicativa es el doble y  para 
expresarlo usa la expresión técnica de 
escala "del dos al uno".
Ahora la comparación es entre dos dibujos 
que no están hechos a escala.
En principio responde como si fuera el 
doble (cuatro). Luego cuenta y modifica la 
respuesta (cinco).
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E: Uno, dos, tres, cuatro y cinco. (Puntea 
con el lápiz la vela menor del cuarto.)
Y si aquí mide dos (señala la vela menor 
del primero) ¿cuánto tendría que medir 
aquí para ser el doble? (Señala el cuarto.)
L: Cuatro.
E: Y mide cinco. Si esto mide uno (señala 
la distancia entre la vela y el casco en el 
primero), ¿qué distancia tendría que 
medir aquí?
(Señala lo mismo en el cuarto.)
L: Tres.
E: ¿Tres? ¿Por qué?
L: Porque, si ahí mide solo dos...
(Señala la vela en el primero.)
aquí mide cinco... (Señala en el cuarto.)
y saldrán tres de diferencia.
E: Pero tú, éste... (Señala el cuarto.)
¿Qué habías dicho? Que estaba bien o mal 
pintado a escala.
L: Mal.
E: Mal, porque si aquí hay más del doble... 
(señala las velas del primero y del cuarto) 
en éstas no hay más del doble. (Señala las 
distancias de las velas al casco.)
¿Qué mide el barco aquí?
(Señala el casco del barco en el primero.) 
Aquí, ¿qué mide?
(Señala el casco del barco en el segundo.)
L: Dos.
Como no encuentra la relación 
multiplicativa (no hay), recurre a una 
estrategia de tipo aditivo, tal como hizo en 
el primer problema del quinto nivel 
Rectángulo-triple.
Puede ser que desarrolle una estrategia 
compuesta de una parte aditiva (halla la 
diferencia entre dos y cinco) y de una 
parte multiplicativa (multiplica uno por la 
diferencia anterior).
E: ¿Y aquí? (Señala el primero)
L: Uno.
E: Tú crees que este barco es el doble de 
éste.
L: No.
E: No. ¿Por qué?
L: Pues, las velas tendrían que llegar hasta 
aquí. (Señala la vela del cuarto e indica su 
reducción en una unidad por abajo.)
E: La vela de aquí,¿ cuánto mide?
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(Señala la vela menor del primero.)
Uno, dos y tres.
(Puntea la parte inferior de la vela.)
Y aquí ¿cuánto mide?
(Señala la vela menor del cuarto.)
Uno, dos tres, cuatro... (Puntea con el 
lápiz la parte inferior de la vela.)
L: Y cinco.
E: Cinco. ¿Es el doble de dos?
L: (Niega con la cabeza.)
E: No. Luego éste (el cuarto) con éste (el 
primero), en unos sitios tiene el doble, en 
otros sitios no tiene el doble, aquí tiene 
igual. (Señala las distancias de las velas al 
casco.) Luego estos barcos no tienen la 
misma forma.
L: No.
E: Vamos ver estos dos de aquí arriba. 
(Tapa con un folio los dibujos de abajo: el 
tercero y el cuarto.)
L: (Observa los dibujos.) Tampoco.
E: Tampoco. Entonces, ¿qué crees?, que ha 
hecho más de uno mal.
¿Ha hecho dos mal?
L: Dos mal.
E: Dos mal. Éste también estaría mal 
hecho. (Señala el segundo dibujo.)
L: Porque no se para en los puntitos.
E: Porque no se para en los puntitos.
L: Se queda a medias.
E: Se queda a medias. Pero, entonces si tú 
no te paras en los puntitos, ¿qué quiere 
decir? Por ejemplo...
(Toma la hoja de trabajo que tiene la 
cuadrícula de lcm.)
¿Tú puedes hacer de aquí la mitad? 
(Señala la línea vertical dibujada de lcm.) 
Si pintaras de éste la m itad ¿qué harías? 
¿dónde lo pintarías?
L: Por la mitad.
El entrevistador insiste en otras partes, 
correspondientes entre sí, para que 
Lorenzo se dé cuenta, de nuevo, que la 
relación externa no es constante.
En este caso los dos dibujos están hechos 
a escala y la relación multiplicativa 
asociada a la relación externa no es entera. 
El factor de cambio es 1'5.
Piensa que está mal porque el trazo no 
sigue la línea de puntos.
Se centra en parte la información gráfica: 
las líneas y los puntos de la malla 
cuadrada. Esta fue la actuación 
mayoritaria de los alumnos en la prueba 
piloto.
En la prueba piloto el hecho de que el 
dibujo no siguiera la línea de puntos actuó 
como un distractor. Ahora de nuevo lo ha 
sido para Lorenzo.
La comparación entre dos cuadrados, uno 
de un cm. de lado y otro de 0,5, tiene por 
objeto que en lo que sigue el dibujo no 
continúe siendo un distractor. (Ver la 
figura 3.2.16)
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E: Así. (Dibuja un segmento vertical de 0,5 
cm aproximadamente.)
L: Sí.
E: Y si lo que hubiéramos pintado ahora 
fuera un cuadrado.
(Dibuja un cuadrado de un cm. de lado.) 
¿Qué ocurriría? Que en razón mitad 
quedaría así.
(Dibuja un cuadrado de 0,5 cm de lado.) 
Entonces éste ¿está mal pintado por no ir 
por los puntitos?
L: No.
E: No, no es necesario.
L: Es más pequeño.
E: Es más pequeño, pero no está mal 
pintado. Entonces vamos ver aquí las 
cosas que ocurren que nos puedan hacer 
ver.
Esta vela. (Señala la menor del primero.) 
Entonces nos fijamos en esta vela. 
¿Cuánto mide de alto? De aquí a aquí. 
(Señala el cateto vertical del triángulo.)
L: Dos.
E: Dos. ¿Y de aquí a aquí?
(Señala el cateto vertical de la vela menor 
del tercero.) ¿Qué mide?
L: Tres.
E: Tres, pues vamos a ir anotando cosas. 
Por ejemplo anotas tú aquí.
(Indica la parte, que está en blanco, en la 
hoja de trabajo con cuadrícula de lcm.) 
Escribes vela, entonces tenemos aquí la 
vela que vale dos.
(Escribe: "vela (2)" y una flecha)
Pasa a que la vela mide...
L: Dos y medio.
E: No.
L: Tres.
E: (Escribe: "vela (3)" a la derecha de la 
flecha.) ¿Cuánto mide de aquí a aquí? 
(Señala la parte inferior del casco del 
barco en el primer dibujo.)
Comienza a construir una tabla de datos 
para ver si con ello Lorenzo identifica el 
factor de escala asociado a la relación 
externa.
fu)
J  — -  
2 — *
(S)
s'S-
>?
T U
V
a . y ' S
T iÓY O* Je.
F igu ra  3 .2 .15  
Lorenzo añade medio (comportamiento 
aditivo), tal vez influenciado por la 
comparación anterior entre un cuadrado 
de un cm. de lado y otro de 0,5 cm. de 
lado.
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L: Cuatro.
E: Cuatro. ¿Cómo le quieres llamar a esta 
parte de aquí abajo?
L: No sé.
E: Digamos la parte baja, o la línea de 
flotación, como queramos.
¿Cuánto valía eso?
L: Cuatro.
E: Cuatro. (Escribe: "(4)" y una flecha) 
¿Y ahí cuánto vale?
(Señala la parte baja del casco del barco 
en el segundo dibujo.)
L: Seis.
E: (Escribe: "(6)" a la derecha de la 
flecha.) De aquí a aquí, ¿cuánto hay? 
(Señala la parte superior del casco del 
barco en el prim er dibujo.)
L: Seis.
E: Seis. (Escribe: "6" y una flecha.)
¿Y ahí cuánto hay? (Señala la parte 
superior del casco en el segundo.)
L: (Observa el dibujo y contesta sin 
puntear.) Nueve.
E: Nueve.
(Escribe: "(9)" a la derecha de la flecha.) 
En este trozo, ¿cuánto hay?
(Señala el cateto horizontal de la vela 
menor del barco en el primer dibujo.)
L: Tres.
E: (Escribe: "3" seguido de una flecha.)
Y el mismo trozo allí, ¿cuánto hay?
L: Cuatro y medio.
E: Cuatro y medio.
(Escribe "4'5" a la derecha de la flecha.) 
Este de aquí, ¿cuánto hay? (Señala el 
cateto horizontal de la vela mayor del 
barco en el primer dibujo.)
L: Dos.
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E: Dos.
(Escribe "2" seguido de una flecha.) 
¿Y cuánto hay en la otra parte?
L: Tres.
E: (Escribe "3" a la derecha de la flecha.) 
Fíjate, una cosa que mide dos pasa a valer 
tres. Si vamos m irando todas las cosas... 
Ves, de aquí a aquí mide dos.(Señala el 
cateto horizontal de la vela mayor en el 
prim er dibujo.) Y de ahí a ahí mide tres. 
(Señala lo mismo en el segundo.)
De aquí a aquí, mide... (Señala el cateto 
horizontal de la vela menor en el primero)
L: Dos y medio.
E: Uno, dos y tres. (Puntea con el lápiz.)
L: Tres.
E: Y ahí, mide...
Cuando mide tres pasa a...
L: Cuatro y medio.
E: Pero, fíjate ahora, de aquí a aquí, 
¿cuánto hay? (Señala la distancia del 
casco a la vela en el primero.)
L: Uno.
E: Uno.
(Escribe "1" seguido de una flecha.)
Y ahí, ¿cuánto hay?
L: Uno y medio.
E: (Escribe "1'5" a la derecha de la 
flecha.)
Luego, ¿ entonces qué ocurre?
(Escribe: "Por cada unidad" seguido de 
una flecha.)
Por cada unidad, ¿cuánto ponemos aquí? 
L: Uno y medio.
E: (Escribe "1'5", a la derecha de la 
flecha.) Entonces, vamos a ver.
Dos por uno y medio, ¿cuánto da?
Escribe si quieres.
L: Dos y medio.
E: Dos por uno y medio, ¿dos y medio?
Ahora la pregunta lleva una expresión 
normalizada "por cada unidad", para ver 
si Lorenzo identifica el factor de escala de 
la relación multiplicativa externa.
Parece tiene dificultades para trabajar 
mentalmente con números mixtos. Para 
multiplicar añade un medio a dos o sólo 
multiplica la parte entera y añade la 
fraccionaria.
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Uno con cinco multiplicado por dos.
(A la derecha de la tabla de datos escribe 
la operación en columnas 1'5 por 2.)
L: (Realiza la operación y escribe como 
resultado "3,0".)
E: Luego, dos por uno y medio, ¿cuánto 
da?
L: Tres.
E: Cuatro por uno y medio, ¿cuánto dará? 
L: Seis.
E: Seis por uno y medio.
L: Nueve.
E: Dos por uno y medio.
L: Tres.
E: ¿Y uno por uno y medio?
L: Uno y medio.
E: Entonces estos dos...
(Señala el primer dibujo y el segundo.) 
en todas sus dimensiones, ¿están siempre 
en la misma escala?
L: No.
E: No, ¿por qué?
L: Porque..., bueno sí.
Este tiene de todo más uno y medio. 
(Señala el segundo dibujo.)
E: Este tiene de todo más uno y medio. 
Luego, ¿está bien pintado?
L: Sí.
E: Sí. Y éste (el tercero) respecto a éste (el 
primero) que tiene de todo...
L: Doble.
E: Y éste respecto a éste.
(Señala el cuarto y luego el primero.)
Tiene unas veces el doble, otras veces uno 
y medio, otras igual. Luego, al que le han 
escapado las escalas es...
Sin embargo, no tiene dificultades para 
operar con números decimales.
Realizado el algoritmo no tiene problemas 
para multiplicar mentalmente un número 
entero por el factor de cambio 1,5.
Aunque la expresión es aditiva (más uno y 
medio) puede interpretarse como 
multiplicativa, pues el doble no lo expresa 
aditivamente (más dos). Tal vez se debe a 
que no sabe expresar verbalmente la 
expresión multiplicativa "una vez y 
media".
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L: Ése. (Señala el cuarto.)
E: Pues nada, ya está. 
¿Estás cansado?
L: Niega con la cabeza.
E: No. Ya hemos terminado.
FIN DE ENTREVISTA
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Anexo 3.3.
Transcripción de la entrevista 
sobre Densidad. Segundo ciclo
IN FO R M A CIÓ N  GENERAL
La en trev ista  se h a  rea lizado  en  el Sem inario  del D ep artam en to  de  Didáctica 
de la M atem ática  de  la U n iv e rs ita t de  V aléncia, sito  en  la Escuela 
U n iv ers ita ria  de  M agisterio , el 25 de ju n io  de  1998; tu v o  u n a  d u ra c ió n  
ap rox im ada de  u n a  ho ra , de  las 11 ho ras  30 m in u to s  a las 12 ho ras  30 
m in u to s .
La Escuela U niversitaria  está  ju n to  al C olegio Público de  Prácticas, en  su  d ía 
fué Escuela A neja a la Escuela N orm al de l M agisterio , y  tiene  u n  acceso fácil 
para  el a lu m n o  en trev istad o  d u ra n te  su  jo m a d a  escolar.
A F ern an d o  (a lu m n o  del cuarto  curso  con  el n ú m e ro  17) se le h a  
seleccionado p a ra  en trev ista rlo  deb ido  a la actuación  que  h a  ten id o  al 
resp o n d er el cuestionario ; ésa se p u e d e  caracterizar de  la m an era  siguiente:
a) En dos tareas del b loque D ensidad , R azones iguales y  R azo n es  
d istin tas, desarro lla  u n a  estrateg ia  de  com pensación  cu a lita tiv a  al 
co m parar razones (clase 1.4.5).
b) En la ta rea  R epoblación  de  bosques del b loque D ensidad  tiene  u n  
cen tram ien to  en  la inform ación  gráfica (clase 2.2.5).
c) T iene com p o rtam ien to s  de  tipo  ad itiv o  (clase 1.4.3) en  d os tareas de l 
cuestionario : R ectángulo  y  Refrescos de  lim ón.
Pr e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
d) R esuelve 13 de  los 19 p rob lem as del cuestionario  con éxito.
En la en trev ista  e s tu v ie ro n  p resen tes dos investigadores; u n o  de  ellos h iz o  
de obsevador y  m anejó  la v ídeocám ara , el o tro  realizó  la en tre v is ta , 
ten ien d o  en cuen ta  el p ro toco lo  d iseñado  p a ra  los a lu m n o s  de l seg u n d o  
ciclo. Por el com portam ien to  de F ernando  en la en trev ista , se p u e d e  a firm ar 
q ue  la presencia  d e  los ad u lto s  en  el sem inario  no  le in tim idó .
El protocolo de la entrevista y la transcripción
C om o p u ed e  verse  en  el o rgan ig ram a 4.3 (ver el cap ítu lo  cuarto), e l 
p ro toco lo  está  o rgan izado  en  seis n ive les  de  m en o r a m ayor d ificu ltad . Para 
cada u n o  de  ellos se h an  red ac tad o  varios p rob lem as. En este caso la serie de  
p rob lem as está o rgan izada  de  m ayor a m en o r d ificu ltad  y  se p ro p o n e n  al 
a lum no , si es necesario , en  dicho  orden .
Si la actuación  del a lu m n o  al reso lv er p rim er p ro b lem a de  u n  n iv e l se 
considera satisfactoria, se le aplica el p rim er p rob lem a del s ig u ien te  n ivel. Si 
la actuación  se considera  que  no  es satisfactoria, se le p ro p o n e  o tro  p ro b lem a  
de la serie  del m ism o nivel, p e ro  de  m enor d ificu ltad .
A l e stu d ian te  se le explica que  va  a reso lver p rob lem as, que  él debe leerlo s  
p rim ero  y  luego reso lverlos, in te n ta n d o  h ab lar en  voz  alta  m ien tra s  v a  
p en san d o  qué  hacer, p a ra  q u e  podam o s co m prender cóm o lo está  h aciendo  y  
que  no  tenga p risa  p a ra  hacer las cosas.
La en trev ista  se inicia de acu erd o  al pro toco lo  d iseñ ad o  p a ra  a lu m n o s  del 
seg u n d o  ciclo en  relación  con el b loque de  tareas de l cuestionario  D ensidad .
La transcripción  escrita de  la en trev ista  se ha  e s tru c tu rad o  u san d o  dos 
co lum nas, en la de  la izqu ierda  aparece el d iálogo y  en tre  p a rén tes is  a lg u n as  
indicaciones sobre las acciones, la de  la derecha contiene los com en tario s, los 
en u n ciad o s que  se le p ro p o rc io n an  al a lu m n o  y  las actuaciones escritas, 
tan to  de l a lu m n o  com o del en trev istado r.
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Prim er n ivel
E: (Le presenta una hoja con el primer 
problema del primer nivel del protocolo, la 
tarea Razones distintas de la serie Patios.)
F: (Lo lee todo, incluso la información 
gráfica. Piensa ...) En el de la clase de 
Miguel.
E: Tú escribe.
F: (Toma un lápiz y escribe en el lugar 
para la primera respuesta "En el de la 
clase de Miguel".)
E: ¿Y qué ... ?
F: Que este espacio es igual que éste. 
(Señala con el dedo, primero el campo de 
juego de arriba y luego el de abajo)
E: ¿Qué espacio es igual?
F: O sea, éste es igual que éste. (Vuelve a 
señalar con los dedos como antes.)
E: No. ¿El grande o un trocito pequeño? 
(Con el lápiz le señala el perímetro del 
campo de Marta y luego una unidad de 
superficie en él.)
F: Un trocito pequeño.
E: Los trocitos pequeños son iguales. 
Entonces por qué dices que ... (Señalando 
la respuesta que había escrito.)
F: Entonces sí que es más grande. Es que 
creía que eran más pequeños al haber más 
...., más ...
E: ¿Más niños?
F: Sí. Entonces es e l ..., es e l ..., es el de 
Miguel pues aunque haya más niños, hay 
más huecos y más espacios en este campo.
E: O sea. Tú dices que en el de Miguel, 
porque, aunque es más grande también 
hay más niños.
F: Sí, pero aunque aquí sea más grande y
En el colegio es la hora del recreo. Los niAos de la clase de 
M arta y de la clase de M iguel van a sa lir a jugar al palio. 
Cada clase tiene un campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
*)¿En qué campo jugaran mis apretado* lo* nlAos, en el de la dase 
de Marta o en el de la clase de Miguel?
¿r. 4L Ai /-a. ;L n .U  ds -----------------------------------
b)¿Qué le ha hecho decidir que los niAoe jugaran m is apretado*?
Figura 3.3.1
Parece que, en un principio, Femando 
piensa que los dos espacios son iguales y 
se decide por el campo de la clase de 
Miguel (hay más niños). Después, parece 
que desarrolla una estrategia de 
compensación cualitativa al comparar 
razones; Femando piensa que una 
diferencia no se compensa con la otra y 
decide que juegan más apretados en el 
campo de Miguel.
3
P r e c u r s o r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
hay más niños, aquí hay tres niños y 
sobran seis espacios (Con el dedo puntea 
los niños y las unidades de superficie de la 
clase de Marta). Y aquí hay seis niños 
(puntea el grupo de niños de la clase de 
Miguel) y sobran seis espacios (señala en 
el campo de juego). Entonces es igual, 
están igu a l...
E: Entonces es igual. Entonces tú crees que 
también podríamos poner igual. (Señala el 
lugar para la respuesta.)
F: (Asiente con la cabeza.) Creo que sí, 
porque si aquí están tres niños y sobran 
seis espacios (con el dedo señala la 
información gráfica de arriba) y aquí hay 
seis niños y sobran otros seis espacios. 
(Señala la información gráfica de abajo.)
E:Y sobran seis espacios. Entonces vamos 
a ver un problema parecido.
F: (Lee el problema en voz alta.)
(Piensa.... ) En éste jugarán más 
apretados. (Señala con el dedo el campo 
de la clase de Miguel). ¿En qué campo 
jugarán más apretados los niños, en el de 
la clase de Marta o en el de la clase de 
Miguel? (Vuelve a leer la primera pregunta 
del problema.) En el..., en el de la clase de 
Marta.
E: ¿En el de la clase de Marta?
F: Sí
E: Vale. Escríbelo y luego escribes la 
explicación.
F: (Escribe "En el de la clase de Marta".) 
Que aunque hay menos niños el campo es 
mucho más pequeño. (Indica con la mano 
el grupo de niños de arriba y luego su 
campo de juego)
E: Aunque hay menos niños el campo es 
mucho más pequeño.
F: Sí.
E: Vamos a ver... Vamos a hacer una cosa. 
Vamos a hacer éste.
Ahora Femando plantea otra estrategia. 
Parece que asocia a cada niño una unidad 
de superficie y tiene un comportamiento, 
que puede considerarse aditivo, pues 
compara la diferencia (sobran seis 
espacios) entre el antecedente y el 
consecuente de una razón con la diferencia 
del antecedente y el consecuente en la otra. 
Como las diferencias son iguales, concluye 
con la igualdad de razones.
La actuación de Femando al resolver este 
problema se considera que no es 
satisfactoria, pues tanto una estrategia 
como la otra se corresponden a una 
actuación que se ubicaría en la 
subcategoría 1.4. Por tanto, se le propone 
el siguiente problema del mismo nivel. Se 
trata de otro problema de la serie Patios, 
en el que las razones son equivalentes a las 
del problema anterior.
En el colegio es la hora dd  recreo. Lo* niño» de la clase de Marta y  
de la clase de Miguel van a salir a jugar al patio. Cada clase tiene 
ua campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CIASE DE MARTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMTO DE JUEGO 
DE IA CLASE DE MIGUEL
NIÑOS QUE JUECAN 
A LA PELOTA
 -I j. 4---- ).---
aljEn qui campo jugaras mis apretado» lo» sino», es et de la dase de Mana 
o «n «1 de la dase de MigueI7
A  J.l f.i .-¡N.'.a Íj— tíaaía----------------------------------
b)¿Qué te ha hecho decidir que los niño» jugaran mis apretatiu»?
Figura 3.3.2 
De nuevo Femando toma la decisión en 
función de una estrategia de compensación 
cualitativa al comparar razones. 
Posiblemente piensa que la diferencia entre 
las superficies ("el campo es mucho más 
pequeño") no se compensa con la 
diferencia entre las cantidades de niños. 
Como su actuación al resolver este
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F: (Lee todo el problema.) En éste. (Señala 
con la mano la información gráfica de la 
clase de Ana.) ¿En qué campo jugarán más 
apretados los niños, en el de la clase de 
Ana o en el de la clase de Rosa? En el..., 
en el..., en el de la clase de Ana.
E: En el de la clase de Ana. ¿Por qué?
F: Porque hay los mismos niños y el de la 
clase de Rosa es más grande que el de la 
clase de Ana.
E: Bueno. (Le retira el problema y le 
presenta otro.) ¿Y si hiciéramos éste? (Se 
trata de otro de la serie Patios donde las 
superficies son iguales, pero lo retira.) No, 
vamos a hacer otro, vamos a inventarlo. 
(Toma una hoja en blanco, que contiene 
una cuadrícula de un centímetro de lado. 
Dibuja un rectángulo de dimensiones 6x3 y 
luego otro igual, debajo del anterior. A la 
derecha del primer rectángulo escribe "2", 
pero lo tacha y encima escribe "4", 
después escribe "niños". A la derecha del 
segundo rectángulo escribe "6 niños". A 
continuación subraya las dos expresiones.) 
Tenemos dos campo de juego. ¿Los 
campos cómo los ves?
F: Igual.
E: ¿Iguales? ¿De tamaño?
F: Sí.
E: Sí. ¿Cuántas unidades de superficie 
tiene cada campo?
F: Tres, no. ¿Cuántos cuadritos?
E: Sí.
F: Dieciocho.
E: Dieciocho. Entonces tenemos dos 
campos que tienen dieciocho unidades de 
superficie. ¿En qué campo jugarán más 
apretados?
F: En e l ... (Con la mano indica el de 
abajo.)
E: (Le interrumpe.) Sí. Vamos a suponer 
que éste sea el campo de la clase de cuarto 
A (scribe "Clase 4o A", arriba del primer
problema se considera no satisfactoria, se 
le propone el siguiente problema de este 
nivel. Se trata de una tarea de la serie 
Patios, que forma parte del cuestionario, 
en la que los consecuentes (las superficies) 
son distintos y los antecedentes (número 
de niños) son iguales.
6) fcn el colegio es la hora del recreo, loa niAos de la clase de Ana 
y  de la clase He Rosa van a salir a jugar al patio. Cada clase 
tiene un campo para jugar a la pelota.
a) ¿En qué campo jugarín mis apretados los nifios. en el de la clase 
de Ana o en el de ú  clase de Rosa?
b) ¿Qué le ha hecho decidir que lns niAns jugarin mas apretados?
Figura 3.3.3 
Toma la decisión, haciendo uso de un 
razonamiento de tipo inverso, en función 
de la superficie que tiene cada campo de 
juego, pues hace explicito que las
C«m tidac es
JL.
d<2 niiños so>n: ía es• - —i—i
< %
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—
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Figura 3.3.4 
Ahora se trata de un problema de 
comparación de razones de densidad en el 
que los consecuentes son iguales (18 
unidades de superficie) y los antecedentes
NIÑOS QUE JUEGAN
A LA PELOTA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE ANA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE ROSA
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rectángulo) y éste que sea el de la clase de 
4o B (escribe "Clase 4o B" abajo del 
segundo rectángulo).
F: En la clase de cuarto B.
E: ¿Por que hay más niños?
F: Sí, más niños.
E: Pero si yo te hiciera otra pregunta: 
¿cuántas unidades de superficie hay por 
cada niño?
F: Una.
E: No ¿Cuántas unidades de superficie 
por cada niño hay para jugar aquí? (Con 
el lápiz le indica en el campo de la clase 
de 4o B.)
F: ¿Unidades de superficie? Un cuadrado 
para jugar un niño, ¿no?
E: No. Entonces tú piensas que 
tendríamos que hacer ésto (con el lápiz va 
punteando los seis cuadrados de la 
primera fila del campo de 4o B), jugar sólo 
aquí. ¿Y tú cuando juegas en el patio, te 
pones en un sitio y no te mueves? (Le 
indica la casilla que hay arriba a la 
izquierda.) ¿O te mueves por todo el 
campo?
F: Me muevo por todo el patio.
E: Luego, ¿entonces aquí qué podríamos 
hacer con los niños? (En el campo de 4o B.)
F: Repartirlo.
E:.Repartirlo. ¿Entonces cuántas unidades 
de superficie hay por cada niño?
F: Tres o cuatro.
E: ¿Tres o cuatro?
F: Tres sólo.
E: O cuatro, ¿por qué no lo hacemos? 
Vamos a ver. Si yo te digo, por ejemplo, 
que un niño puede disponer de todo ésto 
(con el lápiz marca la primera columna de 
cuadrados del campo de la clase 4o B).
distintos. Femando toma la decisión en 
función de un razonamiento directo en 
relación con el número de niños. No 
explícita que las superficies son iguales.
El entrevistador, usando la expresión 'por 
cada' en la pregunta, quiere que Femando 
relacione todas las cantidades en juego, 
que hay en la comparación, y que busque 
las cantidades intensivas unitarias.
Parece que Femando responde haciendo 
una asocicación de un cuadro para cada 
niño, correspondencia que ha empleado en 
la estrategia de tipo aditivo que utilizó en 
la solución del primer problema.
El entrevistador quiere que Femando se dé 
cuenta de que la situación es dinámica 
(jugar a la pelota), para que no continúe 
usando la asociación un  niño una unidad 
de superficie.
Puede ser que mentalmente haya hecho la 
división de dieciocho entre seis, es decir, 
un reparto de la superficie para seis niños, 
o que haya hecho una estimación.
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F: Sí.
E: ¿Y entonces los demás niños, de cuánto 
dispondrían?
F: De lo mismo.
E: De lo mismo. Luego, ¿entonces en la 
clase B, cuántas unidades de superficie 
hay por cada niño?
F: Tres.
E: Tres. Lo escribes ahí (le señala al final 
de la página fuera de la cuadrícula).
F: (Escribe "3", en el cuadro que hay a la 
derecha de la expresión "Clase 4o B".)
E: ¿Y en la clase A?
F: (Piensa ...) Seis. No queda bien. No 
queda ningún hueco. (Piensa ...)
E: ¿Hay más de tres?
F: Sí.
E: Porque, si ponemos tres para cada uno, 
todavía sobra.
F: Sobran.
E: Luego, entonces hay más espacio por 
cada niño aquí (señala arriba) que aquí 
(señala abajo). Entonces jugarán ...
F: Más apretados aquí. (Señala con la 
mano en el campo de 4°B.)
E: Más apretados aquí. (Retira la hoja con 
la cuadrícula.) Entonces nos vamos a los 
anteriores. Vamos a ver aquí. (Le presenta 
de nuevo la hoja en la que había resuelto el 
segundo problema.) Tú habías dicho que 
jugaban más apretados en la clase de ...
(Le indica su respuesta escrita anterior.)
F: De Marta
E: De Marta. Entonces podríamos pensar 
ahora que... Con lo que hemos hecho aquí 
(se refiere al problema de la cuadrícula), 
¿qué crees que ocurre aquí?
F: Que cada niño tiene tres espacios. Si
Como el reparto, que mentalmente quiere 
hacer Femando, no es entero, responde: no 
queda bien.
Aunque el problema se puede resolver 
mediante un razonamiento de tipo directo, 
Femando no tiene inconveniente para 
resolverlo con uno de tipo indirecto: 
"Donde menos espacio tenga cada niño, 
jugarán más apretados."
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son dos niños cada niño tendrá tres 
espacios para jugar.
E: ¿Y aquí? (Le señala el campo de 
Miguel.)
F: Menos de ... Menos de tres. Menos de 
tres espacios. (Piensa ... )
E: Puedes rayar, puedes pensar como 
quieras o coges un folio.
F: (Rápidamente) Dos espacios.
E: ¿Dos espacios por cada niño aquí? 
(Señala con el lápiz en el campo de 
Miguel.) ¿Entonces dónde jugarán más 
apretados?
F: A... A... Aquí. (Señala el grupo de la 
clase de Miguel.)
E: ¿Por qué?
F: Porque aunque hay... Aunque antes 
había pensado que cada niño un 
cuadrado, y ahora me he dado cuenta que 
al ser más ..., más niños, aunque haya 
menos ..., más espacio ..., eh ..., cada 
ahí hay dos niños..., cada uno..., y aquí 
tienen tres espacios cada niño. (Ha ido 
indicando en la información gráfica con las 
manos, primero abajo y luego arriba.)
E: Aquí hay dos espacios por cada niño 
(señala con el lápiz el campo de Miguel) y 
aquí hay tres espacios por cada niño 
(señala el campo de Marta).
F: Sí.
E: Luego, ¿entonces tú, ahora dónde dirías 
que juegan más apretados?
F: En el de Miguel.
E: En el de Miguel. Pues escríbelo aquí. (Al 
final de la hoja, fuera del espacio para la 
respuesta.) ¿Cómo lo escribirías?
F: (Escribe "En el de Miguel por que 
aunque hay mas espacios solo tienen 2 
trozos cada niño y en el de Marta 3".)
E: ¿Lo lees en voz alta?
Antes había utilizado una estrategia de 
compensación cualitativa. Ahora sabe que 
no es apropiado usar la asociación 'cada 
niño un cuadrado' y usa las expresiones 
'dos espacios cada niño' y 'tres espacios 
cada niño' para hacer la comparación.
Concluye a partir de un razonamiento de 
tipo inverso: donde hay menos espacios 
(unidades de superficie) para cada niño, 
jugarán más apretados.
6-V Ju. 9CU_ aA4*^U(_ h eiy  rft\aA t
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Figura 3.3.5
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F: (Lee lo que ha escrito anteriormente.)
E: Muy bien. (Le retira la hoja y le 
presenta de nuevo la hoja en la que 
resolvió el primer problema.) Vamos a ver 
lo que teníamos aquí. Aquí habías dicho 
dos cosas. En principio: En el de la clase 
de Miguel y luego: Que eran iguales.
F: Sí.
E: Entonces vamos a ver ahora, qué 
piensas de lo que has dicho antes.
F: (Piensa ...) En ... (Puntea los niños y los 
cuadros de la clase de Miguel.)
E: ¿Qué estás haciendo?
F: Averiguar cuántos tienen cada niño.
E: Cuántos tiene cada niño. ¿Y cómo lo 
haces?
F: Haciendo que no me sobren..., que no 
me sobren espacios. Primero empiezo por 
la cifra que tenga una más que antes, no 
nos han dado los espacios. (Piensa ...) 
Juegan ..., juegan más ..., juegan más 
apretados en el de Miguel. Porque en el de 
Miguel hay seis niños y ocupan dos 
espacios cada niño.
E: ¿Y en el de Marta?
F: Tres espacios.
E: Luego, ¿entonces qué pondrías aquí 
abajo? Escríbelo aquí debajo (le señala al 
final de la hoja fuera del lugar para las 
respuestas).
F: (Escribe "En el de Miguel por que 
aunque hay mas espacios solo tienen dos 
espacios cada niño y en el de Marta tres.)
E: ¿Entonces lo lees?
F:(Lee la respuesta que acaba de escribir.)
E: (Le corrige lo que ha leído, pues en lugar 
de "más espacios" ha leído "menos 
espacios".) Fíjate al leer, pues tú has 
dicho menos cuando has escrito más (con 
el dedo le indica la palabra en el texto 
escrito).
Parece que le cuesta librarse de su 
tendencia a hacer previamente la 
comparación cualitativa.
Hace ensayo error, en el reparto de 
espacios (unidades) por cada niño, hasta 
que le dé una solución entera. A partir de 
esa normalización toma la decisión con un 
razonamiento de tipo inverso (los niños 
que disponen de menos espacio juegan 
más apretados).
I;*,'.
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Figura 3.3.6
Se considera que la actuación de Femando 
en este nivel es satisfactoria y se le 
propone el primer problema del siguiente.
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Vamos a hacer otros problemas parecidos. Se trata de otro problema de la serie 
Patios del bloque del cuestionario 
Densidad donde las razones que ha de 
comparar son iguales.
Segundo n ivel
F: (Lee el problema, hasta las preguntas.) 
(Piensa ..., señala el grupo de niños de la 
clase de María y su campo de juego.) Dos 
espacios cada niño.
E: Dilo más alto. Dos espacios cada niño.
F: Y en el de Juan (piensa ...). También dos 
espacios cada niño.
E: También dos espacios cada niño. 
Entonces, ¿cómo responderías a la 
pregunta? (Con el dedo le señala la 
primera pregunta.)
F: En el de María y en el de Juan es igual 
de apretados. Porque, aunque ..., aunque 
hay en el de ..., en el de Juan sea más 
grande hay más niños ..., hay más niños 
que en el de María.
E: Sin embargo, tú antes has dado una 
respuesta ... ¿Tú ahora cómo lo 
escribirías? Escribirías tú aquí... (señala el 
lugar para la primera respuesta), tú has 
dicho igual.
F: Igual. ( Escribe "En el de María y en el 
de Juan igual".)
E: Y ahora... (Le señala la segunda 
pregunta.)
F: (Escribe "porque aunque hay menos 
niños hay-el solo dos tzos por cada 
niño.")
E: Porque aunque hay menos niños hay 
solo dos ...
F: Porque aunque hay menos niños hay 
solo dos trozos por cada niño. Porque 
aunque ..., aunque hay menos niños en éste 
(señala el grupo de arriba), ¡ah no!, que 
aunque hay menos niños en el de María 
sólo hay dos trozos por cada niño en éste
En el culegiu a  U hon Ud revreu. Lo» i «lito» de li d u «  de M uia jr 
de U clase de Juan van a salir a jugar al patio. Cada dase tiene un 
campo para jugara la pelota.
t-AMJ-UUb JUEGO 
DE LA CLASE DE MARIA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
i r
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE JUAN
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
-1 1 -^--
a)¿En qué campo jugarán mis apretados los niAos, en el de la dase 
de María o en el ae la clase de Juan?
e í  -i< A   l.uOur\ -frarfrti-
b)¿Qué te ha hecho decidir que los niAos jugarán mis apretados?
— ■■ -----
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Figura 3.3.7 
En principio, responde con la igualdad a 
partir de la expresión "dos espacios para 
cada niño", sin embargo, en su 
razonamiento posterior muestra su 
tendencia a usar una estrategia de 
comparación cualitativa.
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(en el grupo de María) y aunque hay más 
trozos ...., más trozos en éste (señala el 
campo de Juan) que en éste (señala el 
campo de María), en el de Juan que en el 
de María, en éstos, que juegan a la pelota, 
son más (señala el grupo de Juan) y 
entonces ocupan más espacios y ocupan, 
también, dos espacios cada niño.
E: Dos espacios cada niño. (Le retira la 
hoja del problema.)
Se considera satisfactoria la actuación en 
este nivel y se le presenta el primer 
problema del siguiente. Uno de la serie 
Densidad de tráfico en el que las razones 
que ha de comparar son distintas.
Tercer n ivel
F: (Tras unos comentarios con el 
entrevistador sobre la circulación de 
coches, lee el problema.)
E: Tú sabes lo que es... ¿Has visto esos 
paneles? (Le señala en el primer párrafo 
del enunciado.)
F: No. (En voz muy baja y negando con la 
cabeza.)
E: Cuando vas por la calle a veces los ves 
y pone: Tráfico denso'. ¿Sabes lo que 
significa que el tráfico es denso?
F: Mmm.
E: Si el tráfico estuviera muy concentrado, 
¿sabes lo que es?
F: Sí, que está ..., que hay muchos coches y 
que no se puede pasar casi.
E: Y que se mueven muy mal. Pues 
entonces vamos a ver lo que preguntan.
F: ¿En qué calle circularán ...?
E: (Le interrumpe.) ¿En qué calle vives tú?
F: En Doctor Waksman.
E: Doctor Waksman, eso está por aquí al 
lado. Y de las calles alrededor del colegio, 
una se llama Escultor Capuz y también 
hay otra cerca que se llama Luis Oliag, 
¿no?
F: Sí. ¿En qué calle circularán los coches
Bn algunas o l i o  ile Valentía d  Ayuntamiento ha puesto panelea 
luminoso# que avisan cuando el tráfico es denso.
Es la hora de la salida del trabajo j  la gente coge el coche pan 
volver a su casa.
CALLE
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aijEn qué calle circularán los coches más apretados, en la de 
Escultor Capuz o en la de Luis Oliag?
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bj¿<£ué"te ha hecho decidir que loe cochee circularán más apretados?
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Figura 3.3.8
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más apretados, en la de Escultor Capuz o 
en la de Luis Oliag?
E: En realidad están preguntando que 
dónde será el tráfico más denso. ¿Dónde 
crees que será el tráfico más denso?
F: En ... (Está señalando con el lápiz en la 
información gráfica de arriba.) (Piensa ..., 
parece que puntea los coches.)
E: ¿Qué estás haciendo?
F: Ver cuántos coches caben en cada 
espacio. (Ahora señala con el dedo, 
primero el grupo de coches y luego una 
unidad de superficie de la calle E. Capuz.)
E: ¿Cuántos coches caben en cada 
espacio?
F: Para ver cuando ..., para ver dónde 
están más apretados. O sea, cuantos más 
coches quepan aquí más apretados 
estarán.
E: Pues vamos a ver.
F: (Piensa ..., mientras parece que hace 
cálculos mentales, pues no escribe.) En el 
de Luis Oliag.
E: ¿En el de Luis Oliag?
F: Sí.
E: ¿Por qué?
F: Porque..., porque aunque aquí hay más 
pequeño (señala la calle E. Capuz) hay 
menos coches (señala el grupo de coches 
correspondiente) y aquí hay tres en cada. 
Y creo que aquí hay ..., he estado con tres 
y ..., y me ha..., y me ha sobrado ..., y me 
ha sobrado espacios. O sea que ... No, 
entonces está más apretado en el de 
Capuz.
E: O sea, que tú dices que aquí hay tres 
coches por cada espacio. (Señalando en la 
calle E. Capuz.)
F: Sí.
E: Y aquí (señala en la calle L. Oliag), si 
pones de tres en tres, te sobra espacio
Parece que abandona sus estrategias 
iniciales, la de compensación cualitativa y 
la de tipo aditivo, para resolver este 
problema. Utiliza en su estrategia la 
expresión "caben en cada", busca la 
cantidad intensiva unitaria "cuántos 
coches caben en cada espacio". Ésto le 
puede llevar a una normalización que le 
facilite la comparación.
Parece que piensa que donde más coches 
circulen por unidad de espacio, aunque 
dice quepan, más apretados están.
Puede ser que tome esta decisión en 
función del número de coches. Es decir, 
que piense que donde hay más coches, el 
tráfico es más denso.
Como en las situaciones anteriores 
empieza sus razonamientos con una 
comparación cualitativa. Después resuelve 
su reparto (por unidad de superficie) en la 
calle E. Capuz (tres en cada) y 
posteriormente ensaya este reparto en la 
calle L. Oliag. En este reparto, le sobra 
espacio y cambia la decisión anterior (en 
Luis Oliag están más apretados).
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F: Sí. Tres (con la mano derecha puntea 
tres coches y con la izquierda una unidad 
de superficie de la calle L. Oliag.), tres, ... 
(Va repitiendo la acción, no habla ni 
escribe.) Y me sobran.
E: Y te sobran. ¿Y cuántos hay por cada 
espacio?
F: (Piensa ..., parece que calcula 
mentalmente, con el dedo puntea en el 
grupo de coches.) Dos.
E: Dos. ¿Entonces cual sería tu 
contestación?
Explica cómo ha hecho su comparación: 
toma la cantidad intnsiva unitaria y 
compara. Si coloca de tres en tres coches le 
sobra espacio, luego están menos 
apretados.
F: En e l ...
E: Escribe. (Le señala el lugar para la 
respuesta.)
F: (Escribe "Estaran mas apretados en la 
clase calle de Escultor Capuz".)
(El entrevistador le interrumpe cuando 
escribe 'clase' con la pregunta ¿en la clase? 
y Femando tacha la palabra y contesta: 
'No, en la calle, es que me he equivocado'. 
El entrevistador le recuerda que antes los 
problemas eran en las clases. Sin que le 
cuestionen, escribe a continuación, en el 
lugar para la segunda respuesta, " Por 
que hay mas coches y menos espacios y en 
cada sitio hay 3 eeh coches y en el la 
calle Luis Oliag hay 2 coches por 
espacio".)
E: ¿Vamos a leerlo?
F: (Con alguna dificultad lee, en voz alta, 
todo lo que ha escrito.)
E: Dos coches por espacio, bueno (Le 
retira la hoja del problema) ¿A tí te gustan 
las fallas?
F: Sí, porque hay más ...
E: Hay vacaciones.
F: Sí, y más fiestas, aunque yo sigo 
estudiando.
E: ¿Sigues estudiando? Vamos a ver 
entonces éste.
Se considera satisfactoria la actuación de 
Femando en este nivel y se le presenta el 
primer problema del siguiente. Se trata de
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un problema de la serie Iluminación en el 
que las razones de densidad, que ha de 
comparar, son iguales y la información es 
numérica y pictórica.
Cuarto n ivel
F: (Lee el problema. Piensa...)
E: ¿Qué estás pensando?
F: Las bombillas que hay en cada espacio 
y en el que haya más..., más bombillas ese 
estará más iluminado (señala con el dedo 
la calle E. Capuz). (Piensa...)
E: Escribe.
F: (Escribe "3", junto al farol que hay 
arriba a la derecha. Después, puntea las 
unidades de superficie de Luis Oliag y el 
número 12, que hay a la derecha, y escribe, 
a la dereha de la calle,"3".) Aquí tres, las 
mismas en cada sitio.
E: Entonces las mismas bombillas en cada 
sitio. ¿Qué contestarías a la pregunta?(Le 
señala la primera pregunta.)
F: En Escultor Capuz y en Luis Oliag 
están..., están..., están iguales de ..., tienen 
las mismas ..., aunque uno tiene más 
bombillas que el otro, uno tiene más 
espacio para iluminar que el otro y en total 
en cada sitio ..., en cada espacio ..., en los 
dos tiene que haber tres bombillas.
E: Tres bombillas. Luego podríamos poner 
igual (Le señala el lugar para la respuesta.)
F: (Escribe "igual".)
E: Y ahora aquí bajo, tú lo explicas, lo 
escribes. (Le señala el lugar para la 
segunda respuesta.)
F: (Escribe "Por que en el de la clase calle 
de escultor capuz hay mas bombillas pero 
mas trozo de calle y en-el de la clase calle 
de Luis Oliag hay menos trozos de calle 
pero hay menos bombillas.")
E: ¿Lo leemos?
S e ace rcan  Laa fa lla s  y las c o m is io n e s  fa lle ra s  q u ie re n  i lu m in a r  p a r te  
de tu calle.
TROZO DE LA CALLE NUMERO DE BOMBILLAS
ESCULTOR CAPUZ QUE TIENEN TARA
QUE SE QUIERE ILUMINAR ILUMINAR LA CALLE
I 
t
TROZO DE LA CALLE NUMERO DE BOMBILLAS
LUE OUAG QUE TIENEN PARA
QUE SE QUIERE ILUMINAR ILUMINAR LA CALLE
P
i
a)¿Qué trozo de calle catar! mejor iluminado, el de Escultor Capuz
o el de Luis Oliag?
___________________________
b )¿ Q u f te  h a  h ech o  d e c id ir  q u f  tro zo  s a l i r !  m e jo r  Ilu m in a d o ?
6  fttn y ta a .  cA ile  /n  rifaC I rniCiV J l  en r.
A O f . u / a  haij SV .W A  f i sn  A .-,a  i W n  r f a  O rjíiífc  .
huJi /rr^ na4
pr- etc *
Figura 3.3.9 
Como en el problema anterior, sólo utiliza 
el reparto y la normalización (en cada 
espacio). Después resuelve el problema 
mediante un razonamiento de tipo directo: 
donde hay más bombillas por unidad de 
superficie estará más iluminado. Sin 
embargo, su justificación la inicia con una 
comparación cualitativa.
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F: (Lee lo que ha escrito con alguna 
dificultad.)
E: ¿Y cuántas bombillas hay por trozo? 
F: Tres.
E: ¿Entonces qué escribirías para terminar 
la respuesta?
F: Q u e ...
E: Y en cada unidad de superficie ...
F: (Escribe, a continuación de lo anterior, 
"y en cada unidad de superficie hay 3 b /')
E: Tres, vale. ¿Y aquí cómo habías hecho 
el reparto? (Le señala en la calle E. 
Capuz.)
F: Eh ..., haciendo sumas ..., haciendo 
sumas ... Primero había empezado por 
cinco y luego he ido bajando hasta 
encontrar el número, sino hubiera ido 
subiendo.
E: O sea, que ibas poniendo cinco (le 
puntea con el dedo las unidades de 
superficie de la calle E. Capuz), y te 
pasabas, y luego cuatro, y te pasabas.
F: Y luego tres, y me daba.
E: Y luego tres, y te daba.
F: Y en éste ya lo he hecho ... (Señala en 
Luis Oliag.)
E: Poniendo...
No utiliza el algoritmo de la división para 
hacer el reparto, sino que hace ensayos 
aditivos hasta que le da una solución 
entera. Estima el tamaño de la parte y 
luego ajusta. Cinco primero 
(5+5+5+5+5+5, mayor que 18), luego 
cuatro (4+4+4+4+4+4, mayor que 18) y 
luego tres. Parece que ve la multiplicación 
como adición repetida.
F: Como hay doce, tres y tres, seis y, tres y 
tres, seis; y seis y seis son doce. Sí, eso ya 
lo sabía.
E: Eso ya lo sabías. (Le retira la hoja del 
problema.
Se considera satisfactoria la actuación en 
este nivel y le propone el primer problema 
del siguiente. Se trata del denominado 
Repoblación de bosques, que se utilizó en 
el cuestionario, en el que las razones que 
hay de comparar son iguales y la 
superficie está discretizada en parcelas y 
en unidades de superficie, en cada 
parcela.
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Q uin to  nivel
F: (Lee el problema.)
E: (Le corrige la lectura de la palabra 
instrucciones.) ¿Sabes lo que es espeso o 
denso?
F: Espeso es que hay más que hay 
más..., que hay más naturaleza.
E: ¿Y un bosque espeso?
F: Que hay mas huecos, que no se puede 
pasar y dentro hay más luz , no hay 
tantos árboles.
E: ¿Dónde?
F: No hay tantos árboles por ...
E: Cuando es poco espeso.
F: Sí.
E: Cuando el bosque es denso es lo mismo 
que espeso. (Le señala las palabras en la 
primera pregunta.)
F: Sí.
E: ¿Entonces el año pasado estuviste en 
los bosques de los Pirineos?
F: Sí. Estará más espeso o denso en el A 
que en el monte B, porque ..., porque hay 
más árbo..., hay más árboles ..., hay más 
espacios para poder plantarlos. Hay que 
plantar éstos árboles (on los dedos abarca 
los nueve de abajo) y aquí hay menos 
espacios (señala la parcela del monte A) y 
como son tan chicos ... (Parece que se fija 
en las líneas de puntos que dividen las 
parcelas.)
E: No, vamos a ver.
F: ¿Cómo lo hacemos?
E: Eso es...., la parcela es ésto. (Con el 
lápiz le remarca la línea gruesa del 
rectángulo de arriba.)
9) Los bosques dé dos montes se han quemado.
En el día del íibol invitan a unos niño* a repoblarlo*.
Pan que los nifio* sepan donde hay qne plantar los árboles se 
han parcelado los dos monte*.
I m  técnicos han dado las siguientes instrucciones:
ARBOLES QUE HAY QUE 
PLANTAR POR PARCELA
UNA F ARCE LA DEL ARBOLES QUE HAY QUE
MONTE B PLANTAR POR PARCELA
>) Cuando crezcan lo* írbole»,
¿qué bo*que militará mi* espeso o denso?
a ¿Qué te ha hecho decidir qué bosque aeré mis espeso?
.
Vm
^  er- ^  ^  ^  ^
LcínÁ** 'V,
Figura 3.3.10
Al parecer, el niño piensa que denso o 
espeso es: pocos árboles por unidad de 
superficie.
Parece que tiene una confusión para tomar 
la decisión, pues tiene una actuación con 
varios comportamientos. Por una parte, 
hace una comparación cualitativa y, por 
otra, tiene un centramiento en la 
información gráfica (las líneas de guiones 
que separan las unidades de superficie en 
parcelas). Por su comportamiento,
posterior parece que su razonamiento es 
que donde menos lugares (los guiones) 
hay para plantar los árboles el bosque será 
más espeso.
%
á j
&
UNA PARCELA DEL 
MONTE A
* 4
$ h r
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F: Sí.
E: Cuando tú estás en un bosque, no 
puedes plantar cada árbol donde quieras. 
¿Tienes una casa de campo en Bejís? 
¿Teneís algo de huerta?
F: No, pero tengo un amigo, que está 
separado por verjas, y, por ejemplo, pone 
unas piedras donde pone tomates y luego 
hay otras piedras donde ...
E: Luego los va separando, ¿no los pone 
todos juntos?
F: Sí.
E: Entonces, ¿si tú tuvieras que plantar los 
árboles aquí, cómo lo harías? (Le señala 
los seis árboles y la parcela del monte A.)
F: Uno en cada espacio de éstos. (Con el 
lápiz señala los pequeños segmentos que 
forman la línea que divide a la parcela.)
E: No, vamos a ver. Esto de aquí es una 
raya. Plantarías aquí y plantarías aquí (le 
ha señalado primero la media parcela de 
arriba del monte A, recorriéndola con el 
dedo, y, luego, la media de abajo). Éstos 
(los pequeños segmentos) son como las 
piedrecitas que separan las dos unidades 
de superficie.
F: Ah. Es que yo creía que éstos eran los 
agujeros para ...
E: ¿Los agujeros para plantarlos? No.
Esto es una parcela (con el dedo le 
remarca el perímetro de la parcela de 
arriba). El que va aplantarlos tiene que 
hacer el agujero y ... ¿Cuántas unidades de 
superficie hay aquí? (Señala la parcela del 
monte A.) ¿Cuántas hay?
F: Dos.
Esto indica que se estaba fijando en la 
información gráfica, para tomar su 
primera decisión.
E: ¿Y en ésta? (Señala la otra parcela.) 
F: Tres.
E: Tres. Entonces aquí, ¿qué pondrías? 
(Le señala la parcela del monte A.)
F: (Piensa un poco... Toma un lápiz. 
Parece que quiere dibujar en la parcela del
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monte A.)
E: Píntalos si quieres.
F: (Dibuja dos segmentos verticales de 
forma que la parcela del monte A queda 
dividida en seis trozos.) Que esté igual, 
que no ... Entonces en ésta ..., dos en cada 
uno (señala con el dedo los dos trozos de 
la primera columna), dos aquí (señala el 
trozo de arriba ) y dos abajo (señala el 
otro trozo) y separados por una 
piedrecitas. Y aquí haríamos una raya 
(señala la primera raya vertical que 
dibujó) y aquí pondríamos dos en este 
espacio y dos en este espacio (señala el 
trozo de arriba y luego el de abajo de la 
segunda columna). Así es que aquí no ha 
salido correcto.
E: No, pero vamos a ver... Vamos a 
contar. Si tú pones aquí dos y aquí pones 
dos, ¿cuántos has puesto? (Señala los dos 
trozos de la primera columna.)
F: Cuatro.
E: Y dos aquí. (Señala el trozo de arriba en 
la segunda columna.)
F: ¡Ah, no! Uno en cada uno.
E: Seis
F: (Puntea los árboles.) Uno en cada uno.
E: Uno en cada uno. Dibújalos.
F: (Dibuja un arbolito en cada uno de los 
trozos de la parcela del monte A.)
E: ¿Y ahora qué pasaría en la parcela del 
monte B?
F: Pues ... (Piensa...) Haría lo mismo. 
(Dibuja dos líneas verticales, de forma que 
la parcela queda dividida en nueve trozos, 
y luego dibuja un arbolito en cada uno de 
ellos.)
E: ¿Qué contestarías ahora?
F: Que estarán ..., que los dos bosques 
estarán igual de espesos o densos. Porque 
aunque aquí hay menos árboles, aquí hay 
más árboles, más sitio hay..., menos sitio
Hace una asociación de dos árboles por 
cada uno de los trozos y le sobra 
superficie. Puede ser que esta asociación 
venga influenciada por la respuesta: dos 
que había dando antes.
Se da cuenta de que en su dibujo hay seis 
trozos y que hay seis árboles por lo que 
hace una distribución de uno por trozo.
De nuevo la estrategia de compensación 
cualitativa.
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para plantar y en el otro más sitio para 
plantar. (Ha ido señalando con el dedo las 
distintas informaciones gráficas.)
E: ¿Y cuántos árboles hay por unidad de 
superficie?
F: Uno
E: Uno en las que tú has hecho. ¿Y si no 
las hubieras hecho, cuántas hay?
F: En cada ...
E :... unidad de superficie.
F: Tres. (Con el dedo señala la primera 
línea de árbolitos dibujados en la parcela 
del monte A.)
E: Tres. ¿Entonces qué escribirías aquí 
debajo?
F: (Escribe "igual Por que aunque en launa 
hay mas arbo la parcela A hay menos 
arboles que en la B hay menos espacio 
para plantar los arboles que en la B". 
Repasa en voz baja lo escrito.)
E: Lee en voz alta.
F: Es que ... Es que ésto (señala lo que ha 
tachado).
E: Ig u a l...
F: (Lee en voz alto lo que ha escrito.)
E: Sí. ¿Entonces cómo lo terminarías?
F: (Escribe a continuación de los anterior 
"y en las dos en cada espacio habrían 3".)
E: Y en cada espacio habrían tres.
F: Tú me habías dicho que... (señala las 
líneas que había dibujado en las parcelas), 
que lo que tú me habías puesto era lo que 
vale.
E: Lo que yo te había puesto es lo que 
valía.
F: Sí
E: (Le retira la hoja.)
Para Femando ahora las unidades de 
superficie son los trozos que ha hecho en 
las parcelas. Con esta partición logra una 
correspondencia uno a uno y obtiene la 
cantidad intensiva unitaria "un árbol por 
cada una". Sin embargo, el entrevistador 
insiste en una relación distinta "tres 
árboles en cada unidad de espacio". 
Ahora la unidad de superficie es otra.
Su respuesta indica la tendencia de 
Femando a razonar con una estrategia de 
compensación cualitativa.
Se considera satisfactoria la actuación en 
este nivel y se le propone el primer 
problema del siguiente. Se trata de un 
problema de la serie Aparcamientos en el 
que las razones que ha de comparar son 
iguales.
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Sexto nivel
E: Estos son dos aparcamientos de coches. 
F: Sí. Aparcamiento A y aparcamiento B. 
E: ¿Qué pregunta?
F: ¿Cual de los dos aparcamientos crees 
que está más lleno? (Piensa ...) Puntea con 
el lápiz la primera columna de plazas del 
aparcamiento B y escribe "27" a su 
derecha. Puntea la primera columna de 
plazas en el aparcamiento A y escribe 
"30" a su derecha
E: ¿Qué has contado?
F: He contado una ..., una parte de las 
columnas y luego ha multiplicado por tres, 
entonces me tendría que dar..., me tendría 
que dar...
E: El número de plazas que hay en el 
aparcamiento.
F: Sí. Y luego sumaré cuantos coches hay y 
se lo restaré al número que me dé en el 
aparcamiento (señala el 27 que ha escrito). 
Y así me dará los que no ..., los espacios 
que no están ocupados. Y haré lo mismo 
con el otro. Y el que tenga menos..., más 
espacios sin ocupar es el que estará menos 
lleno.
E: Menos lleno. Entonces a ver lo que te 
da.
F: (Puntea los coches del aparcamiento B y 
escribe "9" debajo del 27. Después realiza 
la resta y escribe "18". A continuación 
piensa un poco, puntea los coches del 
aparcamiento A, escribe "10" debajo del 
30, realiza la resta y escribe "20".) Estará 
menos lleno el aparcamiento A.
E: Porque sobran veinte plazas.
F: Sí.
E: Bueno. (Le retira la hoja del problema.) 
Vamos a ver lo que ocurriría con éste de
APARCAMIENTO B
ax- CD
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¿Cnal de loe doe eparcunientoe de coche* cree* que eetí mi* lleno? 
ipUai--------------------------------------------
Explica la re*puesta:
‘i
ce
-u*v 'Caveto.
F igura  3.3.11  
(Lo escrito en el lugar para las respuestas 
corresponde a una acción posterior.)
No tiene problemas para hallar el número 
de plazas utilizando la multiplicación por 
tres.
Usa sumar por contar y luego desarrolla 
una estrategia aditiva para comparar las 
razones. Toma la decisión a partir de un 
razonamiento de tipo inverso: el que tiene 
más plazas vacías, está menos lleno.
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aquí.
F: (No lee sino que directamente comienza 
a puntear con el lápiz la segunda columna 
de plazas del aparcamiento B. Después 
escribe "18" a la derecha del mismo. Hace 
lo mismo en el aparcamiento A y escribe 
"10". Puntea los coches del aparcamiento 
A y escribe "10" debajo del 10. Realiza la 
resta y escribe "10".)
E: Fíjate que has puesto: diez menos diez 
igual a diez.
F: No. Eso es un dos. (Escribe "2" encima 
del uno para que parezca veinte.) Es que 
había puesto un uno y luego ... (Con el 
lápiz señala la primera columna de plazas 
del aparcamiento A.)
E: Y luego el dos, ¿no?
F: Sí. (Puntea los coches en el 
aparcamiento B y escribe "9" debajo del 
18. Realiza la resta y escribe "09".) En el 
aparcamiento A.
E: Es el que está ...
F: B es el que están más apretados.
E: Más lleno.
F: Sí.
E: (Le retira la hoja.) Vamos a ver éste 
otro.
F: (Puntea primero la columna de la 
izquierda en el aparcamiento A y luego en 
el B. Escribe a la derecha del aparcamiento 
A la siguiente operación: 10 - 5 = 05. A la 
derecha del aparcamiento B escribe la 
operación: 8 - 4  = 4.) Está más lleno el A. 
Porque aunque hay más coches el 
aparcamiento es más grande entonces 
caben más coches.
E: ¿Está más lleno o menos lleno?
F: Más. No, menos. Más. Menos lleno, 
porque hay más espacio para aparcar (con 
el lápiz señala la plazas vacías en el 
aparcamiento A) que en el B (señala las 
plazas vacías del B).
Dado que su actuación se considera no 
satisfactoria, le propone el siguiente 
problema de la serie Aparcamientos. Se 
trata de uno en el que las dos razones que 
ha de comparar son iguales, no son 
equivalentes a las anteriores, y los 
números en juego son más sencillos.
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¿Cual de lo* do* aparcamiento* de coche* cree* que e*tá m is lleno?
Explica la respuesta;
Figura 3.3.12 
En algunos momentos de la entrevista, por 
ejemplo éste, Femando tiene tendencia a 
utilizar la última producción o el último 
dato. Así en este caso escribe 10 en lugar 
de 20, pues repite el dato de contar las 
plazas que hay en una columna.)
De nuevo vuelve a desarrollar una 
estrategia aditiva y un razonamiento de 
tipo inverso.
Se considera que nuevamente ha tenido 
una actuación no satisfactoria, por lo que 
se le propone el tercer problema de la serie 
Aparcamientos. En este caso se modifica 
la información gráfica (los coches están 
agrupados), las razones son equivalentes a 
las del problema anterior y se disminuye el 
tamaño de los números.
Escribe las operaciones correspondientes a 
una estrategia de tipo aditivo. Sin 
embargo, su explicación corresponde a un 
comportamiento en el que toma la decisión 
en función de las cantidades mayores: está 
más lleno el que tiene más coches y es más 
grande.
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E: Vamos a ver. ¿De éste, cuántas plazas 
se han llenado? (Con un folio tapa el 
aparcamiento A.)
F: Cinco
E: No, aquí en éste. (Señala el B con la 
mano.)
F: Cuatro.
E: Cuatro. ¿Y cuatro qué es?
F: Cuatro ..., cuatro coches que hay.
E: ¿Y cuántas plazas había?
F: Ocho.
E: ¿Y cuántas se han llenado?
F: Cuatro.
E: ¿Y éso qué es? Cuatro respecto de ocho 
qué es.
F: Cuatro..., que quedan cuatro plazas 
para ...
E: ¿La mitad?
F: Sí.
E: ¿Luego éste cómo está? ¿La mitad de 
lleno?
F: Sí.
E: ¿Y éste cómo está? (Se refiere al A pues 
con la mano ahora tapa el aparcamiento 
B -)
F: La mitad de lleno.
E: La mitad de lleno en los dos sitios. 
¿Están igual de llenos?
F: Sí, pero ...
E: ¿Cuántas plazas dispone éste (le señala 
el coche de arriba en la columna de plazas 
ocupadas del aparcamiento B) para 
aparcar?
F: Cuatro, digo ocho.
APARCAMIENTO A A^RCAMTENfQ P
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¿Cuál de Un do* ■ pirca miento* de cochee crece que está mis lleno?
Explica le respuesta:
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Tras cuestionarlo, Femando cambia la 
decisión y toma de nuevo el resultado de 
la estrategia aditiva para concluir con un 
razonamiento de tipo inverso: está menos 
lleno el que tiene más plazas vacías, tal 
como hizo en los dos problemas anteriores 
de este nivel.
El entrevistador formula nuevas preguntas 
para que Femando relativice la 
comparación y cambie de estrategia.
Femando no está convencido de que las 
dos razones son equivalentes.
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E: Una y una ... (Le señala la plaza 
ocupada y la libre de enfrente.)
F: Dos.
E: ¿Este (señala el segundo coche) también 
se puede mover? (Le señala la plaza de 
enfrente.)
F: Sí.
E: En dos. ¿Y éste (el tercero) se puede 
mover? (Señala la plaza vacía de 
enfrente.)
F: En dos.
E: Y éste (el cuarto) se puede mover en 
dos. ¿Luego cuántas plazas hay por coche 
aquí? (En el aparcamiento B.)
F: Ocho.
E: No.
F: Hay ..., hay cuatro plazas ocupadas y 
cuatro sin ocupar.
E: Relativamente está medio vacío o 
medio lleno.
F: Sí, están igual en los dos.
E: ¿Y en éste cómo están? (Se refiere al 
aparcamiento A.)
F: Medio vacío y medio lleno.
E: Entonces ...
F: Igual.
E: ¿Relativamente cómo están de llenos los 
dos?
F: Igual.
E: Igual, porque se ha llenado...
F: La mitad.
E: La mitad, ¿no? Entonces podríamos 
poner: igual (Señala el lugar para la 
primera respuesta.) ¿Y luego qué pondrías 
tú como respuesta? (Señala el lugar para 
la explicación.)
La situación estática, coches aparcados, 
dificulta la normalización en términos de 
"por cada" o "para cada", pues la 
relación natural es la asociación "un coche 
con una plaza".
Si las plazas no están asignadas, el primer 
coche, que entra al aparcamiento B, 
dispone de ocho plazas para aparcar.
Parece que acepta que los dos 
aparcamientos está relativamente igual de 
llenos.
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F: Que aunque un aparcamiento es más 
pequeño que el otro, han ocupado la 
mitad, y en el grande han ocupado la 
mitad. Y por muy grande que sea y el otro 
por muy pequeño que sea están ...
E: Están relativamente igual de llenos.
F: Igual de llenos.
E: Relativamente igual de llenos.
F: Sí.
E: Porque ... (le da la vuelta a papel). Es 
decir, que si tú tienes una cosa (dibuja una 
forma rectangular dividida en dos trozos) 
y tú ... (raya oblicuamente la parte 
izquierda), y tienes otra cosa así (dibuja 
otra forma rectangular dividida en dos y 
también raya la parte izquierda.). ¿Qué he 
pintado en cada caso?
F: La mitad.
E: La mitad. Luego relativamente he 
pintado ...
F: La mitad.
E: ... la misma parte en los dos. Luego 
vamos a ver aquí. (Toma de nuevo el 
segundo problema de la serie 
Aparcamientos.) ¿Qué ocurriría aquí 
ahora? ¿Cuántas plazas hay? (Señala el 
aparcamiento B.)
F: Hay dieciocho (señala el 18 que había 
escrito a la derecha del aparcamiento).
E: ¿Y cuántas has ocupado?
F: Nueve, la mitad.
E: La mitad. ¿Y aquí ahora? (Le señala el 
aparcamiento A.)
F: La mitad.
E: ¿Entonces qué pasaría?
F: Igual.
E: ¿Igual nuevamente?
En la explicación oral manifiesta que la 
diferencia de tamaño no es óbice para 
expresar que en ambos casos se ha 
ocupado la mitad y, por lo tanto, están 
igual de llenos.
Para ver que la comparación de dos 
términos relativos, en este caso "mitad 
de", no depende del tamaño del referente 
sobre el que se aplica, le propone la 
comparación relativa de dos superficies 
rayadas.
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Femando responde que ha pintado la 
mitad en cada caso, pero no hace la 
comparación.
Aunque los números son distintos y la 
información gráfica es distinta, no tiene 
ninguna dificultad para reconocer que, en 
ambos casos, se ha ocupado la mitad del 
aparcamiento y, responder, que están igual 
de llenos.
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F: Sí.
E: Porque cada coche dispone de dos ...
F: ...sitios ...
E: ... para aparcar. Y ahora pasamos aquí. 
(Le presenta de nuevo el primer problema 
de la serie en este nivel.)
F: (Piensa ... ) Estaría más..., estaría más 
lleno e l ... (parece que duda, pues con el 
lápiz va señalando los dos aparcamien­
tos) Éste (se refiere al B), porque éste ya 
no ha cogido la mitad de ninguno de los 
dos. Entonces si no han cogido la mitad 
aunque uno sea más grande que el otro, si 
en uno sobran más..., más sitios que en el 
otro.
E: En uno sobran más sitios que en el otro. 
Vamos a ver. Vamos a coger un papel y 
dibujar unos sitios aquí. (Toma una hoja 
con una cuadrícula de un centímetro.) 
Mira... ¿cuántas plazas hay aquí? (En la 
hoja del primer problema señala el 
aparcamiento A.) ¿Treinta?
F: Sí.
E: (Puntea quince casillas, de abajo hacia 
arriba, y traza un segmento de dos 
unidades.) Si hay treinta pongo así... 
(Termina un rectángulo de dimensiones 
2x15.) ... todo ésto. ¿Y cuántos coches 
hay? Uno... (Pinta una cruz en la primera 
casilla, abajo a la izquierda.)
F: Hay..., hay diez coches.
E: Pues pinta diez coches. (Le da el 
rotulador a Femando para que los pinte.)
F: (Pinta nueve cruces. En la primera 
columna hay seis y en la segunda cuatro.)
E: O podemos ponerlos así... ¿Éste (el 
sexto coche de la primera columna) lo 
podríamos poner aquí? Si lo ponemos 
aquí bajo (tacha el sexto de la primera 
columna, pinta una cruz de forma que 
quedan dos columnas de cinco cruces, y 
después traza un segmento horizontal de 
dos unidades), entonces aquí bajo 
tenemos llena esta parte (con el lápiz 
señala la parte ocupada por las cruces
Como no reconoce que en ambos casos se 
ha ocupado relativamente la misma parte, 
un tercio, Femando recurre al resultado de 
la estrategia aditiva que desarrolló en un 
principio. De nuevo decide en función del 
número de plazas libres con un 
razonamiento de tipo inverso.
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dibujadas). ¿Y cuántos cuadritos hay 
aquí? (Le señala la segunda columna de 
cuadritos con cruces.)
F: Diez, no. Cinco.
E: (Puntea cinco cuadritos y traza otro 
segmento horizontal de dos unidades.) 
Luego ... Éste ya no está, ¿no? (se refiere a 
la cruz que tachó anteriormente) ¿Luego, 
qué parte del aparcamiento hemos 
llenado?
F: La tercera parte.
E: ¿Y respecto a todo cuánto es?
F: La tercera parte.
E: Luego tenemos la tercera parte. Es decir 
un ...
Con esta visualización de la información, 
no tiene problema para reconocer que está 
ocupada la tercera parte. En el primer 
problema de la serie de este nivel, la 
disposición de los coches (no están 
agrupados) no favorece el reconocimiento 
visual de la parte que está ocupada, pero, 
tal vez, Femando también tenía 
dificultades para relacionar mentalmente 
los números: nueve y veintisiete.
F: Un ..., un  tercio.
E: Un tercio. (Escribe "1 /3" debajo del 
rectángulo de treinta cuadritos.) Y ahora 
vámonos aquí. (Se refiere al aparcamiento 
B.) ¿Ahora qué tendríamos en éste?
F: Veinti...
E: Veintisiete. ¿Qué pasa con veintisiete? 
Que podríamos tener por ejemplo éste 
(puntea nueve cuadritos y dibuja un 
rectángulo de dimensiones 3x9).
F: Lo he pensado de cabeza y son iguales. 
(Lo dice sin esperar a que el dibujo esté 
terminado.)
E: Lo has pensado de cabeza y son 
iguales.
F: He pensado que nueve y nueve, 
dieciocho, y más nueve veintisiete.
E: Más nueve veintisiete. Es decir que si tú 
ahora pusieras los coches así. (Dibuja 
nueve emees, en tres filas de tres, y luego 
un segmento horizontal de tres unidades.) 
¿Qué parte hemos llenado?
F: La..., la ..., la tercera parte.
E: La tercera parte.
El resultado de esta primera parte del 
problema, un tercio, parece que sirve para 
que Femando tome la información del 
enunciado del primer problema, relacione 
el numero de plazas ocupadas, nueve, con 
el del total de plazas, veintisiete, y 
responda con la igualdad.
Usando la suma reiterada se da cuenta de 
que nueve es un tercio de veintisiete.
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F: Un tercio.
E: Un tercio. (Escribe "1/3" debajo del 
rectángulo de veintisiete plazas.) Luego, 
¿entonces qué podríamos poner aquí 
ahora? (Le señala el lugar para las 
respuestas en la hoja del primer problema 
de la serie.)
F: (Escribe "igual", en el lugar para la 
primera respuesta, y luego "por que 
aunque uno es mas grande y otro mas 
pequeño en cada sitio se a llenado el un 
tercio.".)
E: Igual po rque ...
F: (Lee lo que ha escrito.)
E: Un tercio, bueno. Y en éste se había 
llenado... (Le muestra el tercer problema 
de la serie.)
F: La mitad.
E: Y en éste se había llenado ... (Le 
muestra el segundo problema de la serie.)
F: La mitad.
E: La mitad.
Se puede ver lo escrito por Femando en la 
hoja del primer problema del nivel (figura 
3.3.11).
Aunque hace referencia a los tamaños de 
los aparcamientos, no hace mención a una 
estrategia de compensación cualitativa, 
como en otros problemas, y escribe una 
justificación relativa de la igualdad: en 
cada sitio se ha llenado un tercio.
Se considera satisfactoria la actuación de 
Femando en este último nivel del 
protocolo de la entrevista. Para ver su 
actuación en otro problema en el que esté 
presente el témino "relativamente", se le 
propone uno extra sobre estadios de 
fútbol.
Ejercicio extra
E: ¿Te gusta el fútbol? ¿De qué equipo 
eres?
F: Del Valencia.
E: ¿Cuántos campos de fútbol hay en 
Valencia?
F: Uno.
E: Uno. ¿Y el Levante tiene otro? ¿Lo 
conoces?
F: No, no lo conozco.
E: El Levante está en segunda división. 
¿Cual está en primera?
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F: El Valencia.
E: ¿Cómo se llama el campo del Valencia? 
F: Mestalla.
E: Mestalla. (Toma una hoja en blanco. 
Dibuja un rectángulo y dentro un óvalo, 
que representa el campo de juego.) 
¿Cuántos espectadores caben en Mestalla? 
(Escribe "MESTALLA", arriba a la 
derecha.) Caben ...
F: A mi no me gusta verlo, me gusta 
jugarlo.
E: Te gusta jugarlo. Caben sesenta mil 
espectadores. (Escribe "60.000" a la 
derecha del rectángulo.) En otro campo ... 
(Dibuja un rectángulo y una forma oval, 
dentro que simula el terreno de juego.) ¿De 
qué equipo conoces tú un campo que sea 
más pequeño? ¿Del Zaragoza, que también 
está en primera división?
F: No conozco ninguno.
E: No conoces ninguno. Imagínate uno en 
el que caben cuarenta mil. (Escribe 
"40.000" a la derecha del segundo 
rectángulo.) Aquí asisten treinta mil 
espectadores (debajo del primer 
rectángulo escribe "Asisten 30.000 
espectadores").
F: La mitad.
E: Y aquí asisten veinte mil espectadores 
(Escribe "Asisten 20.000 espectadores" 
debajo del segundo rectángulo.) ¿Qué 
campo está relativamente más lleno?
F: Los dos igual, porque han cogido la 
mitad.
E: Por que los dos han cogido la mitad del 
campo, ¿no?
F: Sí.
E: Muy bien. (Le retira la hoja de trabajo y 
da por finalizada la entrevista.)
FIN DE ENTREVISTA.
/Wi'Veu Jo ate
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Relativiza la comparación y responde 
adecuadamente.
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Anexo 3.4
Transcripción de la entrevista 
sobre Densidad.Tercer ciclo
IN FO R M A CIÓ N  GENERAL
La en trev ista  se h a  rea lizado  en  el Sem inario  del D ep artam en to  de  Didáctica 
de la M atem ática  de  la U n iv e rs ita t de  V alencia, sito  en  la Escuela 
U n iv ers ita ria  de  M agisterio , el 24 de ju n io  de  1998; tu v o  u n a  d u rac ió n  
ap rox im ada de  u n a  hora , de  las l l h  35m a las 12 h  40m.
La Escuela U n iversitaria  está  ju n to  al C olegio Público de  Prácticas, en  su  d ía 
fué Escuela A neja a la Escuela N orm al de l M agisterio , y  tiene  u n  acceso fácil 
p a ra  el a lu m n o  en trev istad o  d u ra n te  su  jo rn ad a  escolar.
A A lvaro  (a lu m n o  del sexto curso  con el n ú m e ro  18) se le h a  seleccionado  
p ara  en trev ista rlo , deb ido  a la actuación  que  h a  ten id o  al re sp o n d er e l 
cuestionario ; ésa se p u e d e  caracterizar de  la m anera  siguiente:
a) R esuelve correctam ente  las ta reas del b loque D ensidad  en  las que h a  
de co m p arar dos razones en  las que  u n o  de  los va lo res  de  can tid ad  
p erm anece  constan te . H ace explícita en  sus justificaciones la ig u a ld ad  
de  los valo res de  can tid ad  que perm anecen  constantes.
b) En las o tras tareas del b loque D ensidad  tiene c o m p o rta m ie n to s  
d istin tos: En R azones iguales y  R azones d istin tas, d esa rro lla  estrateg ias
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de com pensación  cualita tiva  (clase 1.4.5) y  en  R epoblación  de  bosques, 
com para  can tidades de la m ism a especie (clase 2.2.3).
c) Para reso lver la tarea  Refresco de  lim ón, en  la que  ha  de  com parar las 
razones co rrespond ien tes a dos m ezclas (com posiciones), com para  
can tidades de  la m ism a especie (clase 2.2.3).
d) R esuelve 12 de  los 20 prob lem as del cuestionario  con éxito.
En la en trev ista  estu v ie ro n  p resen tes dos investigadores; u n o  de  ellos h iz o  
de  observado r y  m anejó  la v ídeocám ara , el o tro  realizó  la en tre v is ta , 
ten ien d o  en  cuen ta  el pro toco lo  d iseñado  p ara  los a lu m n o s  del tercer ciclo. 
Por el co m p o rtam ien to  de  A lvaro  en  la en trev ista , se p u ed e  a firm ar que la  
p resencia  de  los ad u lto s  en  el sem inario  no  le in tim idó .
EL PROTOCOLO DE LA ENTREVISTA Y LA TRANSCRIPCIÓN
C om o p u ed e  verse  en  el o rgan ig ram a 4.4 (ver el cap ítu lo  cuarto), e l 
p ro tocolo  está  o rgan izado  en  seis n iveles de  m en o r a m ay o r d ificu ltad . Para 
cada u n o  de  ellos se h an  red ac tad o  varios p roblem as. En este caso la serie de 
p rob lem as está  o rgan izada  de  m ayor a m en o r d ificu ltad  y  se p ro p o n e n  al 
a lum no , si es necesario , en  d icho  orden .
Si la actuación  del a lu m n o  al reso lver p rim er p ro b lem a de  u n  n iv e l se 
considera satisfactoria, se le aplica el p rim er p rob lem a del s ig u ien te  n ivel. Si 
la actuación se considera que  no  es satisfactoria, se le p ro p o n e  o tro  p ro b lem a  
de  la serie de l m ism o n ivel, p e ro  d e  m enor d ificu ltad .
Al e stu d ian te  se le explica que va  a reso lver p rob lem as, que  él debe leerlo s  
p rim ero  y  luego  reso lverlos, in ten tan d o  hab lar en  voz  alta  m ien tra s  v a  
p en san d o  qué  hacer, p a ra  que  podam os com prender cóm o lo está  h aciendo  y 
que  no  tenga p risa  p a ra  hacer las cosas.
La en trev ista  se inicia de acuerdo  al p ro tocolo  d iseñ ad o  p a ra  a lu m n o s del 
tercer ciclo en  relación con el b loque de tareas del cuestionario  D ensidad .
La transcripción  escrita d e  la en trev ista  se ha  e s tru c tu rad o  u san d o  dos 
co lum nas, en  la de  la izqu ierda  aparece el diálogo y  en tre  p a rén tesis  a lg u n as  
indicaciones sobre las acciones, la de  la derecha contiene los com entarios, lo s 
en u n ciad o s que  se le p ro p o rc io n an  al a lu m n o  y  las actuaciones escritas, 
tan to  de l a lu m n o  com o de l en trev istado r.
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Primer nivel
E: (Le presenta una hoja con el primer 
problema del n ivel: Razones distintas.)
A: Lo voy diciendo.
E: Sí, léelo y luego cuando hayas 
terminado...
A: Pero en voz alta.
E: En voz alta, sí.
A: (Lee el problema.)
Pues, entonces lo que hecho yo es contar 
los niños que iban a jugar.
Entonces, los de Miguel son seis, por lo 
tanto he hecho que cada niño ocupara un 
rectángulo, uno, dos, tres, cuatro, cinco y 
seis, entonces dejarían libres: uno, dos, 
tres, cuatro, cinco y seis.
(Puntea con el lápiz las unidades de 
superficie mientras cuenta.)
Entonces los niños ahora, que juegan en la 
clase de Marta, aunque sean menos y el 
campo sea menor, como los niños de la 
clase de Miguel son más, pues entonces..., 
el campo ahí toma una forma distinta, 
entonces sería, basándonos en lo mismo, 
solamente ocuparían tres y dejarían libres 
seis. Igual que en el campo de Miguel.
E: Luego, ¿entonces tú qué responderías?
A: Que igual.
E: Igual. Pues escribe.
A: ¿Qué pongo? Daría igual.
E: No, igual.
A: (Escribe: "Igual" en el lugar para la 
primera respuesta.)
E: Y ahora, ¿por qué has dicho que era?
A: Por..., por el..., por el espacio.
E: Por el espacio que les sobra.
A: Sí.
En el colegio es la hora Hcl recreo. Los niños de la clase de 
M arta y de la dase de Miguel van a salir a jugar al palio. 
Cada clase tiene un cainpu para jugar a la pelota.
CAMPO DC JUEGO 
DE LA CLASE DD MARI A
TAMPODEJUBCO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
 r—
a)¿ En qué campo jugaran más apretados los niAos. en el de la clase 
de Marta o en el de la dase de Miguel?
 IryirtS____________________________________________
b )¿ Q u <  t s  h a  h e c h o  d e d d i r  q u e  lo s  n iñ o s  j u g a r a n  m á s  a p r e ta d o s ?
 f k  A aja, m, ácfecfl ■__ _ _ _ _ _ _ _ _ _
Figura 3.4.1 
En principo parece que hace una 
comparación cualitativa, pero después con 
la asociación un niño un espacio lo que 
tiene es un comportamiento de tipo 
aditivo. Como la diferencia entre el 
número de unidades de superficie y el 
número de niños es la misma en los dos 
casos, entonces responde "que igual". Es 
decir que de la igualdad entre las 
diferencias entre antecedente y 
consecuente de cada una de las razones de 
densidad que compara deduce la igualdad 
de las mismas.
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
NIÑOS QUE JUECAN 
A LA PELOTA
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E: Tú has dicho que aquí sobran seis y que 
como aquí también sobran seis, igual. 
Luego, entonces tú podías poner, por 
ejemplo, por el espacio que les sobra.
A: Sí.
E: Si no te gusta ése, yo lo que quiero es 
que pongas...
A: Sí, sí, sí.
(Escribe: "Por el espacio que les sobra".)
E: Entonces éste nos lo guardamos. (Le 
presenta el siguiente problema del primer 
nivel.)
A: Lo leo también.
E: Si quieres, el enunciado es parecido. Lo 
puedes leer. Lo que cambian son las 
condiciones.
A: No lee el problema.
Vamos a ver (observa durante un tiempo), 
sería, pues, por la misma idea.
E: Por la misma idea. Entonces mira a ver 
ahora.
A: Lo que pasa es que el rectángulo está... 
(Señala la altura del de abajo con el lápiz.)
E: Esto, digamos que son unidades de 
superficie.
A: Sí.
E: Y está hecho el dibujo de forma...
A: Son igual.
E: De forma que las unidades son iguales.
A: (Observa de nuevo el problema.)
En el campo de Marta jugarán menos 
apretados.
E: En el campo de Marta. (Le señala con el 
dedo el lugar para la respuesta.)
A: Sss..., no, jugarían menos apretados.
O sea que en el campo de Miguel jugarían 
más.
Con la asociación "un niño-un espacio", el 
alumno tiene un comportamiento aditivo 
que se codificaría como clase 1.4.3., es 
decir, que ha tenido una actuación no 
satisfactoria. Por tanto, se le propone el 
siguiente problema del mismo nivel. Se 
trata de un problema con un enunciado 
similar, en el que las razones que se 
comparan son equivalentes a las anteriores 
(2/6 y 5/10), pero los números que se 
manejan son menores.
En el colegio e» U liona Ud lenco. Lúe iiiAue ile le tieee ile Marte y  
de U clase de Miguel van a salir a jugar al patio. Cada clase llene 
un campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE IUEGO 
DE LA CLASE DE MARTA
NIÑOS OUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MIGUEL
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
___ J___ !____jL____L___------ r -----1f------ j----
a)¿En q u t  c a m p e  ju garan  m i .  apretad o*  lea  n iflea , e n  e l da  L  d a s e  d e  M a lta  
o en «I de la dase de Miguel?
b)¿Qui te ha hecho decidir qoe loe niño» jugaran mis apretado»?
 On Brr i f t  A t t  é t  t o l a —rdlq-tg rr..rA  Le.-rt i»n a-^ero
f n s y t  y Ü É É l  ■tMMÉBBMB •  — — — — —
Figura 3.4.2 
(Lo escrito en el lugar para las respuestas 
corresponde a una acción posterior.)
Le sorprende la forma del segundo campo 
de juego -parece que lo considera largo y 
estrecho para jugar a la pelota- y fija su 
atención en el tamaño de las unidades de 
superficie.
En un principio, parece que desarrolla la 
misma estrategia que antes y toma la 
decisión en función del espacio que sobra. 
Es decir que en el de Marta sobra menos 
(cuatro unidades) que en el de Miguel 
(cinco unidades.)
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E: Vale.
A: Explico el porqué.
E: Sí, sí.
A: Pues, puede ser, porque ya no es por la 
idea del sobrante sino por la idea de que 
esos niños se tienen que mover. Al 
moverse...
E: Mira, espérate, cuenta.
¿Cuántos niños hay aquí?
A: Cinco. Uno, dos, tres, cuatro y cinco 
(señala en la clase de Miguel).
Cuatro (señala las unidades sobrantes en 
la clase de Marta).
Pero..., entonces en la clase de Marta.
E: ¿Tienes duda?
A: Sí, pero entonces..., si aquí cambio, allí 
lo tengo mal.
E: Si aquí cambias de estrategia, ésta ... 
Piensas que allí lo tienes mal.
El que has hecho antes.
A: Sí, o sea, si yo me baso por la ..., por el 
espacio sobrante. Si lo que yo..., si en la 
clase de Marta jugarían menos apretados 
lo tendría mal.
E: Entonces y..., pues vamos a ver qué 
ocurre. Vamos a hacer éste.
A: (No lee el problema en voz alta, lo 
observa y puntea con el lápiz los niños de 
la clase de Pablo.) En el campo de Pablo.
E: En el campo de Pablo por...
A: El espacio sobrante, pero... es que lo 
que yo quería decir sobre el campo 
ocupado solamente es una idea, que a lo 
mejor no es cierta, es una teoría.
E: Que a lo mejor no es cierta.
A: O sea, es una teoría que tengo yo.
E: Entonces vamos a ver, por ejemplo, 
pues en este mismo. Si tú crees, que esa de 
que cada niño ocupa un espacio puede ser 
no buena, podíamos pensar de esta
Parece que ahora se decide por el tamaño 
del campo, si el campo es más grande, se 
moverán mejor.
Sin embargo, vuelve a desarrollar la 
estrategia del campo sobrante y se 
replantea la respuesta.
Piensa que este problema y el anterior son 
iguales y que, en ambos, debe utilizar la 
misma estrategia.
Dado que no tiene una actuación 
satisfactoria, al resolver el segundo 
problema de este nivel, se le propone otro 
problema del mismo nivel, pero más 
sencillo. Uno de la serie Patios en el que 
los valores de superficie (los consecuentes) 
se mantienen constantes.
En el colegio es la hora del recreo. Lo* niños de la dase de Luis 
y de la clase de Pablo van a salir a jugar al patio.
Cada dase  tiene iui campo para jugar a la pelota.
CAMPO DE JUEGO NIÑOS QUE JUEGAN
DE LA CLASE DE LUIS A LA PELOTA
CAMPO DE JUEGO 
DR IA  CLASE DE PABLO
I
a)¿En qué campo jugarán m is  apretados los niños, en el de la dase  
de Lula o en el de la dase de Pablo?
b)¿Qué te ha hecho decidir que los niños jugarin  m is  apretados?
Figura 3.4.3 
De nuevo compara las dos razones de 
densidad mediante un comportamiento
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA rELOTA
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manera.
¿Cuántas unidades de superficie hay por 
cada niño aquí?
A: A ver, aquí hay cuatro niños.
Por lo tanto podría ser...
E: O podríamos poner, si quieres, este de 
aquí.¿Cuántas unidades hay aquí por 
cada niño? (Señala el campo de la clase 
Rosa.)
A: (Puntea el campo de juego de la clase 
de Rosa.) Doce (puntea con el lápiz las 
unidades de superficie), seis. Dos.
E: Luego aquí hay dos unidades de 
superficie por cada niño. ¿Y aquí hay? 
(Señala arriba, en el campo de la clase de 
Ana.)
A: Nueve.
E: Entonces, ¿cuántas unidades hay por 
cada niño?
A: Seis entre nueve, a uno..., uno y un poco 
más.
E: Uno y un poco más.
A: Uno, vamos a ver.
E: Puedes hacer una división, puedes 
hacer lo que quieras, puedes escribir.
A: Pues sería, nueve, seis, uno, tres, cero, 
coma, cinco (Ha escrito una división en 
caja: 9:6 = 1,5 resto 30.) Uno coma cinco.
E: Uno coma cinco. Luego donde tienen... 
¿Dónde juegan más apretados?
A: Aquí (señalando abajo).
Ahí (señalando arriba).
E: Aquí, porque tienen...
A: Uno coma cinco.
E: Unidades de superficie. Entonces 
vámonos a éste de aquí. (Le presenta de 
nuevo el segundo problema de la serie de 
este nivel en el que las razones son 
distintas y las cuatro cantidades 
distintas.)
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aditivo a partir de asociar a cada niño un 
espacio y comparar lo sobrante. Dada su 
insistencia en dicha estrategia, el 
entrevistador le cuestiona en el sentido de 
normalizar la comparación "número de 
unidades por cada niño". Parece que tiene 
dificultades para la comparación, pues las 
dos razones no son enteras. Por ello, se le 
propone otro problema similar donde las 
razones que tiene que comparar son más 
sencillas, aunque el razonamiento que ha 
de utilizar para tomar la decisión sea de 
tipo inverso. Es un problema de la serie 
Patios, en el que las cantidades de 
superficie varían y se mantiene constante 
el número niños.
En «I colegio m  la hora del recreo. Los niftos de la vUae de Ana 
y de la d ase  de Rosa van a salir a jugar al patio. Cada dase  
tiene un  campo para ju g ara  la pelota.
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE ANA
klÑOS <i QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
CAMPO DE JUECO 
DE LA CLASE DE ROSA
N lf tU S  UUKJUOGAN 
A LA PELOTA
-----1-----
a) ¿En qué campo jugarán m ás «prelados loe niflos, en el de la dase  
de Ana o en el de la dase de Rosa?
b) ¿Q ué le h a  hec h o  d ec id ir q u e  los niflos Jugarán  m as ap re tados?
Figura 3.4.4 
Ha hecho el cálculo para usarlo en la 
comparación normalizada. Dos unidades 
por cada niño en un caso y 1'5 en el otro.
En principio responde con un 
razonamiento directo (más apretados 
abajo donde hay más para cada uno) pero 
reacciona rápidamente y mediante un 
razonamiento inverso responde que arriba.
Ver la figura 3.4.2.
A n e x o  3 .4 . D e n s i d a d . T ercer  C ic l o
A: (Parece que lee el problema y lo piense 
de nuevo)
Aquí jugarían más apretados. (Señala con 
el lápiz primero en el campo de arriba y 
luego en el de abajo.)
E: ¿Dónde jugarían más apretados?
A: Aquí.
E: Aquí, ¿por qué?
A: Porque, a ver, estos niños pueden tener 
tres superficies mientras que éstos pueden 
tener dos.
E: Estos tienen tres unidades de superficie 
por cada niño. ¿Y éstos tienen?
A: Dos.
E: Dos unidades de superficie por cada 
niño.
A: El máximo, claro.
E: El máximo. Luego, ¿entonces tú qué 
responderías ahora?
Juegan más apretados...
A: En el de Miguel. (Escribe: "En el de 
Miguel" en el lugar para la primera 
respuesta.)
E: ¿Qué te ha hecho decidir que los niños 
jugarán más apretados? (Ha leído de 
nuevo la segunda pregunta del enunciado.)
A: El espacio que ocupaba cada uno.
E: El espacio que ocupa...
A: No, el espacio que puede ocupar.
E: El espacio que puede ocupar cada niño.
A: No, no.
E:Tú has dicho el que puede ocupar.
A: Sí, pero el que puede ocupar no.
E: Claro. ¿Entonces cuántos espacios 
puede ocupar aquí cada niño? ¿Cuánto 
espacio hay por cada niño?
Al volver al segundo problema Alvaro ha 
cambiado de estrategia. Ahora no utiliza 
la aditiva que desarrollaba a partir de la 
asociación "un niño una unidad de 
superficie"y usa la comparación 
normalizada de las dos razones. En un 
caso, dos unidades por cada niño y, en el 
otro, tres unidades por cada niño. 
Concluye mediante un razonamiento de 
tipo inverso.
Ver lo que hay escrito por Alvaro en la 
hoja del segundo problema (figura 3.4.2.) 
de este nivel.
En principio manifiesta su tendencia a 
asociar un niño con un espacio 
determinado "el espacio que ocupa", pero 
rectifica y responde con una expresión 
relativa "el espacio que puede ocupar".
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A: Dos.
E: ¿Y aquí?
A: Tres.
E: Luego, entonces puedes decir: Porque en 
la clase de Miguel hay dos unidades de 
superficie por cada niño y en esta hay tres 
unidades de superficie por cada niño.
A: Lo escribo. Por menor...
E: Lo escribes así.
A: Por una diferencia...
E: O porque aquí, si quieres, tienen más 
superficie por cada niño.
A: Por eso.
E: Es decir, que tú..., pero ahora fíjate en 
el razonamiento. Tú puedes decir...¿Qué te 
ha hecho decidir? (Le señala el lugar para 
justificar la respuesta.) Que en la clase de 
Marta hay más superficie por cada niño. 
¿Te sirve esa respuesta?
A: Sí.
E: Vale.
A: (Escribe: "Que en la clase de Marta 
cada niño tiene un  espacio mayor para 
moverse".) (Parece que lee al mismo 
tiempo que escribe, en voz muy baja, y 
cuando termina lo vuelve a leer.)
E: Volvemos ahora, otra vez, al primero.
A: (Parece que lee de nuevo el problema y 
que va a leer la respuesta, que había 
escrito anteriormente.)
E: Si quieres tapamos así. (Le tapa con un 
folio lo que había escrito antes.)
¿Igual te acuerdas?
A: Tres (puntea las unidades de la 
primera fila del campo de Miguel), doce.
En el campo..., a ver, en el campo de 
Marta ahora.
E: En el campo de Marta ahora, ¿por qué?
Parece que tiene una tendencia a relacionar 
aditivamente ("Por una diferencia ...").
Como la justificación que ha de escribir, se 
corresponde a un razonamiento de tipo 
inverso, parece que tiene dificultades para 
explicarla.
Ver lo escrito en la hoja de trabajo del 
segundo problema, figura 3.4.2.
Ver la hoja de trabajo del primer problema 
de la serie de este nivel, figura 3.4.1.
Parece que ahora Alvaro quiere comparar 
las razones de densidad mediante una 
normalización del tipo "por cada".
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A: Porque en el espacio... Un niño de éstos 
puede ocupar más rectángulos que...
E: ¿Cuántos puede ocupar aquí?
A: Tres.
E: ¿Y aquí?
A: Dos.
E: (Le da la vuelta a la hoja del problema.) 
Luego, entonces podrías escribir aquí, si 
quieres, más apretados en el de Marta, 
perdón, más apretados en el de Miguel 
porque...
A: (Empieza a escribir en la parte 
posterior de la hoja.)
En el de ... ¿Cuál era?
E: Miguel.
A: En el de Miguel. (Escribe: "Mas 
apretados en el de Miguel ya que los niños 
de la clase de Marta tiene una mayor 
superficie para moverse".)
(Termina de escribir y tira el lápiz)
E: (Lee la respuesta que ha escrito ahora 
Alvaro.)
A: Para moverse claro.
E: (Le da la vuelta a la hoja y le muestra 
su respuesta anterior.) ¿Entonces ésto, 
estaría bien o mal?
A: Mal.
E: Mal.
A: Seguro.
E: Y has visto tú, que tu primera idea, aquí 
ya no te la creías muy bien. ¿Verdad que 
estabas dudando?
Continuaremos haciendo otros.
A: (No lee el enunciado, directamente 
empieza a contar las unidades de
■m
W *r. T-'*'
Figura 3.4.5 
Puede interpretarse que la frase que ha 
escrito Alvaro está implicito la expresión 
normalizada "cada uno de los niños".
Considerando satisfactoria la actuación 
de Alvaro en este nivel, se le propone el 
primer problema de la serie en el siguiente. 
La tarea Razones iguales que forma parte 
del cuestionario de lápiz y papel.
No inicia la resolución con un 
comportamiento aditivo, como el que usó 
en el primer problema del nivel anterior.
Segundo nivel
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superficie.) Doce, dieciseis. (Piensa un 
tiempo...) Igual.
E: ¿Igual?
A: Dieciséis cuadrados tiene éste, doce 
éste. Aquí tienen seis niños, por lo tanto 
dos cuadros para cada niño. Aquí tienen 
ocho niños, dos cuadrados para cada 
niño.
E: Luego, entonces podrías ponerlo...
A: Igual. (Escribe: "Igual", en el lugar para 
la primera respuesta.)
E: Y ahora escríbelo. Todo lo que me 
acabas de decir.
A: Número igual de..., número igual de 
superficie por ejemplo.
E: Número igual de superficie para cada 
niño.
A: (Escribe: "Numero igual de superficie 
para cada niño".)
E: Luego entonces..., ¿los coches te gustan?
Directamente se decide por hacer una 
comparación normalizada, como la que 
utilizó en la última parte de la resolución 
de los problemas del primer nivel.
En el colegio es la  h o ra  del recreo. Los n in as  de la  clase de  M aría  y  
d e  la clase de Ju an  van  a s a lir  a ju g a r  al p a l l a  C ad a clase llene un 
cam p o  p ara  ju g a r  a la  pe lo ta .
CAMPO DE JUEGO 
DE LA CLASE DE MARIA
NIÑOS QUE JUEGAN 
A LA PELOTA
I
CAMPO DE )UEGO 
DE LA CLASE DE JUAN
NIÑOS QUE JUEGAN 
ALAPELLHA
a)¿En qué campo jugarin m is  apretado* lo* niAoa, en el de la dase 
de María o en el de la daae de Juan?
b)¿Q ué te ha  hecho d e d d ir  qu e  lo* nIAos Jugarán  m is  ap re tados?
 UllnrlM- i t ju n i  A  mri*' w .y J T ----------------
Figura 3.4.6 
Ha resuelto el problema satisfactoriamente 
mediante una comparación normalizada 
"igual de superficie para cada niño". Por 
tanto, se le propone el primer problema 
del tercer nivel. Uno de la serie Densidad 
de tráfico, en el que las razones y las 
cantidades son distintas.
Tercer nivel
A: (Lee el problema.)
E: Sabes lo que significa tráfico denso.
A: Sí, el tráfico..., o sea, no está fluido.
E: No está fluido.
A: No hay mucho. Cuatro, doce.
(Cuenta los coches en Escultor Capuz.)
E: Aquí hay doce coches. ¿Y aquí?
A: Nueve, dos, dieciocho. (Cuenta los 
coches, primero los de la columna y luego 
duplica) Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis
Parece que tiene un problema de conteo al 
contar los coches de la calle L. Oliag. 
Después da un resultado entero (dos), que 
se correponde con la parte entera de la 
división de dieciocho entre ocho.
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siete y ocho. (Cuenta las unidades de 
superficie.) Dieciocho entre ocho a dos.
E: Cuenta otra vez ahí. (Le señala los 
coches de L. Oliag.)
A: Un, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho. Tres..., tres, seis, ocho. Dieciséis. 
Dieciséis entre, uno, dos, tres, cuatro, 
cinco, seis, siete, ocho, son a dos.
Y doce entre cuatro a tres.
Aquí estarían más fluidos. (Se refiere a la 
calle Luis Oliag.)
E: Aquí estarían más fluidos. ¿Entonces 
cómo contestarías a la pregunta?
¿Dónde el tráfico es más denso?
A: En la de Escultor Capuz, José Escultor 
Capuz.
E: Luego, entonces...
(Señala el lugar para la respuesta.)
A: (Escribe: "Escultor Capuz".)
E: Y ahora ahí, ¿qué pondrías?
(Señala el lugar para la justificación.)
A: Pues ahí..., lo que hice ha sido una 
división en gobal. He hecho, si son aquí 
dieciséis coches y aquí hay ocho 
rectángulos por lo tanto serán dos para 
aquí. Aquí hay cuatro y doce, cuatro entre 
doce son a tres, a tres coches por cada 
rectángulo.
E: Entonces...
A: Pues entonces, ¿qué pongo?
E: ¿Qué pones?
A: Debido a...
E: No. Tú quieres poner que hay tres 
coches por cada rectángulo. Si tú miras el 
contexto, lo que te están diciendo, puedes 
poner que circulan tres coches por cada 
unidad de superficie.
A: (Al mismo tiempo que escribe va 
diciendo algunas palabras sueltas.) 
(Escribe: "Que circulan menos coches pero 
esta calle es mucho más pequeña que la 
otra".)
En algunos calles de Valende el Ayuntamiento ha puesto paneles 
luminosos que trisan  cuando el tráfico es denso.
Es la hora de la salida del trabajo y la gente coge el coche para 
volver a  au casa.
CALLE COCHES QUE CIRCULAN
ESCULTOR CAPUZ POR ESA CALLE
— a ------------1
a sg jg Benr a—i 
CQ3 E tD  f e B
t t i  h-A IH
CALLE COCHES QUE CIRCULAN
LUIS OUAO POR RSA CAI I.P.
ggBCD
I   |   | 3 3 3  SC D¡ ; (ZDGDBJ----- a----- 1----- j----- ¡ g¡XCT~l
ana~R
□aas
IOBMEB
a)¿En qué calla circularán los coches más apretados, en la de 
Escultor Capuz o en la de Luis Oliag?
— fxi.rta, Gifidr-------------------------------------
b)¿Q ué  te ha hecho decidir que los cuches d rcularin  m ás apretados?
______ Ü  .  t j t r r . S r u t .  c t I / w »  r ^ r S L ,  j T » .  ~ 1 -  p>
— uxsUl— garfiarrn— ay» I_________________________________________
Figura 3.4.7 
Después de volver a contar, compara los 
resultados normalizados "dos coches por 
unidad de superficie" y "tres coches por 
unidad de superficie". En principio 
concluye con un razonamiento de tipo 
inverso: donde hay menos coches por 
unidad de superficie el tráfico será más 
fluido.
A la pregunta ¿dónde es más denso?, 
contesta mediante un razonamiento de 
tipo directo: donde hay más coches por 
unidad, el tráfico es más denso.
Alvaro indica que ha hecho un reparto 
mediante una división. Parece que 
compara los repartos y no las razones, 
aunque usa la expresión para la 
normalización "por cada rectángulo" .
Le invita a que ponga su justificación de 
usando la expresión "por cada".
La respuesta que escribe indica que tiene 
una tendencia a comparar cualitativamen­
te y concluir la igualdad mediante una 
compensación, tal como hizo en un
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E: (Lee la respuesta que ha escrito.)
A: (La lee al mismo tiempo.)
E: Pero, ¿exactamente eso?
Tú habías dicho algo más concreto.
A: Sí, bueno..., circulan tres mientras que 
en el otro circulan dos.
E: Que aquí circulan tres por cada unidad 
de superficie mientras que aquí circulan...
A: Dos.
E: Dos por cada unidad de superficie. 
Bueno, vale.
momento de la primera resolución del 
primer problema del primer nivel.
Aunque omite la referencia a la unidad de 
superficie, puede entenderse que se refiere 
a una comparación de dos cantidades 
intensivas unitarias.
Se considera satisfactoria su actuación en 
este nivel y le propone el primer problema 
del siguiente. Se trata de uno de la serie 
Iluminación, en el que las razones son 
iguales y la información es gráfica y 
numérica.
Cuarto nivel
A: (Lee el problema.)
Treinta y seis en Escultor José Capuz y 
veinticuatro en Luis Oliag.
(Golpea con el lápiz en la mesa. Dice 
algunas palabras que no se entienden.)
La de Luis Oliag.
E: ¿La de Luis Oliag?
A: Bueno espera, como...
E: ¿Por qué habías decidido antes la de 
Luis Oliag?
A: Porque cuando..., porque cuando la 
calle sea menor, o sea, cuando la calle sea 
menor y más bombillas haya, la calle será 
más llena de bombillas, por lo tanto habrá 
más...
E: Más luz.
A: Más colores, más luz, de todo, pero no 
me he dado cuenta del número de 
bombillas, por lo tanto vamos a ver...
A seis. (Parece que ha resuelto alguna 
operación mentalmente.) Igual.
E: Igual. ¿Por qué?
A: He hecho: veinticuatro lo he dividido 
entre cuatro, a seis, a seis bombillas por
Se acercan laa (alia* y  taa comisiones felinas quieren iluminar parle 
de su calle.
TROZO DE LA CALLE NUMERO DE BOMBILLAS
ESCULTOR CAPUZ QUF. TIENEN PARA
QUE SE QUIERE ILUMINAR ILUMINAR LA CALLE
TROZO DE LA CALLE NUMERO DE BOMBILLAS
LUIS OLIAG QUE TIENEN PARA
Ql IR SE QIJIFRR ILUMINAR ILUMINAR LA CALLE
al¿Qu¿ trozo da calle astarí mejor iluminado, al da Escultor Capo* 
o el de Luis Oliag?
. ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
b)¿Qu¿ te ha hecho decidir qué trozo catará mejor iluminado?
 Bh Pr.. ntritA ííA  rlt H ^ aad  tj iL im  xL mhaáa---
A  ÜnrrrAAv Al ínin. .vA .----------------------------------------
En un principio tiene un centramiento en 
parte de la información, las superficies, y 
toma la decisión a partir de una 
comparación de cantidades de la misma 
especie (clase 223). Prescinde del número 
de bombillas que iluminan la calle y 
piensa: si la calle es menor, entonces 
tendrá más iluminación. Aunque la 
comparación cualitativa que hace de las 
cantidades de bombillas no se
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cada trozo. Después, treinta y seis lo he 
dividido entre doce.
Entre,uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis. 
(Puntea con el lápiz las casillas al mismo 
tiempo que cuenta.)
Entre seis, entre seis, y me da seis.
Por lo tanto, como este número más seis, 
serán treinta y  dos, una solución más 
(señala una casilla en la calle de arriba), 
más otros seis serían otra solución (señala 
otra casilla de arriba). Y sería como la 
calle Escultor Capuz. Pues serían igual.
E: Luego, ¿entonces qué pondrías tú 
ahora? (Señala el lugar para la respuesta.)
A: Igual.
E: Igual.
A: (Escribe: "Igual".)
E: Y ahora escribe debajo.
A: Me ha hecho decidir... Me ha hecho 
decidir... Me ha hecho decidir que estarán 
igual de iluminados por la cantidad de 
bombillas y espacios.
E: ¿Por la cantidad de bombillas y 
espacios?
A: O sea el espacio que tiene cada calle.
E: Luego entonces escribe.
A: (Escribe: "Por la cantidad de espacios 
y de-bomb el número de bombillas de cada 
calle".)
E: (Lee la respuesta de Alvaro.) ¿Cuántas 
bombillas hay aquí por cada espacio?
A: Seis.
E: ¿Y aquí?
A: Seis.
E: Está bien.
corresponde con la información que hay en 
el problema.
Tras cuestionarlo compara los repartos 
por unidad de superficie y concluye que la 
iluminación es igual.
Para la comparación y justificación, 
Alvaro parte del número de bombillas que 
hay en la calle Luis Oliag (24) y dice que le 
añade una solución (seis bombillas por 
unidad), pero se equivoca en el cálculo 
mental, y después le añade otra solución y 
le daría como en la otra calle. Su solución 
es una construcción progresiva añadiendo 
o contando de seis en seis.
Vuelve a ponerse de manifiesto que tiene 
una tendencia en este problema a 
comparar, sólo, las superficies.
Le formula de nuevo la pregunta de forma 
que incluye la expresión "por cada".
Se considera satisfactoria su actuación en 
este nivel y le propone el primer problema 
del siguiente, Repoblación de bosques. Se 
trata de uno en el que las razones de 
densidad que ha de comparar son iguales 
y las superficies están doblemente 
discretizadas.
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Quinto nivel
A: (Lee el problema.)
E: Sabes lo que significa que el bosque sea 
espeso o denso.
A: Que la vegetación sea abundante, creo.
E: Muy abundante.
A: Todos estos árboles por cada trocito de 
éstos. (Señala una unidad de superficie de 
la parcela.) Por cada...
E: Vamos a ver.
A: Por cada parcela.
E: Una parcela es ésto. (Le remarca la 
línea gruesa que delimita las parcelas.)
A: Éso.
E: Éso es una parcela.
A: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, 
siete... Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, 
siete, ocho y nueve. (Cuenta los árboles 
que hay que plantar en el monte B.)
E: Ahí hay nueve.
A: (Observa y piensa durante un tiempo.) 
Igual, ¿podría ser?
E: Igual podría ser. ¿Por qué? ¿Qué has 
pensado?
A: A ver, son tres árboles, y como... 
tres árboles aquí, (señala una unidad de 
superficie en el monte A) tres árboles aquí, 
(señala la otra unidad de superficie) 
entonces eso sería seis árboles en la 
parcela, pero como esta parcela es mayor, 
aunque haya más árboles, o sea, tres 
árboles más, en este caso, al ser mayor la 
parcela no se notaría tanto.
E: En principio has pensado comparar 
esto nada más. (Le señala las dos parcelas 
simultáneamentos con los dedos.) 
Pensamos igual que en los otros
Los bosques de dos montes se han quemado.
En d  día del árbol invitan a uno* niAos a cvpublaxluv.
Pan que los niños sepan ddnde hay que plantar los árboles se 
han parcelado los dos monles.
Loa técnico* han  dado las siguientes Instrucciones:
UNA PARCELA DEL 
MONTE A
UNA PARCELA DEL 
MONTE B
ARROtTAQUE HAY QUE 
PLANTAR POR PARCELA
ARBOLES QUE HAY QUE 
PLANTAR POR PARCELA
C uando crezcan lo t árboles,
¿qué bosque resultará m is  espeso o denso?
 1CfJí_______________________
¿Q ué le ha hecho decidir qué bosque será m ás espeso? 
m a ^ I n  A i  A ,  a j a  a a á l g t  A-
Figura 3.4.9 
(Lo escrito como respuesta y justificación 
corresponde a una acción posterior.)
Parece que quiere hacer una comparación 
normalizada utilizando la expresión "por 
cada", pero tiene dificultades para 
interpretar el enunciado. Pues, para 
normalizar toma como unidad de 
superficie la parcela.
Empieza haciendo una distribución de tres 
árboles por unidad de superficie en la 
parcela del monte A y encuentra una 
cantidad intensiva unitaria: seis árboles en 
la parcela. Después justifica la igualdad 
partir de una compensación cualitativa: 
aunque haya más árboles, al ser mayor la 
parcela no se notaría tanto, pues la nueva 
cantidad intensiva unitaria es distinta 
(nueve árboles en la parcela B).
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problemas. ¿Cuántas unidades de 
superficie hay aquí?
A: Dos.
E: Dos. ¿Y aquí?
A: Tres.
E: ¿Cuántos árboles hay por cada unidad 
de superficie?
A: Tres, tres.
E: ¿Y aquí?
A: Tres.
E: Tres. Luego, entonces tú ¿qué 
razonamiento harías?
A: Igual, pero...
E: Igual, pero no te fias.
A: Pero, a ver...
E: ¿Porqué no haces una cosa? Pintas aquí 
los árboles. (En las parcelas.)
A: No, no, no. Por ejemplo, entonces sería 
tres...
E: Una forma de ayudar a discurrir es 
pintar.
A: Pero no pinto muy bien. Tres, aquí 
había seis árboles más, pero como el 
bosque aquí..., la parcela ésta es más 
grande, la vegetación aunque hubiera más 
se quedaría reducida, al ser más grande.
E: Vamos a ver..., a ver si nos pintamos 
algo. (Toma una hoja con una cuadrícula 
de medio centímetro, a la izquierda 
empieza a dibujar una unidad de 
superficie, un rectángulo de dimensiones 
2x6.) Imagínate que tenemos los dos 
bosques (traza una línea vertical con un 
rotulador para dividir la cuadrícula en 
dos partes), si uno pone estas parcelas, el 
bosque... Lo que ocurre es que uno al final 
lo hace de esta manera (continúa 
dibujando unidades de superficie). Hay 
muchas parcelas, con muchas unidades de 
superficie. ¿Cuántos has puesto aquí? (Le
El entrevistador quiere que Alvaro vuelva 
a utilizar la comparación normalizada. Es 
decir que haga una comparación que utilice 
la expresión "por cada...".
Hace las dos distribuciones, sabe que son 
equivalentes, pero no tiene claro que sea lo 
mismo. Tal vez la doble discretización de 
las superficies de los dos montes, primero 
en parcelas y, luego, éstas en unidades de 
superficie, le dificulta la comprensión.
Alvaro no quiere pintar, y por ello insiste 
en que la distribución es tres árboles por 
unidad, pero como duda vuelve a usar la 
estrategia de compensación cualitativa.
Figura 3.4.10 
El entrevistador pretende, con la visuali- 
zación, disminuir el efecto negativo que 
produce en Alvaro la doble discretización 
y la abstración que supone imaginarse un 
bosque entero a partir de una parcela del 
mismo.
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señala la unidad de superficie dibujada 
arriba a la izquierda.)
¿Cuántos en cada unidad de superficie?
A: Tres.
E: (Escribe: "3" en la unidad de superficie 
que había señalado.) ¿Y aquí? (Le señala 
otra unidad de superficie.)
A: Tres.
E: (Señala otra unidad de superficie.) 
A: Tres. Todo tres.
Alvaro identifica lo que es constante: Tres 
por cada unidad de superficie dibujada. 
Sólo usa en su verbalización la cantidad 
extensiva que forma parte de la expresión.
E: Todo tres, todo tres. (Escribe: "3", en 
todas las unidades de superficie, en total 
quince, cinco filas de tres unidades.)
A: En una unidad.
E: En una unidad siempre, ¿no?
Luego cuando crezca el bosque estarán... 
Daría igual que las... Lo que nos está 
diciendo ahí, es que en este bosque 
(señala en la parte superior de la hoja del 
problema Repoblación de bosques el 
monte A) las unidades son de ésta... 
(remarca con el rotulador negro el 
perímetro de las parcelas de dos unidades 
de superficie). Y pone una así, luego pone 
otra así, luego pondría otra aquí bajo. (A 
la izquierda, en la primera columna de 
unidades de superficie y utilizando la 
quinta unidad pinta otra parcela, pero la 
segunda unidad de superficie está vacía, 
no tiene nada escrito.) ¿Pero aquí cuántos 
habría? (Señala en la unidad de superficie 
vacía.)
A: Seis.
E: ¿Y aquí? ¿En esta unidad de superficie 
cuántos pondríamos?
A: Pues...
Alvaro se refiere a los seis árboles en la 
parcela A y no en la unidad de superficie.
E: Siempre poníamos tres, ¿no? 
A: Sí.
E: Es decir que tú en cada parcela pones 
seis, pero en cada unidad de superficie 
pones ...
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A: Pongo tres.
E: Pones tres. Si nos vamos al otro bosque. 
En el otro bosque ocurre, que por las 
características del terreno, lo que hace es 
que las parcelas son...
A: Mayores.
E: Son mayores, pero también... (Dibuja 
dos parcelas mayores que las anteriores y 
las divide en tres unidades.) ¿Entonces 
qué ocurre? También ponen tres, ponen 
tres, ponen tres, ponen tres, ponen tres, 
ponen tres. (Al mismo tiempo ha escrito: 
"3" en cada unidad de superficie.)
Si lo hubiéramos dibujado bien todas las 
unidades de superficie serían...
A: Iguales.
E: Iguales. Éste sería el bosque A y éste 
sería... (Escribe: "A", en la parte de arriba 
de la media cuadrícula, y "B" en la otra 
media.)
A: El bosque B.
E: El bosque B. Luego entonces volverías a 
llenar... (Dibuja dos nuevas parcelas y sus 
unidades de superficie en el bosque B.) 
(Escribe: "3" en la unidades de superficie.) 
Y siempre lo llenarías...
De la misma forma, ¿no?
Luego cuando el bosque creciera y se 
hiciera grande, ¿cómo sería la organización 
de los dos sitios?
A: mm...
E: Sería igual. Por cada unidad de 
superficie habría tres pinos o tres abetos o 
tres lo que fuera.
¿Qué es lo primero que tú has dicho?
En esta parcela, ¿cuántos árboles hay por 
unidad de superficie? (Señala la parcela 
de arriba en la hoja del problema 
Repoblación de bosques, la del monte A.)
A: Tres.
E: ¿Y en ésta? (Se refiere a la del monte B.) 
A: Tres.
E: Pero tú..., te hacía dudar el tamaño de
Con esta visualización se pretende que 
Alvaro vea que los bosques tienen más 
parcelas, que la cantidad intensiva 
"árboles por unidad de superficie" es 
constante y, en consecuencia, que las 
distribuciones de los árboles son 
equivalentes.
No acaba de aprehender la constancia de 
la cantidad intensiva.
Continúa dudando sobre la equivalencia 
de las distribuciones y, por tanto, de la 
igualdad de las dos razones de densidad.
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las parcelas. (Le señala simultáneamente 
las dos parcelas con los dedos.)
A: Sí. (En voz muy baja mientras asiente 
con la cabeza.)
E: Cuando tú hagas este tipo de ejercicios 
tienes que mirar siempre lo que hay por 
cada unidad de superficie. Entonces de 
esta forma también lo hemos hecho antes 
con los niños, ¿no? Cuando jugaban, tú 
has hecho primero una táctica, después 
has visto que cuando cambias el problema 
la táctica no te gustaba, pero que cuando 
hacías por cada unidad de superficie... 
Pero entonces ahora aquí, ¿qué pasaría en 
éste? (Señala la parcela superior en la hoja 
del problema.) ¿Cuántos árboles hay por 
unidad de superficie?
A: Tres.
E: ¿Y en éste? (Se refiere al monte B.)
A: Tres.
E: Luego, los dos bosques...
A: Serían iguales.
E: Tendrían... No serían iguales, la 
respuesta es...
A: La densidad...
E: La densidad sería la misma.
O sea que tú intuitivamente..., como tú me 
has dicho antes.
A: (Escribe: "Igual" en el lugar para la 
primera respuesta.) Los árboles que 
crezcan será..., no, el nombre de árboles de 
cada... (Ha escrito: "El nombre de arboles 
de cada unidad de superficie".)
E: Aquí has escrito una cosa en 
valenciano.
A: El nombre.
E: El nombre como número. El número de 
árboles, porque en valenciano número es 
nombre, pero está bien. Para eso uno es..., 
hablamos de las dos maneras.
Le recuerda los primeros problemas de la 
entrevista, en los que los niños jugaban con 
la pelota.
No parece que compare las dos razones de 
densidad.
Ver lo escrito en la hoja de trabajo del 
problema Repoblación de bosques (figura 
3.4.9).
Alvaro ha tenido un  lapsus lingüístico, ha 
utilizado la expresión en valenciano 
"nombre", cuyo significado es número, 
para indicar la cantidad de árboles. Usa 
en su justificación una expresión 
normalizada "de cada unidad".
Se considera satisfactoria la actuación de 
Alvaro en este nivel y se le propone el 
primer problema del siguiente. Uno de la 
serie Aparcamientos en el que las razones 
son iguales.
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Sexto nivel
E: Volvemos a hacer cosas con coches.
A: (Parece que lee el problema, pero no lo 
hace en voz alta.)
E: ¿Ya lo has leído?
A: Sí, sí. Estoy pensando ahora.
El aparcamiento A.
El aparcamiento A estaría más lleno.
E: El aparcamiento A estaría más lleno. 
¿Por qué?
A: Porque... O sea los huecos que se han 
dejado vacíos. Los huecos que se han 
dejado vacíos ahí, ahí, ahí, ahí y ahí 
(señala distintas plazas libres) son los 
mismos, o sea, aunque este coche, éste y 
éste deberían estar aquí, para ser igual. 
Aunque éste ahí ocupa un espacio, no 
tienen por que estar iguales y aquí, sin 
embargo, falta un coche.
E: Falta un coche. ¿Cuántos coches hay 
aquí? (Señala en el aparcamiento A.)
A: Hay pues..., hay diez.
E: ¿Y aquí?
A: Nueve.
E: Entonces piensas que aquí está más 
lleno porque hay más coches.
A: Bueno vamos a ver. Solamente es una 
idea, es una intuición. Habría que contar 
las casillas, o sea los aparcamientos que 
están libres. Una, dos, tres, cuatro, cinco, 
seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce, 
trece, catorce, quince, dieciseis, diecisiete y 
dieciocho. (Puntea con el lápiz las plazas 
libres del aparcamiento B.)
Dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, 
nueve, diez, once, doce, trece, catorce, 
quince, dieciseis, diecisiete, dieciocho, 
diecinueve y veinte. (Puntea con el lápiz 
las plazas libres del aparcamiento A.)
Dos más. Serían, dos más, los 
aparcamientos que están libres. A ver, dos 
aparcamientos estarán libres.(Balbucea
APARCAMIENTO A AfAKCA MJENjü ,g
S33_ C=D_
33R SED H Ihi
bcb’
55"
“¿B
CCB ¿ B
O »
ém  cxT j á  '
¿5B ~ ¿D
¿Cual Ha loa d i»  aparra  mí pntna d e m rh en  n w i  q u e  n l j  m i*  lim o ?
Explica la respocsta:
Figura 3.4.11
Compara cantidades de la misma especie, 
primero los huecos vacíos y luego las 
cantidades de coches, que es la que tiene 
en cuenta para tomar la decisión.
Al cuestionarle, duda de su respuesta 
anterior, basada en el número de coches y 
en un razonamiento directo.
Ahora cambia de estrategia, se da cuenta 
de que hay unos datos que no ha tomado 
en cuenta (las plazas libres) y da una 
respuesta distinta basada en un 
razonamiento inverso. Si hay más plazas 
libres (espacio sobrante) está menos lleno. 
En este problema no puede utilizar "por 
cada unidad...", pues la situación es 
estática y la asociación una plaza un 
coche parece inevitable.
En ambos casos se centra en parte de la 
información para tomar una decisión. No 
parece que desarrolle una estrategia de
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algunas palabras mientras piensa.)
Éste puede estar más lleno.
(Señala con el lápiz el aparcamiento B.)
E: Antes habías dicho que éste estaba más 
lleno. (Señala el aparcamiento A.)
A: ¡Ah! Era una intuición.
E: ¿Era una intuición?
¿Y cual era la primera intuición?
A: Número de coches.
E: Número de coches. ¿Y ahora?
A: Número de sitios.
E: Y ahora, mirando las plazas que hay 
vacías dices que éste está más lleno 
(señala el aparcamiento B), porque hay 
menos plazas vacías.
A: No, porque aquí hay más coches.
No aquí hay menos coches (señala el 
aparcamiento B), pero aquí (señala el A) 
sobran dos plazas.
E: Luego si sobran más plazas vacías, 
aqu, (señala el A). Éste está más lleno 
(señala el B).
A: Sí.
E: Éste es tu razonamiento ¿no?
¿Entonces vamos a ver qué ocurre? 
Hagamos un poco más pequeño el 
aparcamiento.
A: (Observa el problema y no lee en voz 
alta.) A ver, aquí hay, dos, cinco, dos, 
cinco, diez. (Ha punteado con el lápiz los 
coches del aparcamiento A por columnas.) 
Aquí cuatro, cinco, seis, siete, nueve. (Ha 
punteado con el lápiz los coches del B por 
columnas.) Diez y nueve.
Sería lo de antes (señalando el lugar para 
las respuestas), pero es que ya lo de antes 
no ha sido..., no me he fijado bien.
Una plaza es un coche, entonces como hay 
dos plazas más..., aquí había dos plazas 
más (indica en la hoja del problema 
anterior, y se refiere a que había dos 
plazas vacías más en uno que en el otro), 
como aquí había dos plazas más, una 
plaza le he quitado, entonces...
tipo aditivo, no hace la diferencia entre el 
antecedente (número de coches) y el 
consecuente (número de plazas), sino que, 
en ambos casos, compara cantidades de la 
misma especie. Es decir, que tiene una 
actuación ubicada en la categoría segunda.
Se da cuenta de la contradicción entre sus 
dos afirmaciones, pero intenta justificar 
sus dos estrategias y por tanto sus dos 
decisiones.
Como su actuación no es satisfactoria, se 
le propone el segundo problema de la 
secuencia de este nivel. Otro de la serie 
Aparcamientos, que tiene distintas 
cantidades y las razones son iguales, pero 
no equivalentes a las del problema 
anterior.
¿Cual da lo* do* aparcamiento* da cocha* craa* qua aati m ié llano?
Explica la respuesta:
A\ 0
Figura 3.4.12
(Aparecen unos números al final de la página que 
corresponde a una acción posterior.) 
Vuelve a centrarse en el número de plazas 
vacías para tomar la decisión. Ahora hay 
10 plazas vacías en el A y 9 en el B, sólo 
una de diferencia. Parece que intenta 
comparar este dato con el que había
APARCAMIENTO B
OLE
■3
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APARCAMIENTO A
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(Señala en el B del ejercicio que está 
haciendo ahora.)
Sería igual, otra plaza le sumaría al otro y 
ya sería más grande, o sea, estaría menos 
lleno.
E: ¿Estaría menos lleno éste?
(Señala el A.)
A: Sí.
E: Porque sobran más plazas.
A: Dos plazas que quitan dos coches.
E: Luego, entonces... ¿Y aquí qué 
ocurriría? ¿Estaría más... lleno?
A: Sí, vamos a ver, aquí dos plazas.
Aquí éste tiene dos plazas más.
(Ha dejado el lápiz y señala el A con el 
dedo.) Tres.
Éste tiene dos plazas más, aquí tiene diez. 
(Señala en el A.)
E: Cuenta primero. (En ese momento 
Alvaro está contando los coches del 
aparcamiento B y los puntea con el dedo.) 
¿Cuántos coches hay aquí? (Señala el A.)
A: Diez.
E: Escribe. (Le indica el final de la hoja de 
trabajo.) Así, por que luego la memoria...
A: (Escribe: "10" al final de la hoja a la 
izquierda.) Aquí nueve. (Escribe: "9" a la 
derecha de lo anterior.)
E: Aquí nueve.
¿Y cuántas plazas vacías? (Señala la 
segunda columna del A.)
A: Tres en la caja de dos plazas.
E: Cuéntalas primero.
A: Una, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve y diez.
(Ha punteado las plazas vacías del A con 
un lápiz mientras contaba.)
E: Escribe diez plazas vacías. (Le señala 
debajo del 10 que había escrito.)
A: (Escribe: "10" debajo del diez que
obtenido en el problema anterior (dos de 
diferencia) y compensarlo 
cualitativamente con el tamaño de los 
aparcamientos. Su conclusión es que 
ocurre lo mismo que en el problema 
anterior: está más lleno, el que tiene menos 
plazas vacías.
Se refiere a que en el A caben dos coches 
más.
Parece que se refiere al resultado de sumar 
las dos plazas anteriores (dos plazas que 
quitan dos coches) con la una que queda 
libre, pues hay un coche menos en el B.
Ver la figura 3.4.12
Parece que se refiere al tres que había 
dicho antes.
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había escrito antes.) Dos, tres, cuatro, 
cinco, seis, siete, ocho y nueve.
(Escribe: "9", debajo del nueve que había 
escrito antes y tira el lápiz.)
E: Antes sí que había una diferencia de 
dos plazas, pero al cambiar..., no se 
mantienen los números.
Entonces debes pensar ahora en este 
problema. Entonces aquí hay, ahora, una 
plaza más vacía (Señala el A.)
¿Entonces dónde estaran...?
A: Igual.
E: ¿Igual?
A: Pero las condiciones... es que ...
Pero si aquí hay una plaza más 
(señala con el dedo los dos "10" que ha 
escrito), entonces éste tiene la ventaja de 
una plaza, pero también tiene un coche de 
más.
E: A ver...Pensemos en un problema un 
poco más fácil. Hagámos más pequeño 
el... y los vamos a poner de otra manera.
A: (Observa el problema pero no lo lee en 
voz alta.) Uno, dos, tres, cuatro y cinco. 
(Puntea con el lápiz las plazas vacías del 
A.)
Uno, dos, tres y cuatro.
(Puntea los coches del A, pero no cuenta 
en voz alta, y señala las plazas vacías.) 
Igual.
E: Igual. ¿Por qué?
A: A ver, si... (Observa y piensa de nuevo 
el problema.) Sí, igual
E: Igual.
A: Porque cada coche su..., enfrente tiene 
una plaza vacía.
(Señala con los dedos los coches y luego 
las plazas en el B, posteriormente encara 
las dos mitades con las manos.)
Igual que en éste (señala el A), pero éste es 
más grande, por lo tanto tendría una 
plaza más, pero tiene un coche más, igual.
E: Igual. Entonces vamos a ver este igual,
No sabe justificar porqué ha tomado la 
decisión de que están igual de llenos. 
Parece que intenta desarrollar una 
estrategia de compensación cualitativa. Su 
razonamiento puede ser: hay una plaza 
vacía más y un coche más entonces está 
equilibrado.
Como continúa siendo no satisfactoria su 
actuación, se le propone el siguiente 
problema de la secuencia del nivel. Se 
trata de otro de la serie Aparcamientos en 
el que que ha modificado la ubicación de 
los coches, se ha disminuido el tamaño de 
los aparcamientos, el tamaño de los 
números en juego y las razones de 
densidad son iguales, equivalentes a las 
del problema anterior.
APARCAMIENTO A ATARCAMlENIg-B
CD
a s SjEB ___
ppp Q 1' >
jX3 ___ ñ
a s □ID.
¿Cual de los doe aparcamiento* de coches crees que esti mis Heno?
___________________________
Eaplica la respuesta:
 MqlwMwk JL tire. AmL M  n n S e f l ,
 d/ ü*.
Figura 3.4.13 
Alvaro no toma la decisión tras una 
comparación de razones. La información 
pictórica le permite asociar un coche con la 
plaza vacía que le enfrenta y afirma que 
en ambos aparcamientos se produce la 
misma situación.
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¿cómo lo podem os interpretar?
Entonces tú... podríamos decir lo mismo 
que antes, que aquí cada coche dispone de 
dos plazas. (Señala el B.)
Hay dos plazas por cada coche.
¿Y aquí? (señala el A)
A: Pero sólo..., soóo hay una, el coche 
ocupa una, no ocupa dos.
E: Pero..., pero ¿cuántas...? Cuando tú 
juegas a la pelota con los niños, ¿cuántas 
plazas...? ¿cuántas unidades de superficie 
había por cada niño?
El coche cuando entra puede ocupar ésta o 
puede ocupar ésa. (Señala las dos plazas 
superiores enfrentadas en el B.)
¿De cuántas plazas dispone cada coche? 
O digamos de una forma...
(Pone el rotulador de forma que divide el 
B en dos partes.) ¿Cuántas plazas tiene el 
garaje?
A: Ocho.
E: ¿Y cuántas ocupadas?
A: Cuatro.
E: Que es...
A: Entre todo.
E: Relativamente ¿cuántas plazas hemos 
ocupado? ¿la mitad?
¿Podríamos decir la mitad?
¿Hemos ocupado la mitad del garaje?
A: Aquí hay ocho.
E: Y has ocupado cuatro.
A: Y has ocupado... Y entra un coche y  
ocupa una. (Indica uno con el dedo.)
E: Una.
A: Un octavo. Ocupa un octavo del garaje.
E: Sí. Luego éste ocupa...
(Señala el segundo coche.)
A: Dos.
Dada la respuesta de Alvaro, el 
entrevistador quiere que use la expresión 
"por cada" en su razonamiento. Ahora 
bien, la situación estática no le permite 
modificar su asociación anterior (un coche 
con una plaza).
A partir de ahora, el entrevistador quiere 
que Alvaro haga una comparación de 
razones relativizada.
N o tiene dificultades para expresar la 
situación relativa mediante una fracción 
unitaria. Hace uso de la relación parte- 
todo para justificar su razonamiento.
E: Dos. Y luego...
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A: Otro octavo del garaje, pero que...
E: Luego, ¿entonces el garaje cómo está de 
ocupado?
A: Medio.
E: La mitad del garaje ocupado.
A: Cuatro octavos.
E: Cuatro octavos que es medio.
A: Cinco décimos.
(Señala con el lápiz el A.) Igual.
E: Igual. Luego podíamos decirlo aquí de 
dos maneras. Hay dos plazas por cada 
coche, aquí hay dos plazas por cada 
coche, estamos diciendo lo mismo, o 
también podemos decir que aquí el 
coche..., el garaje (separa el B con el 
rotulador en dos partes) está la mitad 
lleno y  aquí el garaje está....
(Parte el A con el rotulador.)
A: Igual, la mitad lleno.
E: La mitad lleno, luego entonces ya 
podríamos poner...
A: Igual.
E: Igual.
A: (Escribe: "Igual" en el lugar para la 
respuesta.)
E: Y ahora...
A: Explica la respuesta.
Número de... (Golpea con el lápiz la 
mesa.) Igual de superficie. (Indica con la 
mano los dos aparcamientos.)
A ver, lo que yo no entiendo es una cosa.
E: Dime.
A: Que yo ya no puedo averiguar, pero yo 
no me creo...
Aquí hay ocho, aquí hay diez, ocupan 
cinco y  ocupan cuatro, por lo tanto, si 
aquí quedan cinco y  aquí quedan cuatro 
sería que debería ser mayor.
E: N o significa...
Maneja correctamente la expresión 
fraccionaria de las situaciones. N o usa la 
mitad sino que expresa las dos razones 
como dos fracciones no unitarias: cuatro 
octavos y  cinco décimos y sabe que son  
equivalentes.
A pesar de haber dicho antes que estaban 
los aparcamientos igual de llenos (la 
mitad), continúa comparando cantidades 
de la misma especie (plazas vacías) y  
duda de la igualdad de las razones de 
densidad.
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Es que éste es mayor, pero te están 
preguntando otra cosa.
Te están preguntando ¿cuál de los dos 
aparcamientos crees que está 
relativamente más lleno?
A: Mitad y mitad.
E: Luego, si están mitad y mitad...
A: Pero es que tiene más plazas.
E: Independientemente del tamaño, la 
mitad.
A: Será igual.
E: Independientemente del tamaño...
Por eso dices relativamente más lleno.
Si así tú..., tú sabes calcular la mitad de 
una cosa, tenga el tamaño que tenga.
A: Sí.
E: Es decir, si yo te escribo cien, ¿cuánto es 
la mitad?
A: Cincuenta.
E: Y si es cincuenta ... Y si te digo ahora 
cuarenta ¿cuánto es la mitad?
A: Vein...,veinte.
E: Luego, entonces tú calculas la mitad 
independientemente del tamaño.
Entonces en el aparcamiento A, ¿qué 
garaje está ocupado?
A: La mitad.
E: La mitad. ¿Y en el B?
A: Sí, sí, la mitad.
E: Luego, entonces están relativamente 
igual porque...
A: Igual. (Ha escrito: "Relativamente 
igual" en el lugar para la explicación de la 
respuesta.)
E: ¿Por qué?
A: Se ocupan del mismo modo.
A la pregunta con el término 
"relativamente" responde correctamente, 
pero continúa centrando su atención en el 
número de plazas.
Para la comparación relativa de las dos 
situaciones, es necesario que Alvaro no 
tenga en cuenta el tamaño de los 
referentes, por ello el entrevistador le hace 
calcular la mitad de varios referentes.
Ver la figura 3.4.13.
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E: En los dos están ocupadas la mitad de 
las plazas.
A: (Termina de escribir la explicación que 
queda así: "Relativamente igual porque en 
los dos se ocupa un 50% de las plazas".)
E: Luego, entonces ya ves que puedes 
responder independientemente del 
tamaño, lo mismo que nos ocurría antes 
con los campos de juego, donde tenías que 
ver la relación que había entre el número 
de niños que juegan a la pelota y  la 
superficie que disponen.
Vamos a ver ahora en éste de aquí.
(Le presenta de nuevo la hoja de trabajo 
del problema anterior, el segundo de la 
serie Aparcamientos.)
A: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve y diez. (Puntea con el lápiz 
mientras cuenta las plazas de la primera 
columna del aparcamiento A.)
Uno, dos, veinte. (Señala en la segunda 
columna.)
Veinte y  dieciocho. (Señalando con la 
mano el B.)
(Vuelve a puntear en el A.) Igual.
E: ¿Igual?
A: La mitad.
E: Luego, nuevamente podrías decir lo 
mismo. Porque fíjate qué ocurrirría si tú, 
este coche lo llevas aquí, éste lo llevas 
aquí, éste lo llevas aquí, éste lo llevas aquí 
y éste lo llevas a aquí. (Ha indicado con el 
lápiz la posibilidad de desplazar los 
coches de la segunda columna a la primera 
en el aparcamiento B.)
Tendrás la mitad lleno y  la mitad....
A: Vacío.
E: Vacío. Luego fíjate que aunque hemos 
hecho ahora más grande...
El problema también es el mismo ¿no? 
Entonces vamos a ver el que teníamos 
aquí. (Le presenta la hoja de trabajo del 
primer problema de la serie de este nivel.)
A: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve y  diez. (Puntea, de arriba a 
abajo, mientras cuenta las plazas de la 
primera columna del aparcamiento A.)
Puede ser que se refiera a las disposiciones 
de los coches en los dos apaparcamientos.
En vez de utilizar la mitad, como hasta 
ahora, utiliza un tanto por cien (50%) para 
expresar que están relativamente igual de 
llenos los dos aparcamientos.
Calcula el número de plazas contanto las 
que hay en una columna y  después 
duplicando.
Ahora responde con la igualdad basada 
en la comparación de las dos razones de 
densidad, para ello hace uso de una 
expresión relativa "la mitad". Antes 
comparaba cantidades de la misma 
especie y por tanto concluía con una 
desigualdad de razones.
El entrevistador le cambia la posición de 
los coches para que Alvaro se dé cuenta 
de que en el segundo problema y  en el 
tercero las situaciones son similares, 
aunque las disposiciones de los coches y  
los tamaños de los aparcamientos sean 
distintos.
Como antes, cuenta en una columna y 
calcula aditivamente el total en A y 
multiplicativamente en B.
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Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve y  diez. (Puntea, de abajo 
arriba, mientras cuenta las plazas de la 
segunda columna del A.) Veinte, treinta. 
N ueve y  veintisiete. (Cuenta las plazas del 
aparcamiento B.)
(Escribe: "30", abajo a la izquierda, y  
"27", a la derecha.)
Uno, dos ,tres, cuatro, cinco... (Comienza 
a contar coches en B.) Uno, dos, tres, 
cuatro, cinco, seis, siete, ocho y  nueve. (Ha 
contado los coches del aparcamiento B.) 
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve y  diez. (Ha contado los 
coches en el aparcamineto A.)
Un tercio cada uno.
E: Un tercio cada uno.
A: Iguales.
E: Luego, entonces ahora podríamos decir 
un tercio cada uno.
A: Igual.
E: O también en cada garaje hay tres 
plazas por cada...
A: Coche.
Figura 3.4.14
Ahora responde con la igualdad de las 
dos razones de densidad haciendo uso del 
expresión relativa "un tercio cada uno".
El protocolo de la entrevista se ha 
terminado y  con el fin de reforzar la 
utilización del término "relativamente" se 
le propone una tarea extra: el problema 
Estadios de fútbol.
Ejercicio extra
E: Vamos a ver. Tú me has dicho que te 
gusta el fútbol, ¿no?
A: N o es el deporte que más me gusta.
E: ¿Cuál es el deporte que más te gusta? 
A ver, por ejemplo, va, dime.
A: El ajedrez.
E: Entonces, el ajedrez para lo que te voy  
a preguntar...
A: El fútbol no me disgusta.
E: No. ¿De qué equipo eres del Valencia o 
del Levante?
A: Del Valencia.
E: O del Barcelona.
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A: No, del Barcelona no.
E: Del Barcelona no. ¿Cuántos campos de 
fútbol hay en Valencia?
A: En Valencia pues... Está el Mestalla y el 
del Levante.
E: Y el del Levante. Luego, entonces 
podíamos hacer...
(Toma un folio y dibuja el óvalo que 
representa un estadio de fútbol.)
Por ejemplo Mestalla.
(Escribe: "MESTALLA ") Y tiene aquí el 
campo de fútbol ¿no? (Dibuja el 
rectángulo de juego.)
Tendríamos el del Levante.
(Abajo dibuja otro óvalo.) 
(Escribe:"LEVANTE".)
Y aquí tendríamos el campo de fútbol. 
(Dibuja el rectángulo de juego.)
¿Cuántos espectadores crees que caben en 
Mestalla?
A: En..., cuarenta mil ciento treinta y 
nueve.
E: Bueno sí, pero con la ampliación... 
Vamos a ponerlo más fácil, con la 
ampliación serán... (Escribe: "60.000" 
debajo de "MESTALLA".)
*U) or»
Figura 3.4.15
A: Sesenta mil.
E: Sesenta mil. Y en el del Levante, que 
también lo quieren ampliar, porque quieren 
hacer un campo olímpico, lo quieren hacer 
de... (Escribe: "40.000" debajo de 
LEVANTE.)
A: Cuarenta mil.
E: Cuarenta mil. Aquí asisten treinta mil 
espectadores. (Debajo del óvalo del 
primer estadio escribe: "Asisten 30.000 
espectadores".)
Y aquí asisten veinte mil espectadores. 
(Debajo del segundo estadio escribe: 
"Asisten 20.000 espectadores".)
A: Igual. La mitad de cada uno de 
espectadores. (Señala con la mano los dos 
estadios simultáneamente.)
E: ¿Luego cuál está relativamente más 
lleno?
KESTA^c* 
60 eco
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A: Igual.
E: Igual, ¿no?
Entonces ves, ¿depende del tamaño?
A: No.
E: No. Entonces podríamos... Si de este 
mismo problema...
(Toma otro folio en blanco.)
... Pusiéramos que ahora el Mestalla ... 
(Dibuja el óvalo del estadio, el rectángulo 
de juego y escribe: "MESTALLA".)
Han asistido pues..., por ejemplo veinte 
mil espectadores. (Escribe: "20000 
espectadores"debajo del óvalo.)
Y aquí en el Levante, en el Levante ... 
(Dibuja el óvalo del estadio, el rectángulo 
de juego y escribe "Levante".) han asistido 
veintemil espectadores.
(Escribe: "20.000 espectadores" debajo 
del óvalo.)
A: En el Levante estaría más lleno.
E: ¿Por qué?
A: Porque...
(Señala con el lápiz MESTALLA.)
E: Aquí eran sesenta mil. (Escribe:
"60.000" debajo de MESTALLA .)
Y aquí eran cuarenta mil.
(Escribe: "40.000" debajo de Levante.)
A: Porque aquí en este dibujo, nos hemos 
fijado en la..., en los espectadores, ¿no? 
(señala con el lápiz los dibujos del 
problema anterior), sino en el campo, en 
los espectadores que pueden caber en el 
campo.
(Señala las capacidades de los estadios.)
Y aquí nos fijamos en los espectadores, 
aquí nos fijamos..., pero espérate.
(Señala ahora los estadios del último 
problema.)
Nos fijamos también aquí 
(eñala con los dedos simultáneamente los 
dos campos), pero vemos que aquí solo ha 
llenado un tercio.
Los espectadores será igual, pero parecerá 
que éste está más lleno.
(Señala el estadio del Levante.)
Sin llegar a formular la pregunta, Alvaro 
contesta que están igual de llenos. En 
ambos casos la mitad del aforo. Ha 
contestado como si se le hubiese 
planteado la pregunta ¿cuál está 
relativamente más lleno?
O & 0 Ó T ü  & -> U
Figura 3.4.16
Ahora se trata de comparar dos razones 
de densidad que tienen los antecedentes 
iguales (20.000 espectadores). El problema 
se puede resolver de varias formas, por 
ejemplo: mediante la comparación de los 
consecuentes y concluir con un 
razonamiento de tipo inverso, mediante la 
comparación de dos razones 
normalizadas del tipo "han asistido uno 
de cada..." y mediante la comparación de 
dos ocupaciones relativas.
En principio manifiesta su tendencia a 
comparar cantidades de la misma especie 
(las capacidades de los estadios), sin 
embargo se da cuenta de que no es éso lo 
que hizo anteriormente. Después parece 
que responde relativizando sus
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E: Vale. Hemos terminado. 
¿Te has cansado?
A: No.
respuestas. En un caso está lleno un tercio 
y en otro más, aunque no expresa el 
término "la mitad".
Ahora se da cuenta de la igualdad de los 
antecedentes ("los espectadores será 
igual") y su conclusión responde a un  
razonamiento de tipo inverso: "el más 
pequeño, parecerá más lleno".
FIN DE ENTREVISTA
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ANEXO 3.5
Transcripción de la entrevista sobre 
Comparación de razones y tanto por cien.
Segundo ciclo
IN FO R M A C IÓ N  G ENERAL
La entrevista  se  ha rea lizado en  el Sem inario d el D epartam en to  d e D idáctica  
de la M atem ática d e la U n iversita t d e V alencia , sito  en  la E scuela  
U n iversitar ia  d e  M agisterio, e l 19 d e ju n io  d e  1998; tu v o  u na d u ración  
aproxim ada d e  una hora, d e las l l h  35m  a las 12 h  35m .
La E scuela U niversitaria  está junto al C oleg io  P úblico  d e  Prácticas, en  su  día  
fué E scuela Aneja a la E scuela N orm al d el M agisterio , y  tien e u n  acceso fácil 
para el a lu m n o  en trev istad o  durante su  jom ada escolar.
A  R od olfo , a lu m n o  d e l cuarto curso con  el n ú m ero  12, se  le  ha se lecc io n a d o  
para en trev istarlo  deb id o  a la actuación  que ha ten id o  al respon d er e l  
cuestionario , ésa  se  p u ed e  caracterizar d e  la m anera siguiente:
a) En el b loq u e d e tareas C om paración d e razones y  tanto por c ien  tien e  
tres com p ortam ien tos d istin tos:
-C om p ara  cantidades d e  la m ism a esp ecie  en  la tarea R efresco de  
lim ón  (clase 2.2.3);
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-T ie n e  u n  centram ien to  en la in form ación  gráfica en  e l seg u n d o
apartado d e la tarea B ocadillos (clase 2.2.5); y
-R e su e lv e  correctam ente las otras tres tareas (clase 1.1.1).
b) En otro tipo d e p rob lem as aparecen com portam ientos com o:
-U n  p red om in io  d e  la op erativ id ad  al reso lver la tarea R ectán gu lo  
(clase 2.3.3);
-T ien e  problem as para cerrar el d ibujo en  la tarea Perro (112); y  
-C om p ara  cantidades de la m ism a esp ecie  en  la tarea R epob lación  de  
b osq u es (clase 2.2.3).
c) R esu elve  con  éx ito  15 d e los 19 prob lem as d el cuestionario.
En la en trev ista  e stu v iero n  presentes d o s in vestigad ores; u n o  d e  e llo s  h iz o  
de ob sevad or y  m anejó la v ídeocám ara, el otro rea lizó  la en trev ista , 
ten ien d o  en  cuenta el p rotocolo  d iseñ ad o  para los a lu m n o s d el seg u n d o  
ciclo. Por e l com p ortam ien to  d e R od olfo  en  la en trev ista , se  p u e d e  afirm ar  
que la presencia  d e  lo s  ad u ltos en  el sem inario  n o  le  in tim idó.
EL PROTOCOLO DE LA ENTREVISTA Y LA TRANSCRIPCIÓN
C om o p u ed e  observarse en  el organigram a 4.5 (ver cap ítu lo  cuarto), e l  
protocolo  está organ izado en  seis n iv e le s  d e m enor a m ayor d ificu ltad . Para 
cada u n o  d e  ello s se  han redactado varios problem as. En este  caso la serie de  
prob lem as está organizada d e m ayor a m en or d ificu ltad  y  se  p ro p o n en  al 
alum no, s i es  necesario , en  d ich o  orden.
Si la actuación  del a lu m n o  al reso lver prim er prob lem a d e  u n  n iv e l se  
considera satisfactoria, se  le  aplica el prim er problem a d el s ig u ien te  n iv e l. S i 
la actuación  se considera q ue n o  es satisfactoria, se  le  p rop on e otro p rob lem a  
d e la serie d el m ism o n ive l, pero d e  m enor d ificu ltad .
A l estu d ian te  se  le  exp lica que va  a reso lver prob lem as, que él debe leer lo s  
prim ero y  lu eg o  reso lver lo s, in ten tan d o  hablar en  v o z  alta m ien tras v a  
p en san d o  q u é hacer, para que p od am os com prender cóm o lo  está h ac ien d o  y  
q ue n o  tenga prisa para hacer las cosas.
La en trev ista  se  in icia  d e acuerdo al p rotoco lo  d iseñ ad o  para a lu m n o s d e l 
seg u n d o  ciclo  con  el b loq u e C om paración d e  razones y  tanto por cien.
La transcripción  escrita d e  la en trevista  se  ha estructurado u sa n d o  d os  
colum nas, en  la d e  la izquierda aparece e l d iá logo  y  entre p arén tesis a lgu n as  
ind icacion es sobre las acciones, la d e la derecha con tien e lo s com en tarios, lo s  
en u n ciad os que se  le  p rop orcion an  al a lu m n o  y  las actuacion es escritas, 
tanto d e l a lu m n o  com o d e l entrevistador.
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Prim er nivel
E: Éste.
¿Te acuerdas que lo hicístes el otro día?
R: Sí.
E: Vale, léelo.
R: (Lee en voz alta todo el enunciado, pero 
no lo que aparece en los recuadros.)
Éste (Señala con el dedo arriba).
E: Éste tiene más sabor a limón, el de...
R: El de María.
E: Escríbelo.
R: (Escribe "El de María".)
E: ¿Y cómo te has decidido?
R: A María sólo le echa.., le echa cuatro y 
al..., al jarabe de limón Juan le echa seis.
E: ¿Le echa cuatro?
R: Sí, si echa ocho entre los dos, cuatro a 
cada uno.
E: Cuatro a cada uno, y este le echa... 
(Señala el segundo recuadro.)
R: Seis.
E: Luego, entonces tenemos que por cada 
uno de limón echa...
(Le señala un vasito del recuadro de 
arriba.)
R: Cuatro.
E: Lo puedes escribir aquí un poco (le 
señala en la explicación).
R: (Escribe "Cada jarabe de limón le hecha 
4 vasos de agua".)
E: Muy bien, entonces...
M aría  p ra p a ra  n o  re fresco  de lim ón .
A 2 vesos de jarabe d« limón le afiade 
8 vasos de agua.
agua B 0 B  B 0 B Q S
jarabe de limón B B
Juan también prepara un refresco de limón, 
pero a 1 vasn de jarabe de limón 
le afiade 6 vasos de agua.
agua B S 0 B 0 B
jarabe de limón Q
¿Culi de loe dos refresco» tiene mié sabor e limón?
El Al flrvvl________________________________________
¿En qué te has fijado pare decidir qué refresco tiene m is sabor a limón?
(_oAl> Al If  U /Joó vl tuvíov At Cüytp,-----
Figura 3.5.1
Parece que subyace en su actuación una 
normalización de razones del tipo "a cada 
uno". De esa forma compara los 
consecuentes -cantidades de agua- para 
usar un razonamiento de tipo inverso.
En lugar de decir: "por cada vaso de 
jarabe ...", escribe "cada jarabe de limón" 
para referirse a la asociación de uno a 
cuatro.
Como en este problema no ha tenido 
dificultades se pasa al primer problema 
del segundo nivel Refrescos de cola.
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Segundo n ivel
R: (Lee el enunciado del problema.)
E: ¿Sabes lo que es la coca-cola de grifo? 
R: Sí.
E: Tú ya la has...
R: Es como un aparato que tiene un grifo, 
del que hay..., hay un...
E: Hay un tonel abajo.
R: Sí, y que le...,y que abres el grifo y..., 
pones un vaso y la coca-cola cae. 
Entonces en éste, porque tiene seis litros 
sólo y en éste tiene nueve.
E: En éste, porque tiene seis litros. Luego, 
entonces...
R: Claro, me pare... Si en cada un litro 
pone seis, y en tres litros nueve, lo mismo. 
Sabe lo mismo.
E: ¿Lo mismo?
R: Sí.
E: ¿Por qué?
R: Cada litro le ponen tres, de dos tres, 
entonces si ponen tres es lo mismo que..., 
que lo otro porque tiene nueve litros pero 
son tres litros.
E: Lo puedes escribir.
R: (Escribe "Los dos igual".)
E: ¿Y la explicación?
R: (Escribe "Los dos igual porque si a dos 
le hechan 61 de agua y a 3 1 le echan 9 
litros de agua equivale a lo mismo".)
4
La 'coca-cola de grifo' te hace mezclando concentrado de cola y 
agua con gaa. En Port Aventura hay vario# lóoakos que sirven 
bebida» de grifo.
En el kiosku de bebida» A , por cada 2 litio» d» concentrado de 
cola ponen 6 litro» de agua con gas.
En el trinekn de bebidas B . por cada 3 litros de concentrado de 
cola ponen 9 litros de agua con gas.
¿En qué klosko cree* que el refresco que sirven liare mis sabor?
¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene mi* sabor a cola?
La» ityÉol pnq-rf----*L_a—L . L «j»»*
«fft. T I  L 9F ¿i q y A  o L  »*iv»wr-
Figura 3.5.2 
Se refiere al kiosko A, y como puede verse 
centra su atención en la comparación de 
las cantidades de agua con gas y concluye 
con un razonamiento de tipo inverso. Es 
decir que compara cantidades de la misma 
especie (clase 223), comportamiento que 
ha tenido dos veces al resolver el 
cuestionario.
Aún cuando al verbalizar se equivoca de 
cantidad, la conclusión a la que llega pone 
de manifiesto que intenta normalizar las 
razones (en cada un litro) y esto le hace 
corregir por sí mismo su respuesta 
anterior.
Pese a que vuelve a equivocarse en 
detalles, parece que a partir de la 
normalización (en cada uno ...) piensa en 
una mini-tabla de proporcionalidad. A 
uno le corresponden tres, a dos le 
corresponden seis y a tres nueve, por lo 
que afirma que saben a lo mismo.
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Me he equivocado (lo dice cuando ha 
escrito el "9").
E: Da igual.
R: (Continúa escribiendo.)
E: (Lee, para él, lo que ha escrito.) 
¿Entonces cuántos litros echan...? 
¿Cuántos litros de agua echan por cada 
uno de cola?
R: Tres, tres litros de agua.
E: Tres litros de agua. Bueno.
Como ha superado las dificultades 
iniciales que tema para resolver esta tarea, 
se le propone el primer problema del 
siguiente nivel: Bocadillos. Primero el 
apartado b) y luego el apartado a).
Tercer n ivel
R: (Lee el enunciado en voz alta.)
Yo creo que es el D.
E: No, pero vamos a ver primero; haz este 
de aquí. (Le tapa el enunciado de la 
cuestión de arriba marcada como 2o.)
Ésta. (Le señala con el dedo el enunciado 
de la cuestión de abajo marcada como Io.)
R: (Lee en voz alta el enunciado de la 
cuestión de abajo.)
En el... (Piensa...)
En el C y en el B, los dos la misma.
E: ¿En el C y en el B, los dos igual?
R: Sí. (Escribe "C y B".)
E: C y B, los dos igual, ¿no?
R: Sí.
E: ¿Por qué?
R: Porque si aquí hay cuatro, pero sólo 
tienen dinero para comprar tres, se queda 
uno sin comer, aquí hay tres pero sólo 
tienen dinero para comprar dos, luego se 
queda uno sin comer.
E: ¿Se queda uno sin comer?
R: En los dos se queda uno sin comer.
E: En los dos se queda uno...
Q quinto cu rao de un colegio de Valencia t* va da excursión al 
bosque de El Saler. Virios grupos de estudiantes deciden juntar su 
dinero para comprar bocadillos. A la hora de la comida se minen 
cada uno con su grupo paro compartir los bocadillos. En los dihujm 
de abajo ves cuatro de estos grupos con los bocadilos que tienen 
para compartir.
j>/¿En qué grupo comeré mis cada estudiante? _ Q ---------
/  Explica tu  re sp u es ta ; . , t .  I Itt
.y  Lfej/m Acdyy AraincLQp lO rninaan US ImuJ*-ti AOA
^ /¿ E n  qué grupo comerá menos cada estudiante? ( .3» U  .
/  Explica tu «apuesta; 
iw. U  At /Uin --------- --------
A "k. tsJa
Figura 3.5.3
Hace una distribución unitaria -en el 
sentido de Streefland (1978) y Kieren 
(1988)- y compara el número de 
estudiantes que no han tenido asignación. 
Podría considerarse como un estrategia de 
tipo aditivo en la que compara las 
diferencias entre el antecedente y el 
consecuente de las dos razones. Al parecer 
no toma en cuenta la información de la
5
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R: Sin comer. (Escribe "en los dos se queda 
uno sin comer".)
E: Vamos a ver. Y entonces ahora, en éste. 
(Le señala con el lápiz la cuestión de 
arriba.)
R: En el D.
E: ¿Por qué?
R: Porque si son dos..., si son dos y tienen 
tres bocadillos cada uno podrá repetir 
de..., de medio bocadillo. (Escribe "D" y 
"si son dos y tienen tres bocadillos 
comerán un bocadillo y más")
E: (Lee en voz alta la respuesta de 
Rodolfo.) Entonces...
(Le presenta una hoja donde está escrito 
¿cuánto bocadillo hay POR CADA 
estudiante?)
R: ¿Cuántos bocadillos hay por cada 
estudiante?
E: No. ¿Cuánto bocadillo hay por cada 
estudiante, en cada uno de éstos?
(Le pone juntas las dos hojas de trabajo.)
R: (Piensa...)
En el B hay...
Se podría comer en..., en tres cuartos de 
bocadillo cada uno.
E: Escribe. En B...
R: (Escribe "B 3/4 de bocadillo")
E: ¿En el A? (Le señala la viñeta con el 
dedo.)
R: (Parece que cuenta los objetos, pues 
hace gestos con el dedo como si los 
punteara, y piensa...)
Medio, medio.
E: (Le indica que lo escriba a continuación 
de lo anterior.)
R: (Escribe "A 1 /2  cada uno".)
viñeta A y la de la D la ha descartado ya 
que inicialmente la ha usado para 
responder a la pregunta que aparece en 
primer lugar, la marcada con 2o.
De nuevo hace un reparto unitario y como 
le sobra un bocadillo lo reparte entre los 
dos, a cada quien le toca uno y medio. De 
la forma que aparea un bocadillo con un 
estudiante podría pensarse que la 
comparación con el resto de casos es 
inmediata, es la única situación en la que 
la distribución unitaria le conduce a un 
sobrante.
'Jad
J2^ tu (UomÜ 7
o u u ^
c _ h j
Ó  (.«i*
Q iMío-
Figura 3.5.4
Parece que la lectura de la pregunta y la 
corrección del plural 'cuántos' por el 
singular 'cuánto', hace que el alumno 
cambie su comportamiento y que se centre 
en un reparto que no es unitario. Es como 
si la presentación al alumno de la 
expresión normalizada, en términos de 
Freudenthal (1983), "por cada estudiante" 
favoreciera el cambio en su actuación.
Desafortunadamente no verbaliza la 
forma en la que obtiene tres cuartos, tal 
vez asocia, tres dividido entre cuatro, con 
la fracción.
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E: ¿Y en el C?
R: (Piensa...)
E: ¿Qué estas pensando?
R: (Muestra la mano extendida.)
E: ¿Lo cuentas con los dedos?
R: No.
E: ¿Cómo lo haces?
R: Sí yo, yo estoy pensando..., ¡ah! si hay 
tres (puntea con el dedo los tres 
estudiantes) y dos bocadillos (los señala 
con dos dedos) entonces no pueden comer 
cada uno un bocadillo, pero los tres ..., 
tres cuartos se pasaría y sobraría 
bocadillo.
E: Y entonces...
R: No, faltaría.
E: ¿Y m edio faltaría?
R: No, medio..., sobraría medio.
E: ¿Sobraría medio otra vez?
¿Luego entonces, qué podríamos hacer?
R: Menos de medio, pero más de un 
cuarto.
E: ¿Menos de medio pero más de un 
cuarto?
R: Sí.
E: Vamos a..., vamos a pintar los 
bocadillos.
Imagínate que esto es un bocadillo 
(dibuja una barra horizontal), 
imagínate que esto es un bocadillo 
(dibuja otra barra).
Ahora si..., si quieres..., si solamente 
hubiera un bocadillo, tú esto cómo lo
Parece que tiene dificultades para 
identificar "2 entre 3" como 2 /3 .
Intenta estimar el tamaño de la parte que 
le toca a cada estudiante, elige tres cuartos 
como posible, pero si junta los tres trozos 
de tres cuartos, completa dos enteros y  le 
sobra un cuarto, por esa razón dice "se 
pasaría y sobraría bocadillo". Es probable 
que escoja tres cuartos, porque tuvo éxito 
con esta fracción en la viñeta B.
Sabe que el tamaño de la parte tiene que 
ser mayor que un medio, quizá por ello 
decidió elegir tres cuartos.
Parece referirse al resto, es decir al medio 
bocadillo que le sobra si reparte primero 
un medio a cada estudiante, ese resto 
partido en cuatro no le sirve tampoco 
porque le sobra, por eso dice "más de un 
cuarto". Es decir, que centra su atención 
sobre un cuarto de un medio; ha cambiado 
de "todo" pero se refiere a la parte de 
parte con la misma expresión que si 
estuviera considerando un bocadillo 
entero.
El entrevistador intenta, con la
visualización, que el niño centre la 
atención en un sólo todo y  un reparto entre 
tres.
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partirías.
R: Medio cada uno.
E: No, tienes tres.
(Le señala con el dedo los tres estudiantes 
de la viñeta.)
R: ¡Ah! Si sólo hubiese un bocadillo un 
tercio.
E: Un tercio. ¿Podría pintarse?
R: Sí.
E: Marca aquí un tercio de bocadillo.
R: (Va a dibujar o a escribir o a ...)
E: No, aquí, señálalo en la barra.
R: (Ha escrito "1/3" en la primera barra.)
E: Un tercio, luego entonces...
(dibuja dos líneas verticales para hacer 
tres trozos),
si lo hiciéramos en tres trozos, tendrías...
R: Un tercio cada uno. Y..., dos tercios 
cada uno.
E: Luego dos tercios cada uno.
Luego en el C hay...
R: Dos tercios (va a escribir arriba de las 
barras junto a sus otras respuestas).
E: Escríbelo aquí bajo.
R: (Escribe "C 2/3".)
E: Dos tercios cada uno.
R: (Escribe a continuación "cada uno".)
E: ¿Y en el D?
R: En el D sería..., uno y  medio cada uno. 
(Escribe "D 1,5 cada uno".)
E: Entonces... (señala con el dedo la 
pregunta de abajo en la tarea inicial), 
volveríamos otra vez a esta pregunta de 
aquí.
Sigue pensando en repartir medios.
La estrategia del entrevistador dio 
resultado, el niño piensa en el reparto de 
uno entre tres y  lo asocia a un tercio.
La representación de la partición entre 
tres, de uno de los bocadillos, es suficiente 
para derivar el tamaño de la parte que le 
toca a cada estudiante.
Usa una representación decimal de la 
fracción uno y  medio, pese a que en toda 
la entrevista ha empleado la escritura 
fraccionaria o el lenguaje fraccionario. 
Cabe notar que lee 1'5 como fracción uno y  
medio y no como uno coma cinco.
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R: Sería..., pues...
E: ¿En qué grupo comerá menos cada 
estudiante?
R: (Piensa..., dice alguna cosa en voz baja 
que no se entiende.)
E: O sea...
R: Me parece que en el A (señala con el 
dedo su respuesta "A 1 /2  cada uno").
E: ¿Te pa...?
R: Porque es un medio.
E: Te parece que en el A, porque es un 
medio.
Y un medio es menor...
R: Espera..., es menor..., es menor a un 
tercio y a un..., y  a tres cuartos.
E: No, a un tercio no.
¿Aquí qué has puesto?
R: Dos tercios.
E: Luego, ¿entonces aquí ahora qué 
pondrías?
(Señala el lugar para la respuesta de la 
cuestión de abajo.)
Ésta la das por buena, ¿o no?
R: No, ésta...
E: No, ¿entonces qué escribirías aquí 
debajo?
R: Entonces escribiría... (Va a escribir 
encima de lo anterior.)
E: N o lo taches, escribe aqui debajo.
R: El A, el A porque solo habría un... 
(Escribe "A 1 /2  cada estudiante".)
E: Un m edio para cada estudiante. 
Además si te fijas en tu razonamiento, si 
aquí uno se quedaba sin comer, aquí uno 
se quedaba sin comer, ¿y aquí cuántos se 
quedaban sin comer? (Le ha ido señalando 
las viñetas correspondientes.)
R: Tres.
N o parece estar convencido de su 
respuesta.
Esta expresión parece darle la seguridad 
que necesita para afirmar que 1 /2  es 
menor que los demás. Sin embargo, parece 
que está comparando, 1 /3  con 1 /2  y 3 /4  
con 1 /2 , y que deja de lado la 
comparación de 1 /2  con 1 1/2, quizá 
porque ya la ha usado en la respuesta a la 
pregunta ¿en qué grupo come más cada 
estudiante?
Pese a las dificultades que ha tenido, para 
iniciar los repartos no unitarios y  
reconocer el reparto '2 entre 3' como 
fracción 2 /3 , el alumno compara 
correctamente los resultados de los tres 
repartos.
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E: Tres, pero no es esa la forma de hacerlo, 
¿verdad?
R: No, tendría que repartirse los 
bocadillos.
E: Bueno.
La estrategia de enseñanza logró centrar la 
atención del niño sobre el fraccionamiento 
de la unidad; la comparación parece estar 
en la comparación de fracciones y no en 
sobre la de razones, tal vez el problema 
favorece esta forma de comparar
Estimando que ha resuelto la tarea, se le 
propone el primer problema de la 
secuencia del siguiente n iv e l: Helados.
Cuarto nivel
R: (Lee el problema. Piensa...)
Treinta.
E: ¿Qué?
R: Treinta.
E: Pon treinta.
R: (Escribe "30", al final del enunciado.)
E: ¿Por qué?
R: Porque si en veinte..., si en veinte hay..., 
hay seis, veinte por cinco cien y  seis por 
cinco treinta.
La marca de helado* “CAMY”  Lace asa oferta e s  
i u j  producto* para  aum entar las ventas.
La ofeta consiste en que 6 helados de cada 20 
tienen premio
¿Cuántos de cada 100 tienen prem io?*^
Figura 3.5.5
Ha resuelto el problema, tras identificar la 
relación escalar. Parece que la 
normalización de una razón "6 de 20" a 
un tanto por ciento (en la forma ¿cuántos 
de cada 100?) no tiene dificultad para el 
alumno.
Dado que ha resuelto el problema, se le 
propone la primera tarea del siguiente 
nivel: Kioskos.
Quinto nivel
R: (Lee el problema. Piensa...)
Doce.
E: ¿Dos?
R: No, doce.
E: ¿En qué estás pensando para hacerlo?
R: Si el último signo es menos..., menos de 
la mitad, por lo que..., eso sería el
El 20% de los paquetes de papas de u ta  m arca 
tienen premio.
El repartidor ha dejado en el klosko 40 paquetes d e 
esa marca.
¿Cuántos de ellos tienen premio?
Figura 3.5.6 
Al parecer el alumno hace una estimación.
Se refiere a 20% como un signo que le hace 
evocar el cincuenta por ciento. Su
10
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cincuenta por ciento...., pero si tiene que 
haber el veinte por ciento, hasta cuarenta 
paquetes, pues entonces..., veinte 
paquetes.
E: Veinte paquetes.
Pero veinte paquetes es la mitad.
R: Sí, la mitad de cuarenta.
E: Luego..., el veinte por ciento es más o 
menos del cincuenta por cien, en este caso.
R: Menos.
E: Menos. ¿Luego puede ser veinte?
R: (Piensa...)
E: ¿No?
R: Tiene que ser menos.
E: Tiene que ser menos.
Vamos a ver si...
(Le presenta una hoja con el segundo 
problema de la serie Kioskos.)
R: (Mira el problema, no lee en voz alta y  
piensa...)
E: Puedes hacer..., puedes escribir lo que 
quieras.
R: No, pero...
E: Vamos a hacer éste, que seguro que te lo 
sabes. (Le presenta una hoja con el tercer 
problema de la serie Kioskos.)
R: (Lee el primer párrafo del enunciado.) 
Sí, ése sí me lo sé, veinte.
E: Veinte, pues escríbelo.
R: (Escribe "20", al final del enunciado.)
E: Veinte pues...
R: Porque si de cuarenta paquetes el
estimación se basa en una comparación 
con el cincuenta por ciento; sabe que 20% 
es menor pero no cómo calcularlo. Podría 
decirse que en un cierto sentido se trata de 
una compensación cualitativa, sin embargo 
el razonamiento parece que está 
sustentado en una comparación de 
enteros.
En relación al cincuenta por ciento subyace 
en su argumentación un esquema del tipo:
100 ------  40
:2 :2
50 ------  x
en donde al parecer asocia el resultado de 
una operación como dividir entre dos con 
mitad del todo, en este caso de cien. Pese 
a que no sabe calcular el 20%, y  compara 
enteros, asocia al cincuenta por ciento una 
comparación con un total de cien. Hay que 
resaltar que todo lo hace mentalmente, no 
usa el apoyo escrito.
Dado que no ha resuelto satisfacto­
riamente el problema anterior, se le 
propone otro de la secuencia del mismo 
nivel, pero más sencillo. La única variación 
consiste en cambiar 20% por 25%.
El 25% de los paquetes de papas de una m arca  
tlenea premio.
D  repartidor ha dejado en d  Idosko 40 paquetes de  
esa marca.
¿Cuánto* de ello* tienen premio? 10
Figura 3.5.7
Como no ha resuelto la tarea, se le 
propone el mismo problema cambiando 
ahora el 25% por el 50%.
El 50% de los paquetes de papas de una m arca 
tienen premio.
q  repartidor ha dejado en d  Idosko 40 paquetes d e 
esa marca.
¿Cuánto* de ellos tienen premio? T .0
Figura 3.5.8
11
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
cincuenta por ciento, que es la mitad, 
tienen premio entonces sería...
E: Veinte. Luego, ¿entonces tú conoces bien 
el cincuenta por ciento?
R: Sí. Ahora sí que sé hacer ése, ahora sí.
E: Ahora si que sabes éste.
(Le presenta de nuevo la hoja con el 
problema del 25%.)
R: Que es... (Piensa..., hace algún gesto con 
manos y dedos.) Diez.
E: Diez. ¿Por qué?
R: Si ya sabemos el cincuenta y tengo que 
hacer la mitad de cincuenta..., de 
cincuenta por ciento y el cincuenta por 
ciento son veinte, veinte entre dos diez.
E: Diez.
R: (Escribe "10" al final del enunciado del 
problema con el 25% en el texto.)
E: Luego entonces diez, ¿por qué?
R: Porque si es la mitad de cincuenta, del 
cincuenta por ciento, y el cincuenta por 
ciento eran veinte, entonces el veinticinco 
por ciento será el veinte entre dos, que vale 
diez.
E: Que vale diez.
Entonces vamos a ver éste de aquí.
(Le propone de nuevo el primer problema 
de la serie del nivel, el que tiene el 20% en 
el enunciado.)
R: (Observa el enunciado, no lee en voz 
alta y piensa...) Nueve.
E: ¿Nueve?
R: Sí. (Escribe "9", al final del enunciado.)
E: ¿Por qué?
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El alumno identifica el 50% como la mitad 
de una cantidad y, con esta asociación, 
calcula mentalmente la mitad de 40 
paquetes.
Se refiere al problema anterior en el que 
hay que hallar el 25% de 40 paquetes.
El hecho de presentarle antes un problema, 
que al parecer le es más familiar, ha sido 
suficiente para que el alumno resolviera 
otro problema, relacionado con un 
porcentaje de 25%.
Sigue considerando al porcentaje como 
una operación entre enteros, apareando de 
forma escalar, demediando o bien 
dividiendo entre 2. Las relaciones son:
50% -----
25% -----
por tanto: 
25% ----
mitad de 40 ------  20
mitad de 50%
2 0 : 2   10
La lectura que hace de los símbolos 25% y 
50% es de enteros y con esta lectura 
relaciona multiplicativamente las 
cantidades en juego. Al parecer identifica 
la mitad con una división entre 2.
El 20% de lo* paquetes de papas de una m arca 
tieuen premio.
El repartidor ha dejado en el Itiosko 40 paquetes d e 
esa marca.
¿Cuántos de ellos tienen premio? R
¿O rp+
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Figura 3.5.9
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R: Porque si es un poquito menos y..., 
nueve coma algo, pero...
E: N ueve coma algo. Tú imagínate que...
R: Deja cuarenta paquetes el repartidor y 
el veinte por ciento de cuarenta...
Estima tomando en cuenta la relación 
20%<25%. Por tanto, 20% de 40 debe ser 
menor que 25% de 40, que es 10.
Como no sabe cómo hacer una 
comparación entre 20 y  25, que se 
relacione con 10 y otro número, y, 
pensando que debe ser un poquito menos, 
piensa en un número decimal.
E: Es menos del veinticinco por ciento eso 
sí que lo sabes.
R: Eso sí.
E: Lo que no sabes es cuánto.
Vamos a intentar hacer una cosa 
(dibuja una barra), ¿cuántos paquetes...?
R: Hay cuarenta.
E: Cuarenta (escribe "40" y divide la barra 
en dos trozos).
Si ponem os la mitad...
R: Son veinte.
E: ¿Y qué tanto por ciento es?
R: El..., cincuenta por ciento.
E: Cincuenta por ciento, luego entonces... 
(escribe "50% y 50%"), cincuenta por 
ciento.
Después, tú lo que has pensado es en ésto, 
¿no? (Dibuja otra barra, aproximadamen­
te del mismo tamaño.)
Volvíamos a tener...
(escribe "paquetes", a continuación del 
"40" de arriba) 
cuarenta paquetes...
(Traza tres líneas verticales para hacer 
cuatro trozos en la segunda barra 
dibujada.)
R: Pero el veinticinco por ciento ...
E: Entonces, qué teníamos...
(Escribe "25%" en el primer trozo.)
Ver la figura 3.5.9.
El experimentador se apoya en el hecho de 
que el niño relaciona el cincuenta por 
ciento con la mitad de una cantidad, para 
hacer una representación de las relaciones 
entre una cantidad y  un porcentaje de ella.
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R: Veinticinco por ciento.
E: (Escribe "25%" en los demás trozos y al 
mismo tiempo le pregunta.)
Entonces el veinticinco por ciento, ¿cuánto 
era?
R: Era diez.., diez paquetes con premio.
E: Luego entonces sería diez, diez, diez y  
diez.
(Ha escrito "10" debajo de cada trozo.)
Y ahora te dicen...
(dibuja una tercera barra) 
el veinte por ciento.
¿Cuántos trozos harás?
R: Haría... Es nueve coma cinco.
E: ¿Nueve coma cinco?
R: Porque si le quito el..., el cinco por 
ciento es..., es sumarle a..., a diez cinco y  
luego restarle uno.
E: Sumarle a diez cinco y  restarle uno.
R: Restarle a diez coma cinco, cinco...
E: Tú crees que puede haber un..., un  
que..., medio paquete que tenga premio.
R: N o puede ser.
E: N o puede ser.
R: Tendría que ser..., redondearlo al nueve.
E: Redondearlo al nueve.
Vamos a ver si nos da nueve.
Si tú has hecho el cincuenta por ciento, 
¿cuántas partes hay?
R: Dos.
E: ¿Luego tú qué has hecho? Dividir cien... 
R: Entre dos.
E: Entre dos. En el veinticinco por ciento, 
¿cuántas partes hay?
(Le señala en la segunda barra.)
R: La cuarta parte de cien.
Rodolfo no asocia el 25% con la cuarta 
parte de una cantidad, él ha llegado al 
cálculo del 25% de cuarenta pensando en 
la mitad de la mitad, y  tomando como 
referente el valor de la mitad de cuarenta.
Sabe que es menos de 10, pero como no 
encuentra la relación lo intenta resolver 
aditivamente. Le quita 0'5 (aunque él se 
refiere al entero cinco y  hace las 
operaciones con decimales), que está 
relacionado con la diferencia entre los 
enteros del 25% y del 20%. Tal vez le da 
un significado de número decimal a los 
tantos por cien y  mentalmente hace la 
resta 2'5 -  2'0, comportamiento identifi­
cado en los trabajos mexicanos de 1996 y 
codificado como clase 2.3.2.
Con esta expresión ("coma cinco") se 
prueba que piensa en llevar a cabo las 
operaciones con decimales.
Sigue centrando su atención sobre su 
primer estimación, el entero nueve, y, 
alrededor de éste, intenta encontrar una 
cantidad que pueda satisfacer las 
condiciones del problema; operando de 
manera aditiva.
Es la primera vez que se intenta centrar al 
estudiante en un grupo de cien elementos; 
pese a que Rodolfo no lo ha tomado en 
cuenta antes.
No parece inquietarle el cambiar de 
referencia de cuarenta a cien.
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E: Y si tengo de veinte en veinte.
(Hace una parte, a la izquierda de la 
tercera barra, y  escribe "20%".)
R: La quinta parte de cien.
E: ¿Entonces, terminarías tú la barra? 
(Traza tres líneas más y  queda la tercera 
barra en cinco trozos.)
¿Qué habría aquí en cada uno de ellos?
R: El veinte por ciento.
E: El veinte por ciento, escríbelo.
R: (Empieza a escribir en la segunda 
casilla.)
E: ¿Y cuántos paquetes habría en cada 
uno de ellos?
R: (Escribe "20%" en las otras cuatro 
casillas. Piensa..., parece que está 
calculando.) Cinco paquetes, porque es el 
cinco por ciento menos.
E: Vamos a ver.
Cinco más cinco..., diez.
(Va señalando con el dedo los trozos de la 
barra de abajo.)
R: Diez
A Rodolfo no le cuesta trabajo asociar el 
entero 20 con la quinta parte de cien.
¿Cabe preguntarse si piensa en el 
porcentaje o está considerando enteros?
El que se refiera aquí al porcentaje, 
posiblemente se deba a que se ha estado  
usando la expresión durante esta parte de 
la entrevista. Pero, ¿qué significado le 
estará dando a dicha expresión?
Parece que sigue pensando en la diferencia 
entre 25 y  20, y la asocia ahora a la 
cantidad de paquetes que corresponden al 
20%, o que usa el resultado anterior (10 
paquetes para el 25%) y  le quita el entero 
5, asociado a 5% menos.
E: Y cinco.
R: Quince. 
E: Y cinco. 
R: Veinte.
E: Y cinco.
R: Veinticinco.
E: ¿Hemos llegado a cuarenta?
(Señala con el dedo "40 paquetes" que 
hay escrito arriba.)
R: No.
Con la adición sucesiva de la cantidad de 
paquetes, que Rodolfo ha propuesto como 
20% de cuarenta, el entrevistador intenta 
que el alumno se dé cuenta que dicha 
cantidad no satisface las condiciones del 
problema.
E: Luego no puede ser cinco.
Fíjate una cosa, aquí lo has hecho en dos 
trozos (señala la primera barra).
¿Qué has hecho?
Dividir cuarenta, ¿en cuántos trozos?
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R: En dos.
E: Si ésto es todo, si ésto equivale a cien, 
lo has hecho en dos. (Continúa señalando 
en la barra de arriba.)
R: (Asiente.)
E: ¿Aquí en cuántos lo has hecho?
(Señala en la segunda barra.)
R: En cuatro.
E: ¿Y qué has hecho?
R: Dividirlo entre cuatro.
E: ¿Y ahora por cuánto tendrías que 
dividir?
(Señala con el dedo la barra de abajo.)
R: Entre cinco.
E: Entonces...
R: (Piensa...)
E: Cuarenta dividido entre cinco...
R: (Mira, observa...)
E: Házte la división.
R: (En la parte inferior derecha de la hoja, 
escribe la división en caja "40 : 5 = 8".)
E: Ocho.
R: (Asiente con la cabeza.) Sí.
E: Entonces, ¿cuántos paquetes tienen 
premio?
R: Ocho.
E: Vamos a ver.
Ocho que hay aquí (señala el primer 
trozo). Escribe ocho.
R: (Escribe "8", debajo del primer trozo.) 
E: Más ocho de aquí (segundo trozo).
R: (Escribe "8", debajo del segundo.)
Por medio de la referencia a las 
situaciones anteriores, asociadas a la 
relación entre el porcentaje -una partición 
de un todo representado gráficamente- y  
la división de las cantidades en juego, el 
entrevistador logra que el estudiante 
asocie la división entre cinco con el 
proceso que le conducirá a encontrar lo 
pedido.
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E: Más...
R: (Escribe "8", debajo de los otros 
trozos.)
Ocho y ocho dieciseis, dieciseis y dieciseis 
treinta y ..., treinta y..., treinta y cuatro, 
treinta y cuatro y ocho..., se pasa.
E: Vuélvelo a empezar.
R: Ocho y ocho dieciseis, dieciseis y ocho 
veintidós,... no, veinticuatro, 
veinticuatro y ocho, treinta y dos, sí 
cuarenta justas.
E: Cuarenta.
Luego, entonces en este caso el veinte por 
ciento es...
R: Ocho (va a escribirlo junto al "9" que 
hay escrito).
E: Luego entonces...
No, no, pónlo aquí abajo.
R: (Escribe, en la parte derecha del final de 
la hoja, "8".)
E: Podíamos hacer otro problema 
parecido. Imagínate..., no, vamos a hacer...
(Toma una hoja de trabajo con dos barras, 
una de veinte unidades y otra de diez.)
¿Aquí hay dos barras, no?
En esta de aquí puedes colorear el treinta 
por ciento..., y el treinta por ciento.
(Le ha señalado la barra de la derecha y 
ha escrito "30" en los huecos que hay en 
las preguntas.)
R: (Observa los dibujos y piensa...)
Debido a que enfrenta problemas con el 
cálculo mental de la adición de ocho en 
ocho, encuentra una cantidad mayor que 
cuarenta.
Dado que ha tenido problemas con la 
resolución de dos de las tareas de la 
secuencia de este nivel del protocolo, en 
especial con aquellos en los que aparece el 
20% y el 25% -se ha recurrido a la 
visualización con los rectángulos-, se le 
proponen otros ejercicios de visualización 
con barras para colorear.
Colorea el Jó * d* *• b,m d* u i»lul«rd*-
Colorea el J o  % d* *» k " 1 d* u derecil*'
Figura 3.5.10
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E: Vamos a empezar a aquí. (En la de la 
derecha.)
R: ¿En ésta?
E: Vamos a empezar en ésta. O en ésta (la 
de la izquierda), en la que quieras.
R: No, en ésta.
(Señala con el dedo la de la derecha.) 
Todo es el cien por cien.
E: A ver, todo es el cien por cien.
R: Uno.
E: Uno.
R: La mitad es aquí...
(con el dedo indica la mitad de la barra). 
Aquí (toma un lápiz y  lo coloca horizon- 
talmente de forma que divide la barra de 
la derecha en dos partes).
(Piensa...)
Entonces hasta aquí (pone el dedo más 
arriba del lápiz).
E: ¿Qué?
R: Es hasta aquí.
E: ¿Desde dónde? A ver.
R: El medio es ésto, porque cuatro 
cuadrados y  cuatro cuadrados, el medio 
aproximadamente esto. (Aparta el lápiz, 
indica con los dedos los cuatro cuadrados 
de abajo, luego los cuatro de arriba y  deja 
un dedo marcando la mitad.)
E: Entonces pondrías...
Píntale una raya.
R: (Con el rotulador marca el medio.)
E: Ahí es el medio.
R: Sí.
Entonces aquí sería el cuarenta por ciento. 
(Pone el dedo por arriba de la marca.) 
¿Treinta por ciento?
Aquí, en medio de ésta.
E: Luego entonces, señálalo y  luego colorea
Tiene claro que, en la normalización de 
una razón como tanto por cien, se toma el 
todo como cien. La expresión "todo es el 
cien por cien" es la primera vez que la 
utiliza verbalmente, aun cuando al parecer 
la ha tenido en mente. Sobre todo se pone 
de manifiesto en el inicio de la secuencia, 
al considerar el cincuenta por ciento con la 
mitad del todo y  demediar la cantidad de 
forma espontánea.
Repite su estrategia, al parecer toma como 
referente el cincuenta por ciento que ha 
asociado con la mitad de "el cien por 
cien", en este caso la barra que tiene una 
partición en décimas partes.
Estima el lugar donde iría una partición en 
dos, y  justifica su división asociando el 
número de cuadros enteros que le tocan a 
cada mitad.
Se puede observar arriba en la hoja de 
trabajo (ver la figura 3.5.10).
Al parecer sigue comparando enteros 
30<40<50 y  estima el tamaño de la parte 
correspondiente a cada porcentaje 
asociado, posiblemente una compensación 
cualitativa o una estrategia sustractiva; ir 
quitando cada vez. ¿Qué hubiera pasado
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la parte.
R: (Pone una marca en la mitad de la 
quinta línea de cuadros.)
E: ¿Entonces qué parte crees que hay que 
colorear?
R: Ésta, de aquí para allá (indica de la 
marca hacia arriba).
E: Entonces señálalo y ponle color con el 
rojo.
R: (Pinta de rojo la mitad de la línea de 
cuadros de arriba.)
(Mientras pinta el entrevistador le 
cuestiona.)
E: ¿Éso sería el treinta por ciento de toda 
la barra?
¿En ese caso, no?
R: Sí.
E: ¿Y en ésta? (La de la izquierda.)
R: (Parece que cuenta las unidades de la 
altura.)
Sería hasta aquí (señala con el dedo). 
Hasta aquí (hace una marca con bolígrafo 
negro en la mitad).
E: Hasta ahí es el cincuenta por ciento.
R: (Puntea con el dedo desde abajo, tres 
hacia arriba, y  luego desde la marca, dos 
hacia abajo.)
Hasta ahí (indica con el dedo la tercera 
línea de cuadros).
De ahí para abajo.
E: ¿De ahí para abajo, no?
R: Sí. (Hace una marca con negro.)
(Toma un rotulador rojo y  raya 
oblicuamente las tres primeras líneas de 
cuadros.)
E: Mirando entonces este trozo (señala la 
barra de la izquierda) 
y ése (señala la barra de la derecha).
¿Tú crees que aquello es el treinta por 
ciento? (Señala el trozo coloreado en la 
barra derecha.)
con el 20%? ¿Se quedaría sin figura?
Pese a que en el problema de los paquetes 
se usaron barras, particiones y  fracciones, 
y  eso le condujo a responder 
satisfactoriamente, no usa estos recursos 
en este problema con pura información 
gráfica.
Es decir, que nuevamente se fija en la 
diferencia entre 40 y  30 y  pinta una 
superficie equivalente a un 10%.
Como coincide con el trazo es difícil de 
observar en la hoja de trabajo. Recurre 
nuevamente al uso del cincuenta por ciento 
y su asociación con la mitad como 
referente, para encontrar la solución a la 
pregunta formulada.
Parece que la barra de diez unidades de 
altura le facilita la solución.
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R: (Piensa...)
No parece mucho.
E: Se parece mucho o poco.
R: Poco, porque me pare..., el cincuenta 
por ciento es ésto (señala con dos dedos la 
mitad de arriba), le quitamos doscientos..., 
hasta aquí, luego otros..., otros 
doscientos...
E: (Toma otra hoja de trabajo con dos 
barras, una de veinte unidades y otra de 
diez.) Vamos a hacerlo aquí otra vez.
Éste está bien (en la hoja anterior le señala 
la barra de la izquierda).
R: (Asiente con la cabeza.)
E: Entonces vamos a ver aquí.
(Le señala con el dedo en la nueva hoja la 
barra de la derecha.)
En esta parte se aprecia una estrategia 
sustractiva, al parecer ha cambiado todo; 
pudiera ser que a cada unidad de 
partición la ha asociado con un cien, sino 
es así, ¿a qué está llamando doscientos?
Colorea el % de la barra de la izquierda.
Colorea el % de la barra de la derecha.
R: La mitad sería cuatro y medio (hace 
una marca con el lápiz que corresponde a 
la mitad).
E: La mitad. Ésto... (señala con el boli en 
la barra de la derecha).
R: Dos.
E: Tú sabes muy bien pintar el cincuenta 
por ciento.
R: (Asiente.)
E: Y sabes también pintar el veinticinco 
por ciento.
R: Sí.
E: Entonces...
Si en vez de ponerlo de esta manera, lo 
hubiéramos puesto así...
(Dibuja a mano alzada una barra vertical 
a la derecha de diez unidades.)
Figura 3.5.11 
Identifica la mitad con cuatro unidades 
enteras y una parte, por lo que responde 
en forma de número mixto "cuatro y 
medio".
Se refiere a la mitad de las cuatro 
unidades enteras de arriba.
El entrevistador centra la atención del niño 
nuevamente en el cincuenta por ciento; de 
hecho es lo que él ha estado tomando 
como punto de partida.
Intenta el entrevistador enfocar la atención 
del niño en un proceso de tomar mitades, 
que también ha sido un recurso del alumno 
para estimar el tamaño de la parte.
Cambia el entrevistador la representación, 
para centrar la atención sobre una barra
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¿Y de esta barra la superficie equivale 
igual? Poco más o menos.
(Le señala con un dedo la barra original de 
la derecha y  la pintada.)
R: Pues... (Parece que cuenta mientras 
puntea con los dedos los cuadros de la 
barra pintada.) Sí.
E: ¿Cuántos hay?
R: Diez cuadrados y  aquí otros diez 
cuadrados.
E: ¿Entonces de ahí pintarías el treinta 
por ciento?
R: Sí.
de una sola columna dividida en 10 
unidades, como se hizo con las figuras 
empleadas en el problema de los paquetes 
del kiosko. Sin embargo, no se asocia a 
una partición en términos de que cada 
parte representa un porcentaje del área y, 
por tanto, una fracción del área.
Verifica Rodolfo que las figuras tienen el 
mismo número de unidades cuadradas.
E: ¿Cómo lo pintarías?
R: (Puntea las cinco cuadros de abajo.) 
Éste la mitad (hace una marca con el lápiz 
en la línea superior del quinto cuadro. 
Piensa... y  va punteando con el lápiz), 
aquí (hace otra marca con el lápiz, ahora 
en la línea superior del tercer cuadro).
E: Píntalo.
R: (Toma el rotulador rojo y raya 
oblicuamente hasta la última marca que 
hizo.)
E: El treinta por ciento aquí es... 
¿Cuántos cuadrados, de diez, has 
pintado?
(Le señala la barra pintada.)
R: Tres.
El entrevistador intenta que Rodolfo 
encuentre otra razón equivalente 
normalizada a "tanto por diez".
E: Tres. ¿Luego aquí, cuántos tendrías que 
pintar? (Le señala la barra original de diez 
unidades en dos columnas.)
R: (P iensa...)
E: ¿Cuántos hay aquí?
R: Ahí, cinco y  cinco diez.
(Con el dedo recorre una columna y luego 
la otra.)
E: ¿Luego el treinta por ciento cuánto 
será?
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R: Tres cuadrados.
E: Tres cuadrados.
Luego, tú los puedes pintar como quieras.
R: Sí. (Toma el rotulador rojo y comienza 
a rayar.)
Sería esto más tres, tres, tres, tres, tres,... 
E: No.
R: (Termina de rayar tres cuadros.)
Es igual que dividir cien entre tres que es 
treinta y tres coma tres, tres, tres,...
E: No, porque yo no te he pedido la 
tercera parte.
Si tú hubieras pintado esto...
(Le señala con el boli en la segunda línea 
de cuadrados, el que hay a la derecha del 
que rayó en la segunda fila, y hace gestos 
de rayarlo.)
Hubieras pintado también el cuarenta por 
ciento.
R: Ya. Sí.
E: Puedes...
R: Ca..., cada cuadrado vale por diez por 
ciento.
E: Claro, luego cada cuadrado vale por 
diez por ciento.
Entonces, si yo ahora te digo aquí, en esta 
columna... (tapa con el boli la columna 
derecha de la barra de la izquierda). 
Pintamos sólo en esta columna, como si 
solamente estuviera ésto.
(Ahora tapa con un folio la columna de la 
izquierda, para que pinte en la otra.)
R: Sí, aquí. (Con el dedo señala la 
columna derecha.)
E: ¿Y si ahora te digo que pintes el setenta 
por ciento?
R: (Puntea con el dedo, de abajo arriba, 
siete cuadros.)
Hasta aquí.
E: Hasta ahí.
Luego es fácil, si tú te vas pensando que el 
tanto por ciento es una..., cien...
El cambio de representación le ha 
permitido a Rodolfo transferir un 
resultado a una configuración distinta. 
Aun cuando se hable de por ciento, la 
situación se ha transformado en un conteo 
de unidades enteras.
Sin embargo pinta tres unidades enteras y 
piensa en una división (10 : 3). Asocia 
treinta por ciento a una tercera parte de 
100 .
En este momento ya está pensando en la 
partición del rectángulo y puede asignar en 
esta representación de un todo, el valor, en 
términos de porcentaje, de cada unidad o 
parte.
Identificada la unidad de área con un diez 
por ciento, la estrategia se reduce a un 
conteo de unidades.
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R: Un cuadro.
E: No, cien es todo. El tanto por ciento 
representa una parte de cien.
R: Claro.
E: Entonces aquí. (Señala con el dedo la 
parte que coloreó de rojo en la primera 
hoja de barras. La mitad de la quinta línea 
de cuadros en la barra de la derecha.)
¿Ya lo tendrías claro?
R: Sí.
(Toma el rotulador rojo para modificarlo.) 
E: ¿Pintarías lo mismo?
R: Sí.
E: (No le deja modificarlo.)
Pero ya lo dejaríamos así.
No parece que le haya quedado claro el 
30% de la barra, cuando ésta se representa 
en dos columnas de cinco unidades.
Le propone el primer problema del 
siguiente nivel, Mermeladas.
Sexto nivel
R: (Lee los dos primeros párrafos del 
enunciado del problema.)
Cuarenta y cinco por ciento, cuarenta y 
cinco por ciento y cincuenta y cinco por 
ciento (ha ido señalando con el dedo cada 
frasco).
(Parece que lee el siguiente párrafo.)
El cincuenta y cinco por ciento.
E: ¿Por qué?
R: Porque se utiliza más fruta.
E: Se utiliza más fruta.
Y si en el tarro...
Primero escribes aquí: el cincuenta y cinco 
por ciento porque se utiliza más fruta.
R: (Escribe "55 % Se utiliza mas fruta".)
E: Entonces si en estos tarros...
(Señala con el dedo en el enunciado y le 
propone un nuevo problema.)
Imagínate que un tarro tiene doscientos 
gramos de mermelada y el cincuenta por 
ciento es de fruta, ¿cuántos gramos de
La calidad d* ana mennelada depende de la cantidad da inda que 
•e utiliza en eu elaboración.
Cnanto mi» cantidad de frota te utilice, mejor »eii la calidad.
Compara la» calidade» de la» mermelada» que contienen lo» tre» 
In tu n  y  di cuü ea la mejor.
 ^K, Se lAArt-j. ..irau
Expllca cómo obtienes la respuesta:
J
Figura 3.5.12 
Aunque no sabemos si la comparación la 
hace con enteros, se considera que ha 
respondido satisfactoriamente y se le
2 3
P r ec u r so r es  d el  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
fruta tiene?
(Al final de la hoja ha ido escribiendo 
"200 gr de mermelada y el 50 % es de 
fruta. ¿Cuántos gramos de fruta tiene?".)
R: (Piensa...) Cincuenta.
Cincuenta por ciento es un cuarto, de 
doscientos el cincuenta por ciento es un 
cuarto, sería... cincuenta.
E: ¿El cincuenta por ciento es un cuarto?
R: De doscientos.
E: ¿Seguro?
R: Sí. Cincuenta por dos cien y cincuenta 
por cuatro doscientos.
E: O sea, vamos a ver...
Si tú... ¿El cincuenta por ciento es la mitad 
de cien?
R: Sí.
E: Pero si la barra...,
(dibuja una barra debajo del enunciado 
escrito escrito a mano), si teníamos antes 
doscientos paquetes (escribe "200 
paquetes"), ¿cuánto es el cincuenta por 
ciento de doscientos paquetes?
R: La mitad.
E: ¿La mitad cuánto es? (Traza una raya 
vertical en la barra.)
R: Cien.
E: ¿Y si ahora hay doscientos gramos?
R: (Piensa...) Veinticinco gramos.
E: Vamos a ver.
R: Cien, veinticinco, y doscientos, 
cincuenta.
E: ¿Cómo?
Si tú....
Lo vamos a hacer aquí detrás.
(Le da la vuelta a la hoja.)
Temamos..., antes habíamos dicho (dibuja
propone un ejercicio donde tenga que 
hallar la cantidad de fruta dado un 
referente y un tanto por cien.
Rodolfo a lo largo de la entrevista piensa 
en el cien por cien como todo (cien), por 
ello asocia:
50% —  100/2 o la mitad de 100 
Pero 50 es 1/4 de doscientos y como 
piensa que 50 x 4 = 200 se ratifica en su 
idea de que es un cuarto. Ha cambiado el 
significado de 50% en esta parte.
Cabe notar que el cambio de contexto o el 
de cantidades adjetivales, de acuerdo con 
J. Schwartz (1986), le confunde de tal 
manera que no identifica el 50% con la 
mitad.
Al parecer asocia multiplicativamente las 
cantidades, duplicando en ambas 
columnas:
100 -----  25
200 -----  50
Con los paquetes no tiene problema en 
darle ese significado.
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una barra) que si teníamos doscientos 
paquetes...
(Escribe "200 paquetes" encima de la 
barra.)
R: La mitad.
E: La..., el cincuenta por ciento es...
R: Cien.
E: Cien. Y si tengo (dibuja otra barra) 
doscientos gramos (escribe "200 gr", 
encima de la barra).
¿La mitad es...?
R: Cien gramos.
E: Luego, ¿entonces aquí?
(Le da la vuelta a la hoja y le señala el 
problema escrito anteriormente en ella.)
¿El cincuenta por ciento de doscientos 
gramos?
R: Cien gramos.
E: Cien gramos.
R: Pero sería cien gramos de mermelada de 
fresa.
E: De mermelada de fresa.
(De nuevo le da la vuelta a la hoja.) 
Entonces sería ya fácil, de cualquiera..., 
siempre que lo pienses así (dibuja una 
tercera barra).
Si yo ahora te digo que tiene trescientos 
gramos (escribe "300 gr. encima de la 
barra).
¿El veinticinco por ciento cuánto sería? 
(Escribe "25 %"junto a la tercera barra.)
R: Veinticinco por ciento.
(Piensa..., y hace gestos con los dedos 
como si calculara.)
E: No, escribe.
R: Pues sería trescientos entre...
2 . «ro
i ero
y v
Figura 3.5.13
El entrevistador centra la atención sobre la 
mitad de 200 gr. y no sobre el 50% de 200 
gr., sin embargo parece que esto le permite 
a Rodolfo responder a la pregunta sobre el 
50%.
Sería 100 gr de fruta en la mermelada. Se 
aprecia el cansancio de ambos en la 
entrevista.
E: ¿Entre cuántos?
R: (Piensa...)
Con doscientos cincuenta ser..., es el 
cincuenta por ciento...
Ciento veinticinco.
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E ¿Ciento veinticinco?
R: (Escribe "125 gr".)
Ciento veinticinco gramos.
E: ¿Y por qué? ¿doscientos cincuenta es el 
cincuenta por ciento?
R: ¡Ah! no, cincuenta..., ciento cincuenta es 
el cincuenta por ciento...
Setenta y cinco, sesen..., setenta y cinco 
gramos...
E: Setenta y cinco gramos.
R: (Tacha, queda "42§" y escribe "75 gr".)
E: Vale, pues ya está.
¿Te ha ido bien? ¿No es pesado verdad?
R: No me ha hecho falta pensar mucho, 
mucho.
E: ¿Qué?
R: Mucho, mucho, mucho pensar ¿no?
Sólo los..., sólo lo del..., lo del treinta por 
ciento.
E: Sí, pero tienes que acostumbrarte a usar 
lápiz y papel... porque sabes hacer las 
cosas...
R: (Asiente.)
E: y a veces haciendo cálculo mental sólo... 
Tienes que comprobar...
¿Porque tú sabes cuánto suma dieciseis y 
dieciseis?
R: (Asiente.)
E: ¿Cuanto suman?
R: Vein..., no treinta y cuatro.
E: Ves, suman treinta y dos.
R: ¡Ah! sí, me he confundido con 
dieciocho.
E: Y te vuelves a confundir, sumas 
dieciseis más dieciocho.
Como tú te sabes las cosas, usa lápiz y 
papel.
Halla el cincuenta por ciento de 250. 
Parece que primero utiliza un resultado 
anterior (25% de 200), que lo resta de 300 
y sobre la diferencia halla el 50%.
Vuelve asociar el 50% con la mitad y el 
25% con la mitad de 50%. Por tanto, halla 
primero la mitad de 300 y luego la mitad 
del resultado.
Con esta expresión manifiesta que el 
problema del 30% le ha causado 
dificultades. Es claro que ahí tuvo que 
estimar, porque su estrategia, de tomar 
como referente el 50% como la mitad de 
una cantidad y reiterar un proceso de 
demediar, no le resultaba para este caso. 
Parece que no se llegó, en esta secuenccia 
de enseñanza, a la asociación de 30% con 
"30 de cada 100" que había dado mejores 
resultados anteriormente. Faltó insistir en 
50% como "50 de cada 100" y 25% como 
"25 de cada 100" para reforzar las ideas 
que anteriormente se usaron.
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R: (Asiente dos veces con la cabeza.)
E: Porque además te lo sabes.
¿Nos vamos?
R: Bueno.
E: Despídete.
R: (Mira a la cámara y dice: Adiós.) 
(Se levantan.)
E: ¿Que dais mucho cálculo mental en 
clase?
R: Ahora..., ahora con la calculadora. 
E:Ahora con la calculadora.
FIN DE LA ENTREVISTA
Parece que el uso de la calculadora obliga 
a hacer cuentas mentalmente cuando no se 
tienen y en consecuencia se prescinde del 
lápiz y papel.
Habría que recomendar el uso en la 
escuela del lápiz y papel, o bien, otras 
estrategias de cálculo mental -por 
ejemplo, las que recomienda Gómez 
(1988)- o prácticar éste para evitar errores 
de cálculo.
2 7

ANEXO 3.6
Transcripción de la entrevista sobre 
Comparación de razones y tanto por cien.
Tercer ciclo.
INFORMACIÓN GENERAL
La entrevista se ha realizado en el Seminario del Departamento de Didáctica 
de la Matemática de la Universitat de Valéncia, sito en la Escuela 
Universitaria de Magisterio, el 18 de junio de 1998; tuvo una duración 
aproximada de una hora, de las l l h  40m a las 12 h 35m.
La Escuela Universitaria está junto al Colegio Público de Prácticas, en su día 
fué Escuela Aneja a la Escuela Normal del Magisterio, y tiene un acceso fácil 
para el alumno entrevistado durante su jom ada escolar.
A Javier (alumno del sexto curso con el núm ero 21) se le ha seleccionado 
para entrevistarlo debido a la actuación que ha tenido al responder el 
cuestionario, ésa se puede caracterizar de la manera siguiente:
a) En el bloque de tareas Comparación de razones y tanto por cien tiene 
tres comportamientos distintos:
-E n el prim er apartado de la tarea Mermeladas, opera con el tanto 
por cien como con una cantidad extensiva (clase 2.3.4);
-N o  contesta al segundo apartado de la tarea Mermeladas; y 
-Resuelve satisfactoriamente las otras tres tareas del bloque (clase
1.1.1 o clase 1.1.2).
b) En otro tipo de problemas aparecen comportamientos como:
P recu rso r es  d el  r a z o n a m ie n t o  p r o po r c io n a l
-E n dos tareas de comparación de razones de densidad, usa de u na  
estrategia de compensación cualitativa (clase 1.4.5);
-E n la tarea Rectángulo, interpreta el enunciado de una m anera 
distinta a la esperada (subcategoría 3.1).
-E n la tarea Repoblación de bosques, compara cantidades de la 
misma especie (clase 2.2.3).
c) Resuelve satisfactoriamente 14 de los 20 problemas del cuestionario.
En la entrevista estuvieron presentes dos investigadores; uno de ellos h izo  
de obsevador y manejó la vídeocámara, el otro realizó la entrevista, 
teniendo en cuenta el protocolo diseñado para los alum nos del tercer ciclo. 
Por el comportamiento de Javier en la entrevista, se puede afirm ar que la 
presencia de los adultos en el seminario no le intimidó.
EL PROTOCOLO DE LA ENTREVISTA Y LA TRANSCRIPCIÓN
Como puede verse en el organigrama 4.6 (ver capítulo cuarto), el protocolo 
está organizado en seis niveles de menor a mayor dificultad. Para cada uno  
de ellos se han redactado varios problemas. En este caso la serie de 
problemas está organizada de mayor a menor dificultad y se proponen al 
alumno, si es necesario, en dicho orden.
Si la actuación del alum no al resolver prim er problema de un  nivel se 
considera satisfactoria, se le aplica el primer problema del siguiente nivel. Si 
la actuación se considera que no es satisfactoria, se le propone otro problem a 
de la serie del mismo nivel, pero de menor dificultad.
Al estudiante se le explica que va a resolver problemas, que él debe leerlos 
primero y luego resolverlos, intentando hablar en voz alta m ientras va  
pensando qué hacer, para que podamos comprender cómo lo está haciendo y 
que no tenga prisa para hacer las cosas.
La entrevista se inicia de acuerdo al protocolo diseñado para alum nos del 
tercer ciclo en relación con el bloque de tareas del cuestionario Com paración 
de razones y tanto por cien.
La transcripción escrita de la entrevista se ha estructurado usando dos 
columnas, en la de la izquierda aparece el diálogo y entre paréntesis algunas 
indicaciones sobre las acciones, la de la derecha contiene los comentarios, los 
enunciados que se le proporcionan al alum no y las actuaciones escritas, 
tanto del alumno como del entrevistador.
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Prim er nivel
E: Le presenta el problema.
J: (Lee el enunciado.)
Yo pensé que sería...
Si dos litros de jarabe tiene ocho litros de 
agua, dentro de..., de..., lo que dice Juan, 
dentro de..., dentro del jarabe de limón 
sería cuatro litros de agua y él le puso seis, 
por tanto tiene más sabor de limón el de 
María. Y ..., y cual de los dos sabe más...
E: A ver.
J: ¿Y cuál de los dos refrescos tiene más 
sabor a limón? El de María.
E: Pues escribe, ecribe.
J: (Escribe "El de Maria sabe más a limón 
que el de Juan".)
E: Y ahora escribes la explicación.
J: (Escribe "Si un litro de jarabe tendría 
que tener 4 litros de agua, como Juan ha 
puesto 6 tiene más sabor a limón el de 
María".)
E: Entonces, tú lo que has hecho..., tú lo 
que has hecho es ver aquí la cantidad de... 
(Le señala con el boli en el enunciado.)
J: Sí, o sea, si... Propongamos que María 
tiene, en vez de dos litros de jarabe un 
litro de jarabe, para tener el mismo 
proporción serían cuatro litros de agua y 
como Juan ha puesto seis...
E: Luego tú lo que has pensado es: por 
cada litro de jarabe cuántos litros de agua 
hay.
J: Sí. (Además asiente.)
E: Entonces esto lo guardamos y vamos a 
intentar hacer éste.
Mari» prepara un refre*co de limón.
A 2 litros de jambe de limón le aAade 
8 litio» de agua.
Juan también prepare un refresco de limón, 
pero» 1 litro de jarabe de limón 
le añade 6 litros de agua.
¿Cuál de los dos refrescos tiene mis sabor a limón?
¿Qué te ha hecho decidir qué refresco tiene más sabor a limón?
t  fci/w» i. y i i  f, I -a -  W UrM-, dí
t  t 'YatXT  i a  
2 ^  -----------------------
Figura 3.6.1 
Parece que subyace en su actuación una 
normalización de razones del tipo "por 
cada uno". Dice "dentro del jarabe de 
limón sería cuatro litros de agua". De esa 
forma compara los consecuentes 
(cantidades de agua),para usar un 
razonamiento de tipo inverso.
Javier intenta normalizar las dos razones, 
en el sentido que Freudenthal (1983) da a 
"por cada litro", con la expresión " si un 
litro de jarabe tendría..." para así poder 
hacer la comparación más sencilla.
Utiliza la expresión "para tener el mismo 
proporción"para hacer la comparación 
entre las dos razones. Parece que utiliza el 
término "proporción" para expresar 
razón, no parece que lo utilice como 
igualdad de razones.
Como la actuación de Javier se considera 
satisfactoria se pasa al primer problema 
del siguiente nivel: Refrescos de cola.
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Segundo nivel
E: Éste no lo hiciste la otra vez, pero si 
hay algo que no entiendes lo vas 
preguntando.
J: La coca-cola de grifo, ¿qué es?
E: Tú vamos a ver.., tú cuando vas a un 
kiosko de bebidas te pueden poner la 
coca-cola en bote, en botella o ...
¿Ya sabes lo que es la coca-cola de grifo? 
¿La has pedido alguna vez?
J: Sí.
E: Sí. Cuando vas al cine te dan...
J: Te..., le dan ahí al aparato y sale.
(Hace un gesto como el de abrir un grifo.)
E: Y sale.
J: (Lee el enunciado.)
Pues si por cada dos litros de agua salen a 
seis litros de agua con gas, sería un litro 
de..., de cola tres litros de..., de..., de agua 
con gas, y como aquí ha puesto cinco 
litros, sería uno tres. Es lo mismo.
E: ¿Es lo mismo? Entonces lo escribes 
también.
J: (Escribe "En los dos el mismo sabor a 
cola" y luego lee la pregunta.)
¿Qué te ha hecho decidir que tiene más 
sabor?
(Escribe "Que si el Kiosko pusiera un litro 
de cola tendría que poner 3 litros de agua 
con gas. El kiosko B h pusiera 1 litro de 
cola tendría que poner 3 litros de agua con 
gas".)
¿Hay goma? (Parece que se ha equivocado 
y pide una goma de borrar.)
E: No, no prefiero que taches.
| La 'coca-cola de grifo' *e hace mezclando concentrado de cola y 
agua con gas. En Port Aventara hay varios kiosko* que sirven 
bebidas de grifo.
En el kiosko de bebidas A , por cada 2 litro* de concentrado de 
cola ponen 6 litros de agua con gas.
En el kiosko de bebida* B , por cada 5 Utros de concentrado de 
cola ponen 15 Utros da agua con gas.
¿En qué kiosko aces que el refresco que sirven tiene mis sabor?
Ig ?  ¿ 4 n  C& t*.OVHAf». * '- A -___ _ ________
¿Qué te ha hedió deddir qué refresco tiene mis sabor a cola?
' ¿ ¿ L ' k i a A l'*  XcctA i Áa . y á í
da 'jJU .. 1 -U aa, <U ri^ua . u r*  y t ,  .
Figura 3.6.2
Parece que se da cuenta de que las razones 
de las dos mezclas son equivalentes a una 
razón normalizada que la expresa en la 
forma "uno tres" por lo que afirma "es lo 
mismo".
Como en el problema anterior ha vuelto a 
normalizar las razones en la forma "por 
un litro de cola Se da cuenta de la 
equivalencia de las razones y para 
reafirmar la igualdad de sabores responde 
con la misma razón en ambos casos.
J: (Tacha "h".)
E: ¿Qué habías puesto? 
J: Ha. Pero...
E: Vale puedes continuar
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J: (Continúa escribiendo a partir de lo 
tachado.) Ya está.
E: (Toma la hoja de trabajo, lee la 
respuesta, para él, y guarda la hoja.) 
Muy bien.
Como la actuación ha sido satisfactoria, le 
propone el primer problema del siguiente 
nivel: Comunidad valenciana.
Tercer nivel
J: (Lee el enunciado.)
Si..., si tú..., si el diez fuera cien, sería el 
dos..., para pasar a porcentaje el dos, 
sería el veinte por ciento. Luego el veinte 
por ciento de las personas de la 
Comunidad Valenciana viven en Valencia 
y su área metropolitana.
E: Escríbelo.
J: (Escribe "El 20 %", como respuesta, y 
escribe como explicación: "l Para hallar el 
porcentaje el 10 pasa a ser 100, entonces 
el 2 pasa a ser 20 (20%)".)
Fijate, 2 de cada 10 
habitante* de la Comunidad 
Valenciana viven en la 
dudad de Valencia y tu  
Area metropolitana
¿Qué porcentaje repretentan 2 habitantes de cada 10 7
re. ¿n%---------------------------------
Explica cdmo has obtenido tu raspneeta:
a l  i L  i n  1120 -
gl ~1
Figura 3.6.3 
Parece que sabe que para transformar una 
razón o una fracción a otra razón 
normalizada a cien debe tomar un todo 
como cien.
Ahora busca la normalización de la razón 
al asignarle 100 al consecuente, de esa 
forma le basta con hallar el factor 
multiplicativo e interpretar el antecedente 
de la razón equivalente como el tanto por 
ciento. Al resolver este problema del 
cuestionario respondió: "Para pasarlo a 
porcentaje he multiplicado por 10 (porque 
el otro número es 10)".
Estimando su actuación como 
satisfactoria le propone el primer 
problema del siguiente nivel: Luz en 
aparcamientos.
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Cuarto nivel
Alguno* apareamiento* de coches Indican a «us dientes lo Heno que 
están. Cuando se llena el 90% de las plazas se enciende una luz coja 
en la entrada y a* retrasa *1 acceso de más coches para evitar el 
exceso de tráfico en el apareamiento.
Aparcamiento A
Total de plazas 200
Plazas ocupadas | 184
Indicador de luz •
A parcam iento B
Total de  plazas ' “ S o
Plaza» ucupedas |! 243
Indicador d e  luz O
a)
¿Cuál de lo* do* apareamiento* está más lleno? 
Explica tu  respuesta:
J: (Lee el problema hasta la primera 
cuestión inclusive.)
¿Pero en qué sentido?
E: Relativamente más lleno.
J: Más lleno sería éste (señala con el lápiz 
el aparcamiento B).
E: Éste, ¿por qué?
J: Porque hay trescientas plazas, al ha..., 
hay doscientas cuarenta y tres, y en éste 
hay menos plazas que aquí, aunque hayan 
doscientas cuarenta y tres plazas que es 
más aquí, hay menos plazas aqui falta 
más en este hay trescientos, aquí más 
poco por lo que éste está más lleno que 
aquí, que aunque hay más todavía falta 
para llenar. (Al mismo tiempo que hablaba 
ha ido señalando con los dedos las 
diferencias entre el dato, plazas 
ocupadas, y el dato, plazas ocupadas.)
E: Pero, ¿entonces cuál?
J: Éste (el A).
E: Éste crees que está más lleno (señala el 
A).
Vamos a hacer...
u
¿Cree* que debe tener la luz encendida alguno de lo* aparcamien­
to»? ________
Explica tn respuesta:
?PO + » i  Wo _
nS-
Figura 3.6.4 
La aclaración la hace el entrevistador con 
el fin de que intente comparar las razones 
usando el término "relativamente".
En un principio hace una comparación de 
cantidades de la misma especie (clase 
223) y decide en función del número de 
biazas ocupadas.
Parece que ahora Javier desarrolla una 
estrategia de tipo aditivo, compara las 
diferencias entre los antecedentes y los 
consecuentes de las razones y concluye 
con un razonamiento de tipo inverso 
"donde sobran menos plazas está más 
leño". Sin embargo su conclusión la basa 
en el uso de un razonamiento cualitativo 
"que aunque hay más todavía falta para 
llenar".
Se decide por el que tiene menos plazas 
vacías.
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¿Pero entonces la pregunta b?
J: ¿Crees que debe tener la luz encendida 
alguno de los aparcamientos?
E: Si tú tuvieras ahora..., imagínate que 
fueras el que está la puerta...,
¿le pintarías a alguno de ellos la luz?
J: (Piensa...)
E: Hacemos un problema un poco más 
fácil y volvemos luego.
J: (Contesta rápidamente sin esperar.)
A ése se la pintaría roja (señala con el 
lápiz el B), a éste roja, porque hay más 
coches circulando, y a éste también (señala 
el A), también roja.
E: O sea que a los dos se la pintarías roja. 
Entonces vamos a ver éste.
J: (Lee directamente los datos que hay en 
los dos recuadros.)
El que está más lleno será..., el total de 
plazas igual, sería éste (señala el B).
E: Éste, luego entonces escribe.
Javier se fija sólo en una parte del 
enunciado y responde de forma intuitiva 
con un argumento cualitativo del tipo: 
"hay muchos circulando en los dos".
Como no ha tenido una actuación 
satisfactoria en la resolución del problema, 
se le propone el siguiente problema de la 
serie, Luz en aparcamientos, que tiene un 
enunciado verbal equivalente, pero los 
números son más sencillos y, además, una 
de las cantidades, en este caso el total de 
plazas, permanece constante.
•*
' Algunos aparcamiento* de coche* indican a su* cliente* lo lleno que 
están. Cuando se Uena el 90% de las plaza* se enciende una luz roja 
en la entrada y se retrasa el acceso de mis coches para e v i ta r  el 
exceso de tráfico en el aparcamiento.
Aparcamiento B
Total de plazas 50
Plaza* ocupadas *6
Indicador d« tu* •
Aparcamiento A
Total de plazas
Plazas ocupadas 1 «
Indicador de luz O
¿Cuál de lo* do* aparcamiento* es ti  mi* lleno? B _______
Explica tu respuesta: 
í r t a .»  fca/fl A  WAMM/ ±1 nJaSoasi t i  ifrs t/levafr.
ítrJtn a^ana-as/L ec Ai t í  y u .  UL-. ■
W
¿Crees que debe tener la hu  encendida alguno de los aparcamien­
tos? _________
Explica tu respuesta:
C O X l ^ i O O  g p v r  *. t o o
q i  y i  : F H  t  -  4 1
Figura 3.6.5 
-lace explícito que el total de plazas es el 
mismo y decide en función de los otros 
datos.
P r ec u r so r es  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
J: (Escribe "El B".)
¿Explico la respuesta?
E: Sí, sí.
J: (Escribe "Como hay el mismo número de 
plazas, el que tenga coches aparcados ya 
es el que está más lleno".)
E: Bueno. Entonces ¿cuál de los dos crees 
que tendría la luz encendida?
O los dos, o uno, o ninguno.
J: (Piensa ...)
Verde para los dos.
E: ¿Qué?
J; Verde para los dos.
E: Verde para los dos, bueno.
Luego, entonces tú piensas que tienen los 
dos menos del noventa por ciento.
¿Tú te acuerdas cómo has hecho este 
problema?
(Le muestra el primer problema del tercer 
nivel Comunidad Valenciana.)
J: Sí, sí.
Sería para el..., por dos el...
(Señala el número de plazas en el 
recuadro.)
E: Escríbelo.
Haz los cálculos que quieras tú.
J: ¿Aquí?
E: Sí, sí.
J: (Escribe, a la izquierda del final de la 
hoja, la siguiente operación en línea:
"50 x 2 = 100" y debajo la siguiente:
"42 x 2 = 84".)
Pues sería el ochenta y cuatro por ciento.
E: ¿Y en éste? (Le señala el B.)
J: (Escribe, al final de la hoja, la siguiente 
operación en línea: "50 x 2 = 100" y 
debajo de ésta la siguiente: "46 x 2 = 92".) 
Noventa y dos por ciento.
E: Luego...
J: Éste estaría roja y éste no.
Pone de manifiesto que los consecuentes 
son iguales -total de plazas-, y decide en 
función de los antecedentes con un 
razonamiento de tipo directo.
Parece que recuerda su respuesta en el 
primer problema de la serie donde decidió 
que en los dos "rojo" porque circulaban 
muchos coches. Como ahora "circulan 
menos", verde para los dos".
Parece que al cambiar el contexto, no 
reconoce la relación entre el número de 
plazas ocupadas y el número total de 
plazas como una razón; por lo que no 
puede aplicar su "regla" para expresarla 
como un tanto por cien.
Al mostrarle un problema anterior, 
recuerda la regla e identifica el factor 
multiplicativo (por dos) para alcanzar el 
cien.
Aplica la misma estrategia que utilizó en el 
problema Comunidad Valenciana y no 
tiene dificultades para tomar el 
antecedente de la razón como el tanto por 
cien.
8
A n e x o  3.6 . C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y t a n t o  p o r  c ie n . T er c er  c ic l o
E: Toma (le da un rotulador rojo) píntale 
el rojo.
J: (Pinta de rojo con el rotulador el 
indicador de luz del B.)
E: Luego, entonces volvemos a este 
problema.
J: (Mira ligeramente el enunciado, parece 
que lo recuerda, y directamente empieza a 
realizar operaciones. Escribe, a la 
izquierda del final de la hoja, la siguiente 
operación en línea: "200 : 2 = 100" y 
debajo la siguiente: "184 : 2 = 92".)
Éste (señala el A) tiene que tener la la luz 
roja.
(Toma el rotulador rojo y pinta el 
indicador de luz.)
(Deja el rotulador, toma el lápiz.)
¿Y éste?
(Escribe, a la derecha del final de la 
página, la siguiente operación en línea: 
"300 : 3 = 100" y debajo de ésta la 
siguiente división en caja: "243 : 3 = 81, 
restos 03 y 0".)
Y éste no (señala el B).
E: Y éste no.
Luego, entonces lo que pensabas antes..., 
es mejor que en vez de ir buscando 
diferencias...
J: Hallar porcentajes.
E: Luego entonces, ¿cuál está 
relativamente más lleno?
J: Éste porque tiene la luz encendida y no 
se puede pasar (señala con el dedo el A).
E: Entonces hay que mirar la relación que 
hay entre todos los elementos para 
responder en este caso.
Se le propone de nuevo el primer problema 
de la serie Luz en aparcamientos.
Reconoce ahora un nuevo factor 
multiplicativo (:2), para alcanzar el 100 en 
la normalización, y aplica de nuevo su 
estrategia anterior.
El entrevistador le recuerda la estrategia 
errónea de tipo aditivo que usó en un 
principio para resolver el apartado a) del 
problema.
Javier en ningún momento ha utilizado el 
término "relativamente", sino que prefiere 
utilizar las cantidades relativas 
"porcentajes".
Se considera que su actuación ya es 
satisfactoria, al resolver este problema, y 
se le propone el primer problema del 
siguiente nivel: Mermeladas-calidad.
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P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
Q uin to  nivel
J: (Lee el enunciado del problema. Ha leido 
cantidad por calidad y el entrevistador le 
corrige.)
Si dos..., si doscientos veinticinco es la 
mitad de cuatrocientos cincuenta, y aquí 
hay sesenta por ciento, aquí habrá un 
treinta por ciento de...
(Va señalando los datos en los dibujos 
mientras razona.)
E: Escribe.
J: Entonces, ¿las operaciones las escribo?
E: Sí, sí, lo que tú quieras.
J: (Escribe a la izquierda del final de la 
página las siguientes operaciones en línea: 
"450 : 2 = 225" y "60 : 2 = 30". Luego 
escribe "Si el frasco pequeño tiene la mitad 
de cantidad, el frasco pequeño también 
tiene la mitad de mermelada".)
(Mientras escribía ha preguntado: "la 
mitad de...", como si quisiera poner alguna 
cantidad en el texto de su respuesta.)
E: (Lee en voz alta la respuesta de Javier.) 
Bueno entonces vamos a ver aquí.
(Le presenta el segundo problema de la 
serie Mermeladas-calidad.)
Ésto es lo mismo, ésto también es lo 
mismo (señala la parte del enunciado de 
arriba y luego la de abajo).
Lo único que cambia ahora..., si te has 
dado cuenta es...
J: El veinticinco por ciento tiene éste.
E: Veinticinco por ciento, ¿no?
Luego escribes ahí veinticinco por ciento.
J: (Escribe "25%" al final de la página.)
E: ¿Y habrías hecho lo mismo que antes? 
¿No?
J: Sí.
E: Entonces vamos a hacemos...
La calidad de un* mermelada depende de l* cantidad de fruta que 
I k  utiliza en tu elaboración.
Cuanto mi» cantidad de fruta te utilice, mejor u r i  la calidad.
_____ » H M Ü I
■ j a i t U l i l i f ! 1
M a r a i M r d a  
ém CirmtJm
M W M M .
|  M M l |
0 0 %  
( H ta l í i  l i  k ili
La mermelada de una marca te vende en fratcoc grandes y 
pequeño».
l a  m erm e la d a  d e  lo» do» fraseo» d e  a rrib a  es d e  la m ism a  calidad .
En la etiqueta del frasco pequefto te ha borrado el tanto por ciento 
de fruta. Escríbelo tú en el dibujo.
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
L d jáyay'Q' jf.tarfcnUwi,  ti—
p amrar  CasrAeév.'U eau. í n .  n * » 2 « cO Jt-rr&njnndJloAa.
HSo-r*-- 
fe O r  1 1 ie>
Figura 3.6.6 
Repite la misma actuación que tuvo al 
resolver este problema del cuestionario, 
opera con el % como con una cantidad 
extensiva. Es decir que toma el "tanto por 
cien" como la cantidad de fruta y resuelve 
una proporción. Como la actuación de 
Javier en la resolución de este problema no 
ha sido satisfactoria, el entrevistador le 
propone un problema donde el enunciado 
verbal es equivalente pero las relaciones 
numéricas son más sencillas.
L» calid*d de un* m am dida depende de la cantidad de fruta que 
se utiliza en su elaboración.
Cuanto más cantidad de fruta se utilice, mejor será la calidad.
1
i
............. .
4. O W .
émOr^ U < f « » D
1------^ 1 50 *| v.atdiu] tHlnililthli
La mermelada de una marca se vende en frascos grande* y 
pequefto».
la  mermelada de los dos frascos de arriba es de la misma calidad. 
En la etiqueta del frasco pequefto se ha borrado el tanto por ciento 
de fruta. Escríbelo tú en el dibujo.
Explica cómo has obtenido tu respuesta:
2.S*
Figura 3.6.7
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(Le presenta una hoja con un problema de 
barras rayadas.)
J: (Lee el enunciado.) ¿Qué parte de la 
izquierda está rayada verticalmente?
E: Aquí hay dos barras, ¿no?
(Las señala con los dedos.)
J: Sí y cada una está dividida en dos.
¿Qué parte de la barra de la izquierda está 
rayada verticalmente?
¿De qué manera?
E: Como tú quieras, así.
(Le da media vuelta a la hoja para que la 
vea de frente.)
J: La de la izquierda.
E: No. ¿Qué parte de la barra de la 
izquierda?
Aquí hay una barra, y hay una parte 
rayada verticalmente y otra parte 
rayada...
J: Oblicua.
E: No verticalmente, oblicuamente. 
¿Entonces qué parte de la barra está 
rayada verticalmente?
J: La mitad.
E: La mitad.
J: (Escribe "La mitad".)
E: ¿Y ahora qué pregunta?
J: ¿Qué tanto por cien de su superficie 
representa?
¿La verticalmente?
E: Sí.
J: (Escribe "El 50 %".)
E: El cincuenta por ciento
¿Y en ésta de aquí? (Le señala la barra de
Ha vuelto a operar con el tanto por cien 
como si fuera una cantidad extensiva. 
Como la actuación de Javier no es 
satisfactoria, al resolver el segundo 
problema de la serie de este nivel, se le 
propone un problema del mismo pero más 
sencillo: Barras coloreadas. En este caso 
hay un apoyo visual con barras.
Observa las barras que hay dibujadas abajo
¿Qué parle de la barra de la izquierda está rayada verticalmente?
-f- — ___________  _________
¿Qué tanto por 100 de su superficie representa? 'iQrfe_____
¿Qué parte de la barra de la derecha está rayada vertícalmente?
¿Qué tanto por 100 de su superficie representa?________________
Figura 3.6.8 
En un principio se refiere a la posición y 
no a la parte.
Asocia correctamente la parte rayada con 
la mitad.
W co 
05
\ í
Asocia correctamente la mitad con el 50% 
del total de superfie, tanto en un tamaño 
de barra como en el otro.
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
la derecha.)
J: También el cincuenta por ciento.
E: El cincuenta por ciento.
¿Luego tiene que ver... el tanto por ciento 
con el tamaño?
(Le señala simultáneamente las dos barras 
con dos dedos?
J: No.
E: No. ¿Por qué?
J: Porque lo que..., si tú tienes una cosa 
pequeña y la partes..., y una cosa grande 
por la mitad, sigue habiendo una mitad 
aunque sea más pequeña.
E: Entonces por ejemplo nosotros 
podríamos...
Aquí entonces pondrás lo mismo.
(Le indica el lugar para las respuestas a 
las cuestiones que se refieren a la barra de 
la derecha.)
J: Sí.
E: Vamos a ver en éste de aquí ahora.
J: (Lee el enunciado y la primera pregunta.) 
(Parece que cuenta las casillas rayadas, 
pues se oye muy bajo: uno, dos, tres, 
cuatro,...)
Es lo mismo.
E: ¿Y cuánto es?
J: O sea aquí hay..., en esta hay uno, dos, 
tres, cuatro, cinco, seis.
Seis pintadas oblicuamente y dos sin 
pintar.
(Señala la Ia columna de la barra de la 
izquierda.)
E: Y dos sin pintar
J: Y aquí hay tres, que es la mitad, y uno 
sin pintar que es la mitad de eso. (Señala 
la Ia columna de la barra de la derecha.)
El entrevistador quiere recordarle su 
actuación en los primeros problemas de la 
serie Mermeladas-calidad.
Con información pictórica no tiene 
problema para identificar mitades y 
asociarlas con el 50%, independientemente 
del tamaño.
Como su actuación ha sido satisfactoria, 
antes de regresar a los primeros problemas 
del nivel, le presenta otro problema de 
barras coloreadas de mayor dificultad. 
Ahora una barra tiene dieciseis unidades 
cuadradas en dos columnas, la otra ocho y 
ambas tienen las tres cuartas partes 
rayadas oblicuamente.
Observa la* barras que hay dibujada* abajoi
¿Qué parte de la barra de la izquierda esta rayada?
¿Qué Unto por 100 de su superficie representa?__
¿Qué parte de U barra de la derecha es t i  rayada?
¿Qué tanto por 100 d e  su superficie representa?.
Figura 3.6.9
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No usa tres cuartos para identificar la 
parte rayada, sino que compara las 
razones entre la parte rayada y no rayada 
en la columna de la izquierda de las dos 
barras para decir que es lo mismo. Parece 
una estrategia similar a la utilizada en el 
problema Refrescos de cola, pero ahora la 
equivalencia la justifica demediando -la 
diferencia de tamaños no le influye en su 
respuesta.
E: (Toma una hoja de trabajo de barras de 
veinte y diez unidades sin colorear.) 
Entonces si tu aquí... si yo te dijera que 
colorearas por ejemplo el cuarenta por 
ciento... (escribe "40" en el hueco del 
texto) y el cuarenta por ciento 
(escribe "40 " en el otro hueco).
Lo puedes colorear con lo que quieras. 
¿Quieres éste? (un rotulador rojo)
¿O quieres lápiz?
J: (Toma el rotulador rojo.)
El cincuenta por ciento sería hasta aquí... 
(Señala la mitad de la altura en la barra de 
la izquierda.)
por lo tanto sería..., uno, dos, tres, cuatro, 
cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez,...
(Ha punteado con el dedo las casillas de 
la primera columna.)
sería hasta el cuarto, uno, dos, tres,cuatro, 
(Puntea con el dedo.) 
hasta aquí.
E: Bien.
J: Pero la barra entera o solo así.
(Delimita con los dedos el ancho de la 
primera columna.)
E: Como tú quieras.
J: (Colorea de rojo cuatro cuadrículas de la 
primera columna de la barra izquierda.) 
¿La barra de la derecha es ésta? (Señala la 
segunda columna de la misma barra.)
¿O ésta? (Señala la barra que hay a la 
derecha de la hoja.)
E: La barra de la derecha es ésta.
(Le señala la que hay a la derecha de la 
hoja de trabajo.)
J; (Empieza a colorear la segunda columna 
de la barra de la izquierda , cuando ha
Ahora el objetivo es distinto, se trata de 
que dado un tanto por ciento de un todo 
identifique la superficie correspondiente.
I
Colorea el ('(J X  de la barra de la Izquierda.
Colorea el 4 o  % de la barra de la derecha.
Figura 3.6.10 
Toma el 50% como primer referente para 
hacer una primera estimación, después 
toma la primera columna como todo y, 
tras darse cuenta de que tiene diez 
unidades de altura, mediante un conteo 
halla el 40%, -cuenta hasta cuatro.
Parece que toma el término 'barra' como 
'columna' y le crea confusión.
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pintado dos unidades y media se para y 
cuenta punteando, piensa un tiempo y 
colorea las cuatro unidades.)
E: ¿Qué estabas pensando?
J: Creia que me había equivocado.
Al ser..., sería...
(Hay un defecto en la banda de audio de 
la cinta de video.)
E: ¿Y en la derecha?
J: (Empieza a pintar de rojo, se para, 
parece que cuenta, mira en la barra de la 
izquierda y pinta de rojo las cuatro de 
abajo)
E: Tú qué habías contado, veinte, 
cuarenta, sesenta, ochenta y hasta cien. 
(Le marca con el lápiz en la segunda barra 
de abajo a arriba.)
J: Sí, como cinco cuadrados para cien, 
cada cuadrado medirá veinte unidades.
Al tener que colorear el 40% en una barra 
de dos columnas duda, pues ha basado su 
estrategia sobre una columna de diez 
unidades.
Como en los casos anteriores, basa su 
estrategia en colorear primero una 
columna. Tiene claro que el todo (una 
columna) equivale a 100 y para hallar un 
tanto por cien busca el factor 
multiplicador, en este caso una unidad 
valdrá veinte ("Cada cuadrado medirá 
veinte unidades")
El entrevistador le propone el mismo 
problema y le cambia el tanto por cien.
E: (Toma una hoja de trabajo de barras de 
dos columnas -de veinte y diez unidades- 
sin colorear.)
¿Y si lo hiciéramos con el sesenta?
(Escribe "60" en los huecos que hay en el 
enunciado.)
Culurea el 6 O % de la barra de la izquierda.
J: Lo haría igual.
Uno, dos, tres, cuatro, cinco seis, hasta 
aquí.
(Marca con una raya roja y va a empezar 
a colorear.)
E: No hace falta.
¿Y en ése?
14
Colorea el SO  % de la barra de la derecha.
Figura 3.6.11 
Parece que identifica el problema y lo 
resuelve como antes: cuenta hasta seis en 
una columna.
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J: Sería lo mismo de antes.
Veinte, cuarenta, sesenta, hasta aquí. 
(Marca con una línea roja.)
E: Sesenta hasta aquí. Vale.
Bueno ya veo que sabes hacer imas cosas. 
Volvemos entonces a este problema, al 
problema que hemos visto antes.
(Le presenta su hoja de trabajo con el 
primer problema de este nivel Mermeladas 
calidad.)
Vuélvelo a leer ahora tranquilamente.
J: (Lee de nuevo el problema.)
E: (Toma la hoja de trabajo del ejercicio en 
el que coloreaba las barras al sesenta por 
ciento y la pone junto a la del problema 
Mermeladas calidad.)
Imagínate que éste es el frasco grande y 
que éste es el frasco...
J: Pequeño.
E: Pequeño. Te preguntan por la de 
cantidad fruta o por la calidad de 
mermelada
J: Por la cantidad de la fruta.
E: Por la cantidad de la fruta, porque tú 
aquí has puesto "tendrá también la mitad 
de mermelada".
Entonces aquí... (señala la barra de la 
izquierda en la hoja de barras), si tú 
pintaras en rojo, ¿cuánta superficie habría 
pintada en rojo?
J: Más de la mitad.
E: ¿Pero cuánto es? Fíjate (Le señala lo 
que hay escrito abajo.)
J: El sesenta por ciento.
E: El sesenta por ciento.
Y en el problema está igual, el sesenta por 
ciento.
(Le señala la etiqueta del frasco de 
mermelada de la derecha.)
J: El sesenta por ciento.
E: Y aquí... (señala la segunda cuestión del 
problema en la hoja de barras)
Lo resuelve mediante un conteo de veinte 
en veinte.
No tiene ninguna dificultad para hallar la 
superficie correspondiente a un tanto por 
cien en las barras de dos columnas.
El entrevistador pretende que el alumno se 
dé cuenta de las similitudes en ambos 
problemas.
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el sesenta por ciento.
¿Y tú qué dirías?
Que has pintado...
J: El treinta.
E: Relativamente...
J: El treinta por ciento.
E: El treinta no.
J : El sesenta también.
E: El sesenta también.
Luego algo hay aquí que no funciona.
¿No?
J: (Piensa...)
E: Aquí... (señala la barra grande) ésto 
podíamos pensar que es el bote grande. 
(Señala el frasco y luego la barra de forma 
que el lápiz está en la raya roja.)
J: Sí, hasta ahí es mermelada.
E: Y..., ¡todo! la mermelada está llena.
(Le recorre con el lápiz la barra de abajo a 
arriba.)
Tú te imaginas que vas al supermercado 
de "El Saler", compras un bote y te lo dan 
lleno hasta aquí. (Señala la línea roja.)
¿Tú qué harías? ¿Devolverlo, no?
Pedirías uno que estuviera lleno.
Pero en la mermelada, ¿qué hay? Hay 
fruta, hay azúcar, hay...
J: Conservantes.
E: Hay conservantes, hay otras cosas, 
luego no todo lo que hay es fruta. 
¿Entonces qué ocurre...?
¿Aquí ahora, qué pondrías tú? (Señala la 
etiqueta del frasco pequeño.)
J: (Piensa.) El sesenta por ciento.
E: El sesenta por ciento. ¿Por qué?
J: Porque aunque aquí sea la mitad si son 
de la misma calidad tienen que dar la 
misma cantidad de fruta.
E: Entonces aquí, ¿qué estabas pensando? 
(Le señala su respuesta y las operaciones.)
Parece que al introducirle el término 
"relativamente" lo úico que hace es 
relativizar su respuesta y añadir "tanto 
por ciento" a su respuesta anterior.
Parece que, en un principio, responde en 
función de la primera respuesta que dio al 
resolver el problema de mermeladas.
El entrevistador quiere hacerle notar la 
diferencia entre sus dos respuestas.
Parece que ya ha identificado que le 
preguntan por la calidad y no por la 
cantidad.
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J: Que tenían que ser unas proporciones, 
pues al tener la mitad de cantidad por 
cada...
E: Y estabas pensando como si fuera un 
problema de..., de proporciones, de que si 
aquí es la mitad también tiene que haber la 
mitad de todo aquí ¿no?
(Señala los dos frascos.)
Luego has visto que el tanto por ciento..., 
no se puede utilizar de esa manera, 
luego..., lo hemos visto antes también, te 
acuerdas con los coches.
Parece que cuando identifica tres números 
en un enunciado, y una relación entre dos 
de ellos, los toma como una proporción y 
resuelve el problema mediante una regla de 
tres.
Considerando ya satisfactoria la 
actuación le propone el primer problema 
del siguiente nivel: Mermeladas-cantidad.
S ex to  n ive l
J: (Lee el enunciado.)
E: Ves que está en relación con el problema 
que hemos hecho antes.
J: Si cuatrocientos cincuenta gramos, el 
sesenta por ciento será...
(Piensa...)
Tiene que ser más de doscientos 
veinticinco gramos, porque si la mitad de 
cuatrocientos cincuenta, que era 
doscientos veinticinco, como es el sesenta 
por ciento...
E: O sea que si yo te pusiera este problema 
primero.
J: Doscientos veinticinco. (Directamente, 
sin leer el enunciado.)
E: Doscientos veinticinco, ¿no? Escríbelo.
J: (Escribe "225".)
Explica cómo obtienes la respuesta.
Con el porcentaje.
(Escribe "Con el porcentaje")
E: Con el porcentaje que es...
J: (Escribe, a continuación, "que es la 
mitad".)
¿Cuánto* g rano*  de t ru n  
contiene en e  fraeco?
2-3- <3>60* /.
«MiiilM
Explica cómo obtiene* U reepuc*U-
J < T O %  ** yr-
X
Figura 3.6.12 
Primero estima con el cincuenta por ciento, 
pero sabe que el 60% es más. Como no 
encuentra una relación entre el 50% y el 
60% no sabe continuar.
Se le propone un problema equivalente en 
el que se ha sustituido el 60%por el 50%.
¿ C u á n to *  g r a m o s  d e  f r u ta  
c o n d e n e  e s te  fra sc o ?
juí_
so  %
niiiiHi Itlnli
Explica cómo obtienen la rwpuw ta:
tí  L HUÍ, en -tu.
F ig u r a  3 .6 .1 3
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E: Luego entonces vamos a intentar éste 
ahora.
(Le muestra la hoja de trabajo del 
problema anterior con el 60%.)
Tú has dicho que es más de la mitad,
¿pero cuánto?
J: Tiene que ser más de doscientos 
veinticinco gramos, porque es el sesenta 
por ciento.
E: Luego, entonces cómo..., ¿qué harías?
J: (Piensa...)
Dividiendo los cuatrocientos cincuenta 
gramos en partes iguales y...
E: Pues mira a ver cómo lo haces, ¿tú crees 
que es una buena táctica?
Escríbelo, a ver cómo te las apañarías.
J: (Piensa...)
E: Vamos a ver esto de otra manera.
(Toma una hoja de trabajo de barras de 
dos columnas de veinte y diez unidades.) 
Imagínate que aquí...
(señala la barra y el frasco del problema 
Mermeladas-cantidad con el 60%) 
queremos calcular el...
J: El sesenta por cien.
E: Sesenta por ciento. ¿No?
Pero esta barra no nos interesa (se refiere a 
la grande tal como está), esta barra no.
Nos interesa una barra que tenga, ¿cuántos 
gramos?, cuatrocientos cincuenta.
Luego entonces podríamos dividir... por 
ejemplo, que hasta aquí estuviera la barra 
(tacha las dos casillas de la fila de arriba 
en la barra de la izquierda).
Y podríamos hacer lo siguiente...
Si aquí hay cincuenta gramos (señala la 
última fila de dos casillas, arriba en la 
barra mayor), y luego de cincuenta en 
cincuenta, aquí podríamos poner 
veinticinco y veinticinco (escribe "25" en 
las dos últimas casillas de abajo), 
veinticinco y veinticinco (escribe "25" en la 
fila que está encima de la anterior), 
veinticinco y veinticinco (escribe "25" en la 
fila siguiente hacia arriba). O si queremos 
vamos a poner de cincuenta (escribe 50 en 
las seis filas de arriba).
Javier sabe calcular el 50% de un referente 
sin ninguna dificultad, pues lo asocia 
inmediatamente a la mitad.
Parece que no identifica como todo (cien) 
la cantidad de 450 gr. y no puede 
continuar.
El entrevistador piensa que un problema 
con ayuda visual le puede ayudar y le 
propone uno con barras.
oz>
5 jz>
711
c¿¿
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Af U.s
Colorea el % de la barra de la Izquierda.
Colorea el GC  % de U U u n  Ue la derecha.
Figura 3.6.14
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A n e x o  3 .6 . C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y  t a n t o  po r  c ie n . T ercer  c ic lo
Una forma de buscarlo... el problema así 
es que nos ha puesto... con este problema 
tenemos el... podríamos hacer 
directamente cada parte de cincuenta.
J: Sería hasta aquí.
(Señala hasta la sexta casilla.)
E: Pero, no nos vendría muy bien. 
Entonces esta forma..., esta forma no nos 
va bien.
(Tacha la barra con dos líneas cruzadas.) 
Vamos a utilizar ésto, vamos a utilizar el 
pequeño.
Si son diez, cuánto hay en cada uno de 
ellos.
J: (Dice algo en voz muy baja que no se 
entiende.)
E: Si nosotros ponemos el diez por ciento 
(escribe "10%" en la casilla de arriba a la 
izquierda), ¿qué tendremos que poner?
¿la décima parte?
¿cuántos tenemos que poner?
J: Cuarenta y cinco.
E: Cuarenta y cinco gramos, ¿no? 
Cuarenta y cinco, cuarenta y cinco, 
cuarenta y cinco, cuarenta y cinco, 
cuarenta y cinco, cuarenta y cinco, 
cuarenta y cinco, cuarenta y cinco, 
cuarenta y cinco y cuarenta y cinco.
(Ha ido escribiendo "45" en todas las 
casillas de la barra de la derecha.)
¿Tú te acuerdas de pintar ahora el sesenta 
por ciento?
(Escribe "60" en el hueco que hay en el 
enunciado de la segunda pregunta.)
J: Era así, hasta aquí (Marca con el lápiz 
hasta la tercera fila.)
E: Luego, ¿cuántos hay?
J: Uno, dos, tres, cuatro... (Cuenta las 
cuatro casillas de arriba.)
E: Pinta en rojo (le da un rotulador rojo). 
Señálalo, todo bordeado en rojo.
J: Cuarenta y cinco, noventa, ciento treinta 
y cinco y con esto ciento ochenta. (Ha ido 
señalando las cuatro casillas de arriba.)
El entrevistador asocia a cada una de las 
filas de la barra, que ahora tiene nueve, la 
cantidad de 50 gr por fila para que el todo 
(450 g.) fuera la barra y que la asociación 
de unidades de superficie con cantidades 
fuera con números enteros.
Javier ha señalado para el 60% hasta la 
sexta fila como si la barra tuviese diez 
unidades de altura.
El entrevistador se ha dado cuenta de que 
con nueve unidades de altura en la barra 
no se puede obtener, de forma sencilla, el 
sesenta por cien y cambia las preguntas a 
la otra barra.
Javier responde sin dificultad a la décima 
parte de 450.
Tal vez, ya por familiaridad con el 
problema, Javier no tiene dificultades para 
identificar la parte correspondiente al 
60%, aunque la disposición de las diez 
unidades sea en dos columnas de cinco. 
Sin embargo, cuenta las cuatro casillas de 
arriba, que corresponden a la diferencia 
con el todo: el 40%.
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P r ecu rso r es  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
E: Ciento ochenta, ¿cuánto hemos pintado 
ahora?
J: El sesenta por ciento.
E: No.
J: No el..., la..., el cuarenta por ciento.
E: Luego, ¿cuánto te pide?
J: Si te pide el sesenta por ciento...
E: Tendrás que...
J: ¿Cuántos gramos de fruta tiene? 
Entonces es ciento..., ciento ochenta 
gramos de fruta es el cuarenta por ciento, 
no el sesenta.
E: Pero vamos a ver
J: Si hasta aquí es fruta lo que me da..., 
¿no? (Señala hasta la tercera línea.) 
¿Cuántos gramos habían?
E: (Le señala la etiqueta del frasco.)
J: Entonces serían... (Puntea las casillas de 
abajo.)
Ciento ochenta, doscientos veinticinco..., 
doscientos setenta.
E: Doscientos setenta, que es más de...
J: De la mitad.
E: Más de la mitad. Tú antes sabías que 
no podías poner menos de doscientos 
veinticinco, luego ciento ochenta era mala 
(Señala los recuadros pintados en rojo.) 
Entonces debes poner doscientos...
J: Setenta.
E: Doscientos setenta.
J: (Escribe "270 g" en la hoja del 
problema.)
E: Pero esto sería ayudándonos de una 
barra.
Los tantos por ciento va muy bien 
representarlos con barras.
Pero si lo quisiéramos hacer..., podríamos 
hacer como tú querías antes con una
20
Ha tomado la diferencia con el todo como 
el sesenta por cien y, cuando se le corrige, 
se da cuenta del error.
Vuelve a centrar su atención en las cuatro 
casillas de arriba.
Inicia la construcción aditiva de la 
solución, a partir de que sabe lo que 
corresponde a cuatro casillas.
De nuevo recuerda que el 60% es mayor 
que el 50% (la mitad) de un referente.
A n e x o  3 .6 . C o m p a r a c ió n  d e  r a z o n e s  y  t a n t o  p o r  c ie n . T er c e r  c ic l o
proporción igual que has hecho antes.
Si cuatrocientos cincuenta es cien, ¿cuánto 
es el sesenta por ciento?
J: ¿El sesenta por cien?
Si cuatrocientos cincuenta..., no 
En la barra sería, si esto es cien (señala 
toda la barra que hay tachada en la última 
hoja de trabajo con barras), entonces sería 
hasta la sexta.
E: Hasta la sexta.
Pero yo me refiero aquí.
(Señala en el enunciado la etiqueta del 
frasco.)
Cuando tienes un problema de esta 
manera y te preguntan calcular la cantidad 
de fruta, puedes hacer..., una táctica es 
hacer una barra... (señala la pequeña de 
diez unidades), otra tác..., otra forma, que 
te la habrán enseñado, es...
Cuatrocientos cincuenta valen cien 
gramos..., perdón cuatrocientos cincuenta 
gramos son cien, "equis" será el... sesenta 
por ciento.
¿Y así lo sabrías calcular?
J: (Piensa..., y no responde.)
E: Imagínate que lo ponemos de esta 
forma: Cien, cuatrocientos cincuenta 
gramos, (escribe "100" seguido de 450 gr.), 
cien por cien (escribe "%" a continuación 
del 100).
Sesenta por cien... (escribe "60%" seguido 
de "x").
Si te lo ponen así ahora, ¿lo sabrías 
calcular?
J: (Piensa...)
No me lo han enseñado así.
E: ¿No te lo han explicado nunca así?
Pero así, sí que te lo han explicado, ¿no? 
(Le señala la barra de diez unidades.)
J: Sí. (Parece que asiente.)
E: ¿Te has cansado? ¿Quieres tomar algo?
J: No.
FIN DE ENTREVISTA
El entrevistador quiere que Javier tome la 
cantidad 450 gr. como todo y que halle el 
60% de ese referente.
Ver lo que hay escrito al final de la hoja en 
la figura 3.6.12.
Parece que como no reconoce ninguna 
relación entera entre las cantidades que 
hay escritas no ve el planteamiento como 
una proporción o cuarta proporcional. Sin 
embargo había operado con el tanto por 
cien como si fuera una cantidad extensiva 
que formaba parte de una proporción. 
Además hace explícito que no se lo han 
explicado así.
En estos momentos los problemas del 
protocolo, que hay preparado para los 
seis niveles, se han terminado y el 
entrevistador da por finalizada la 
entrevista.
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Problema extra.
E: Si quieres hacemos otro, te voy a 
preguntar otra cosa.
A tí te gusta el fútbol ¿no?
J: Si, sí. (Además asiente.)
E: Vamos a ver, el..., tú que eres del 
Valencia o del Levante.
J: Del Valencia.
E: ¿Y cuántos campos de fútbol hay en 
Valencia?
J: Mmm..
E: Hay dos.
J: El del Levante y el Mestalla.
E: Bueno, entonces hay uno...
(Dibuja un óvalo.)
que es el Mestalla (Escribe "MESTALLA") 
¿Y cuántos espectadores caben?
J: No lo sé, no me acuerdo.
E: Después de la ampliación sesenta mil 
¿no? (Escribe "60.000".)
J: Sí. (Asiente.)
E: El otro es el del...
J: Levante.
E: (Escribe "LEVANTE")
Que caben...
Treinta mil (Escribe "30.000")
Más o menos un campo de fútbol es esto. 
(Dibuja un rectángulo dentro del primer 
óvalo.)
Aquí están las porterías ¿no? (Las dibuja) 
Tendremos otro campo de fútbol.
(Dibuja otro óvalo y dentro de él un 
rectángulo.)
Aquí asisten treinta mil espectadores 
(Escribe "Asisten 30.000 espectadores".)
J: (Dice algo mientras escribe el 
entrevistador que no se entiende.)
Se le propone otro problema que no está 
en el protocolo de la entrevista.
-Jo-d »
F igu ra  3 .6 .15
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E: Y aquí asisten veinte mil espectadores. 
(Escribe "Asisten 20.00 espectadores".) 
¿Cuál está más lleno?
J: Este. (Señala con el dedo abajo.)
E: ¿Por qué?
E: Porque en el porcentaje, éste es la mitad 
(Señala el campo de arriba) 
y aquí para ser la mitad tendría que ser 
quince mil y como hay veinte mil hay más.
E: Hay más de quince mil.
Entonces esto te puede servir también 
para lo de los coches, ves como te has 
fijado en el número de plazas.
Luego, ¿ entonces aquí qué porcentaje hay 
ocupado?
J: El cincuenta por ciento.
E: El cincuenta por ciento.
(Escribe "50 %".) ¿Y aquí?
J: El sesenta por ciento. (Piensa...)
E: Escribe, escribe tranquilamente.
(Le da un lápiz)
J: Sí, el sesenta por ciento.
E: ¿El sesenta por ciento?
¿Cómo has calculado ese sesenta?
J: Por el..., como si..., si fueran barras de 
tres, para llegar a veinte mil, diez mil cada 
una, dos tercios... el sesen..., sesenta por 
cien.
(Con los dedos indica el dos.)
E: Mira, (Le da la vuelta a la hoja.)
Si tenemos... (Dibuja una barra vertical.) 
Tú has intentado explicar esto ¿no?
(Hace tres trozos)
¿Y entonces tú que has dicho?
Que temamos...
J: Cada..., cada barra tiene tres trozos.
E: Teníamos veinte mil.
Luego entonces aquí es un tercio, un tercio 
y un tercio.
(Escribe "1/3" en las tres casillas.)
¿Qué tanto por ciento representa un 
tercio?
Hace una comparación cualitativa "hay 
más" de las ocupaciones relativas de los 
estadios a partir del cálculo de la mitad 
(el porcentaje) del aforo de uno de ellos.
Puede ser que la respuesta esté inducida 
por los enunciados de los problemas 
anteriores donde tuvo que trabajar con el
60%.
Estima que el todo (30.000 espectadores) 
se puede representar mediante una barra 
de tres unidades. A cada una de éstas le 
corresponde diez mil espectadores y le 
asocia a cada una un 30%, aunque use la 
expresión "dos tercios" para las dos 
unidades..
-
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J: Treinta y tres coma tres, coma tres, coma 
tres, coma tres...
E: Escribe treinta y  tres coma tres.
J: (Escribe "33,333...".)
E: Vale. Y entonces...
¿El otro tercio qué sería?
Este también sería...
J: Treinta y tres.
Y si están los dos llenos, ¿cuánto sería?
J: Sesenta y seis.
E: Sesenta y seis, (Le da la vuelta a la 
hoja) no sesenta.
Luego acude siempre a las barras que lo 
haces muy bien.
Y el cálculo mental lo dejas para cuando lo 
domines mejor, pero va muy bien.
Bueno ya está. ¿Te has cansado? ¿Quieres 
tomarte algo arriba?
J: No.
E: No. ¿Va bien? (Le pregunta a Juan.) 
Juan: Sí.
Al cambiarle el referente y hablar de 
fracciones unitarias y no de tantos por 
cien Javier no se equivoca. Tal vez no ve el 
tanto por den como una razón cuando no 
ve una relación multiplicativa entera con 
100 .
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ANEXO 3.7
Transcripción de la entrevista sobre 
Valor perdido y proporcionalidad.
Segundo ciclo
IN FO R M A C IÓ N  GENERAL
La en trev is ta  se h a  rea lizado  en  u n a  sala del C olegio Público  de  Prácticas, 
anexo a la Escuela U niversitaria  de  M agisterio , el 16 de  octubre  de 1997; tu v o  
u n a  d u rac ió n  ap rox im ada de  ho ra  y  m ed ia  - de  las l l h  30m  a las 13h.
A  D aniel, a lu m n o  d e  cuarto , se le h a  seleccionado p a ra  en trev is ta rlo  deb ido  
a la actuación  que  ha  ten id o  al re sp o n d er el cu estio n ario  ad ap tad o , en  su  
versión  p a ra  el seg u n d o  ciclo, d u ran te  el curso  1996-1997. Su actuación  global 
está  recog ida en  el trabajo de F ernández e t al. (1998).
Esa actuación  global se p u ed e  caracterizar de  la m an era  siguiente:
a) D esarro lla  u n a  estrateg ia  ad itiva  de d iferencia  co n stan te  p a ra  
reso lver el p rob lem a Tazas de  arroz  (clase 1.4.3).
b) E n sus actuaciones, al reso lver los p rob lem as del cu es tio n a rio  
a d ap ta d o  que  están  relacionados con el b loque  de  ta reas V alor p e rd id o  y  
p ro p o rc io n a lid ad , h ay  m anifestaciones de:
- in te rp re ta r  el doble com o u n  au m en to  a rb itra rio  (clase 1.4.4) 
-rep e tic ió n  de  u n  d a to  (clase 2.2.1)
-e n fre n ta r  d ificu ltades de  o tra  n a tu ra leza  (clase 1.1.2)
-c o m p a ra r  can tidades de  la m ism a especie (clase 2.3.3)
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
c) R esuelve 8 de  los 17 p rob lem as del cuestionario  con éxito.
En la en trev ista  e s tu v ie ro n  presen tes  el investigado r, M aría y  O lim pia; e l 
p rim ero  asistió  a la ú ltim a , qu ien  h izo  la en trev ista  ten ien d o  en  cuen ta  los 
dos protocolos que se d iseñ a ro n  p ara  los n iños de  seg u n d o  ciclo en  re lac ió n  
con el tem a del b loque V alor p e rd id o  y  p ro p o rc iona lidad . M aría  e s tu v o  
p resen te  com o u n  observador. P or el co m p o rtam ien to  d e  D an iel en  la 
en trev ista , se p u ed e  a firm ar que la p resencia de  los ad u lto s  en  la sala no  le  
in tim id ó .
EL PROTOCOLO DE LA ENTREVISTA Y LA TRANSCRIPCIÓN
Para rea lizar esta en trev ista  se h a n  d iseñado  dos p ro tocolos. S egún  sea la 
actuación  del a lu m n o , al reso lv er el p rim er p rob lem a del p r im e r  n ivel, se 
segu irá  el u n o  o el otro. C om o p u ed e  verse en  los o rg an ig ram as  4.7 y  4.8 del 
cap ítu lo  cuarto , los pro toco los están  o rgan izados en  cu a tro  n ive les  de 
d ificu ltad , de  m enor a m ayor. P ara  cada uno  de  ellos se h an  red ac tad o  v a rio s  
p rob lem as. En este caso la serie de  p rob lem as está o rg an izad a  de  m ayor a 
m en o r d ificu ltad  y  se p ro p o n en  al alum no, si es necesario , en  d icho  orden .
Si la actuación  del a lu m n o  al reso lver el p rim er p ro b lem a  d e  u n  n ive l se 
considera  satisfactoria, se le aplica el p rim er p rob lem a del s ig u ien te  n ivel. Si 
la actuación  se considera  q u e  no  es satisfactoria, se le p ro p o n e  o tro  p ro b lem a  
de  la serie de l m ism o n ivel, p e ro  de  m enor d ificu ltad .
A l e s tu d ian te  se le explica que  va  a reso lver p rob lem as, que  él debe leerlo s 
p rim ero  y  luego  reso lverlos, in ten tan d o  hab lar en  voz  alta  m ien tra s  v a  
p en san d o  qué  hacer, p a ra  que  p o dam os com prender cóm o lo está  h aciendo  y  
que  no  tenga p risa  p a ra  hacer las cosas.
La en trev ista  se inicia con  el p rim er p rob lem a de  los p ro toco los d iseñ ad o s 
p a ra  a lu m n o s del seg u n d o  ciclo en  relación con el tem a del b loque  V a lo r 
p e rd id o  y  P roporc ionalidad .
La transcripción  escrita de  la en trev ista  se ha  e s tru c tu rad o  u san d o  dos 
co lum nas, en  la de  la izq u ie rd a  aparece el d iálogo y  en tre  p a rén tes is  a lg u n as  
indicaciones sobre las acciones, la d e  la derecha contiene los com en tario s, los 
en u n ciad o s que se p ro p o rc io n an  al a lu m n o  y  las actuaciones escritas, ta n to  
de l a lu m n o  com o de l en trev istad o r.
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A n e x o  3 .7 . V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c i o n a u d a d . S e g u n d o  c ic l o
Primer nivel
(Daniel empieza a leer lo que aparece 
dentro del recuadro, omitiendo las 
oraciones que están al principio de la 
página. El entrevistador le pide que 
empiece a leer desde el inicio. Él comienza 
a leer, cuando ha terminado la primera 
parte, hasta el final del primer recuadro.
El entrevistador lo interrumpe.)
E: A ver, dime qué es eso.
D: Que para hacer arroz caldoso, si echas 
una taza de arroz tienes que echar tres de 
caldo, si echas dos, a s í ...
E: Entonces de qué se trata el problema.
A ver, ¿qué más dice?
D: (Sigue leyendo el enunciado. Al 
terminar de leer "dibújalas" dice: Aquí 
tengo que dibujar dos.)
E: Dos, ¿porqué dos?
D: Porque aquí hay seis, y si una taza de 
arroz vale por tres, y si hay seis tengo que 
dibujar dos. Tengo que dibujar dos.
E: A ver, vuélveme a explicar porque yo no 
te entendí bien.
(Daniel deja el lápiz que ya había tomado 
para empezar a dibujar.)
E: Dibújalas, dibújalas si quieres y me vas 
explicando.
(Él no toma el lápiz.)
D: No, que si aquí una taza vale por tres, 
dos tazas de arroz valdrán por seis.
E: Bueno, entonces dibújalas.
(Daniel empieza a dibujar dos tazas, 
mientras lo está haciendo el entrevistador 
lo cuestiona.)
E: ¿Y si María tuviera cinco tazas de 
arroz?
M arfil q u ie re  h a c e r  un  a rro z  ca ld o so  
con la ayuda de so abuela
Por cad a  ta x i de  a r ro i pon tres
que sebes en !a cazuela  laxes Os ca ld o
1 laza de a r m  )  tazas da caldo
La abuela ha preparado 6 laxas de caldo. 
¿Cudntas tazas de arroz necesita María'.' 
Dibújalas
uzas de arroz 6  tazas de caldo
■» \1* %
F igura  3.7.1  
Parece que en un principio ha identificado 
la relación multiplicativa "triple" asociada 
a la relación externa.
Parece que resuelve el problema haciendo 
uso de la relación escalar "doble-mitad" y 
que usa un razonamiento del tipo: "si hay 
el doble de tazas de caldo, habrá el doble 
de tazas de arroz".
Como da por resuelto el problema, para la 
explicación parece que usa la relación 
externa "triple" que había identificado al 
principio.
Se le propone un problema en el que se 
cambia la posición de la incógnita. Ahora 
la disposición de datos es:
1 3
5 x
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
D: Cinco, treinta.
E: ¿Porqué treinta?
D: No, quince.
E: ¿Por qué?
D: Porque cinco por tres son quince,..., es 
una multiplicación.
E: Es una multiplicación.
D: (Termina de dibujar.) Ya está.
E: Y, si yo tuviera ...
D: Matemáticas es la materia que más me 
gusta. (Lo dice satisfecho y sonriendo 
plenamente.)
E: ¿Es la que más te gusta? ¿Y si yo 
tuviera dieciocho tazas de caldo?
D: (Piensa...) Tres por dieciocho, n o , ... 
dieciocho entre tres.
E: ¿Dieciocho entre tres?
(Daniel asiente con la cabeza.)
¿Cuánto es dieciocho entre tres?
D: (Intenta hacer la operación escribiendo 
sobre la mesa.)
Dieciocho entre ...
E: No, no, no,... Aquí (señala la parte baja 
de la hoja) escríbelo.
D: (Ha escrito en la hoja del problema, 
abajo a la izquierda, la siguiente división 
en caja: "3 : 1 S 8". )
(Daniel se equivoca, pide una goma de 
borrar, le dicen que tache y lo haga a un 
lado, vuelve a intentarlo y al parecer no le 
gusta como ha quedado, la entrevistadora 
le da la vuelta a la hoja del problema para 
que escriba por detrás.)
D: El número abajo como es menor que 
tre s ... (Ha escrito la siguiente división en 
caja: "18 : 5 = ".)
E: ¿Qué escribiste?, ¿dieciocho... ?
En un principio parece que opera con 
parte de los datos, del nuevo enunciado y 
del anterior (responde con el producto 
5x6); tal vez por falta de atención al 
nuevo enunciado. Al cuestionarle su 
respuesta, rectifica inmediatamente 
utilizando de nuevo la relación 
multiplicativa"triple//, asociada a la 
relación externa, y responde de forma 
adecuada. Daniel reconoce el problema 
como uno de multiplicar. (Puig y Cerdán 
(1988) denominan este tipo de problemas 
como isomorfismo de medidas, 
subcategoría "Multiplicación").
En el nuevo problema que se le propone la 
disposición de datos es:
1 3
x 18
Daniel reconoce el problema como uno en 
el que hay que dividir. Puig y Cerdán 
(1988) denominan este tipo de problemas, 
dentro de la categoría "isomorfismo de 
medidas", como "Cuotición".
Ver la figura 3.7.1 donde está el primer 
problema del nivel, Tazas de caldo.
1.2, L f -  
Figura 3.7.2
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D: Dieciocho abajo ...
E: Dieciocho e n tre ...
D: Tres
E: Me parecía cinco ... pero, ¿es tres?
D: Es cinco.
E: ¿Es tres?
D: Es cinco.
E: ¿Porqué cinco?
D: Por ...
(La entrevistadora da la vuelta a la hoja 
para que Daniel recuerde las relaciones 
que aparecen en el enunciado del 
problema.)
E: Por cada taza ... ¿qué me dijiste?
D: Dieciocho entre tres.
E: Dieciocho entre tres, entonces estaba 
bien, sólo que, como lo escribiste, parecía 
cinco.
D: (Vuelve la hoja y escribe la operación 
que quiere hacer para responder al 
cuestionamiento planteado. Escribe la 
división en caja "18 : 3 =".)
E: Dieciocho.
D: Bajo el dieciocho,..., tres por seis 
dieciocho.
E: Tres por seis dieciocho.
D: N o , ..., sí.
E: ¿Sí?
D: Creo que es dieciocho.
E: ¿Crees que es dieciocho?
D: (Empieza a escribir, al parecer no ha 
terminado la división, cuando le 
preguntan.)
Puede ser que recuerde el dato "5 tazas de 
arroz" del problema en el que se modificó 
el enunciado.
Recuerda bien la tabla de multiplicar del 
tres, sabe que ha te tomar dos cifras para 
iniciar el algoritmo pero ubica mal los 
datos en la resolución algorítmica de la 
división.
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E: Y entonces cuántas cuántas tazas de 
... arroz tiene que poner.
D: ¡Eh!, espera, e s p e r a , s e i s ,  cero, ..., 
seis tazas.
E: Seis tazas de arroz, ¿sí?
D: (Asiente con la cabeza.)
E: Bueno, vamos a hacer este ahora.
Se considera que ha tenido una actuación 
satisfactoria en la resolución del primer 
problema del primer nivel y la entrevista 
continúa desarrollándose siguiendo la 
primera modalidad del protocolo 
diseñado para este caso.
Por tanto se propone el primer problema 
del segundo nivel de esta modalidad de 
protocolo: Caramelos.
Segundo nivel
D: ( No lee el enunciado, sino que 
directamente cuenta en el recuadro de 
abajo punteando con el lápiz.)
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis,...
E: Primero vas a contar. ¿Ya sabes qué vas 
a hacer? A ver, explícame qué vas a hacer. 
Nos gustaría saber qué piensas en voz 
alta.
D: Que si el caramelo valiese cinco 
pesetas, entonces los cuento, y como hay 
seis: uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, y si 
hubiesen treinta pesetas, el..., el caramelo 
valdría un duro.
E: ¡El caramelo valdría un duro! pero, ¿y 
qué me están preguntando?
D: (Lee el párrafo que hay debajo del 
primer recuadro.)
Juan ha comprado seis caramelos en la 
tienda y pagó 18 pesetas.
E: ¿Y esto de aquí arriba?
D: (Lee el párrafo de arriba.)
Antonio quiere comprar 3 caramelos y ...
E: Primero vamos a leerlo todo, ¿sí?
D: Sí. (Lee el enunciado.)
Antonia quiere comprar tres caramelos. 
Juan ha comprado seis caramelos en la 
tienda y ha pagado 18 pesetas.
¡Ah!, aquí (señalando arriba con el lápiz) 
tiene que pagar tres pesetas.
E: ¿Cuánto?
A nton ia  q u ie ra  c o m p ra r  3 caram elos
3 c a ram e lo s
J u a n  ha com prado  (  caram elo» en la tien d a  
)  pagó 18 p u c la s .
¿Cuántas pesetas tendrá que pagar Antonia?
D ib ú jalas  y co m p le ta  el cu a d ro  de a r r ib a
Figura 3.7.3 
En principo le asigna un valor unitario al 
azar para ver si acierta, en este caso el 
precio más corriente de un caramelo en un 
puesto de golosinas, cinco pesetas (una 
moneda que coloquialmente se llama 
duro). Ha resuelto mentalmente la 
multiplicación 6x5 para ver si coincide con 
el otro dato que le dan en el enunciado.
Ha calculado mentalmente el valor 
unitario y responde con dicho valor.
Podría considerarse que opera con parte 
de los datos.
6
A n e x o  3 .7 . V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d . S e g u n d o  c ic l o
D: Ocho
E: Ocho pesetas, ¿por qué?
D: No, nueve. Nueve, porque si aquí ha 
comprado seis y valen dieciocho pesetas, 
la mitad serán tres y aquí la mitad serán 
nueve, entonces valen nueve pesetas.
E: Bueno.
D: Aquí nueve.
(Lee las dos últimas líneas del enunciado.) 
¿Cuántas pesetas tendría que pagar 
Antonia? Dibújalas y completa el cuadro 
de arriba.
E: ¿Cuál es el cuadro de arriba?
D: Ése. (Señala con el dedo arriba.)
Nueve pesetas.
E: Nueve pesetas.
D: ¿Las dibujo?
E: Sí
D: (Comienza a dibujar círculos que 
representan pesetas.)
E: Si quieres ponerle nueve.
D: ¿En vez de ésto pongo nueve?
E: Sí, ponle nueve pesetas.
D: (Continúa dibujando.)
E: ¡Ah, no! Yo decía pon nueve pesetas en 
lugar de dibujar las pesetas.
D: (Ha dibujado nueve círculos con el "9" 
escrito dentro de ellos, los dibuja al mismo 
tiempo que cuenta.)
...Cinco, seis, siete, ocho y nueve
E: O.k. Entonces... ¿Y qué pasa si quisiera 
comprar dos caramelos?
D: Mmm..., le quitamos...., seis pesetas.
E: A ver aquí atrás. (Da la vuelta a la 
hoja.) Si dos caramelos quisiera comprar.
D: Dos. (Escribe "2" en el dorso de la
Parece que Daniel responde "ocho" sin 
prestarle atención a las relaciones que hay 
en el problema.
Al cuestionarle su respuesta, como ha 
identificado la relación escalar "doble- 
mitad", rectifica inmediatamente y 
responde, de forma adecuada, sin utilizar 
el valor unitario que había calculado 
antes.
Se le propone un problema en el cual la 
relación multiplicativa asociada a la 
relación escalar no es la relación "doble- 
mitad". La disposición teórica de los 
datos ahora es:
x 2
18 6
En un principio parece que no reconoce la 
relación escalar "triple" y tiene un 
comportamiento aditivo. Sabe lo que valen 
tres caramelos y le quita lo que vale uno.
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hoja.)
E: Antonia solo quiere comprar dos 
caramelos
D: Si tres valen nueve, dos entre tres, ¿no?
E: (Vuelve nuevamente a la hoja del 
problema.) A ver que sabemos acá (señala 
en el enunciado).
D: Que tres caramelos valen nueve 
pesetas, entonces si tres caramelos valen 
nueve pesetas le quitamos un caramelo, le 
quitamos tres pesetas, que vale cada 
caramelo, valen seis pesetas.
E: Y si lo pienso aquí, a ver piénsalo acá. 
(Señalando el recuadro de abajo en la hoja 
del problema Caramelos.)
Por cada..., por seis caramelos pagó 18 
pesetas.
D: Hago lo mismo que aquí, le quito la 
mitad que son 9 pesetas
E: ¿Porqué la mitad?
D: Porque le quito la mitad y luego le quito 
otro.
E: Le quitas la mitad y luego le quitas otro. 
D: Otro caramelo.
E: A ver te voy..., te lo voy a dibujar aquí, 
en otra hoja.
(Toma una hoja en blanco.)
Tu tenías dieciocho pesetas, dieciocho 
pesetas. (Escribe "18 pts" y lo encierra 
con una línea oval.)
Dieciocho pesetas y compraste seis 
caramelos. (Escribe "6 caramelos" y lo 
encierra con otra línea.)
D: Seis caramelos.
E: Pero yo nada mas quiero comprar dos 
caramelos, sí, yo nada más quiero dos. 
(Escribe "2 caramelos" y lo encierra con 
una línea.)
D: Y si cada caramelo...
E: Antonia quiere tres, pero yo nada más 
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Parece que a cuestionarle su respuesta, 
duda de ella, y de nuevo manifiesta su 
tendencia a operar con parte de los datos: 
quiere dividir dos entre tres.
Vuelve a su comportamiento aditivo: 
quitarle el valor de un caramelo.
Resuelve el problema mediante una 
estrategia combinada, primero 
multiplicativa y luego aditiva. Halla la 
mitad, que corresponde al costo de tres 
caramelos, y después, como recuerda el 
valor unitario, le resta el valor de un 
caramelo.
Figura 3.7.4
Se han dispuesto los datos en forma de 
matriz 2x2, para ver si Daniel resuelve el 
problema multiplicativamente, bien 
mediante el uso de la relación escalar, bien 
mediante el uso del valor unitario.
A n e x o  3 .7 . V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d . Se g u n d o  c ic l o
quiero dos.
D: Y si cada caramelo vale tres pesetas...
E: Cada caramelo vale tres pesetas, ¿éso 
como lo sabes?
D: (Señalando en la hoja del problema 
inicial de este nivel.)
Porque aquí dieciocho, le quito la mitad 
vale nueve, entonces aquí hay..., no sé 
más, espera, si aquí tres caramelos valen 
nueve pesetas eh... cada caramelo valdrá 
tres pesetas.
(Señala las columnas de la matriz 3x3 de 
monedas que dibujó.)
E: A ver explícame, no he entendido muy 
bien, hoy..., hoy estoy mal. Yo tengo 3 
caramelos.
D: ¿Tú tienes tres caramelos? o ¿ella tiene? 
E: Ella tiene.
D: Y...
E: ¿Y pagó?
D: Pagó nueve pesetas.
E: Nueve pesetas.
D: Si pagó nueve pesetas, si quiere quitar 
uno, serán seis pesetas, porque si hay tres 
barras de nueves, tres pesetas en cada 
barra de ésas, y hay tres caramelos, si le 
quitamos un caramelo, tendríamos que 
quitar una barra, entonces sería tres 
pesetas.
E: Creo que ya te entendí bien, vamos a 
ver otro.
Recuerda el valor unitario que Daniel 
había manejado anteriormente.
Daniel recuerda la relación escalar "doble- 
mitad" que usó para hallar el valor de tres 
caramelos y luego halla el valor unitario 
asociando cada columna de tres pesetas 
dibujadas con cada uno de los caramelos.
Ahora resuelve el problema de hallar el 
valor unitario y el valor de dos caramelos 
mediante agrupamientos. Un 
agrupamiento corresponde al valor 
unitario y quitando un agrupamiento 
queda el valor de dos caramelos.
Se considera que su actuación en la 
resolución de problemas de este nivel es 
satisfactoria y se le propone el prim er 
problema del siguiente nivel: "Quesos".
Tercer nivel
D: (Comienza a leer el enunciado.)
La Sra. Rosa está pensando, está 
quesando, que..., ¿quesos?, está pensando 
quesos...
E: Pesando.
D: Está pesando...
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E: ¿Sabes lo que es pesar quesos?
D: Sí 
E: Ok.
D: Está pesando quesos en el mercado con 
una balanza.
E: ¿Sí conoces las balanzas? ¿Sí?
D: (Asiente con la cabeza y continúa 
leyendo.) Ella coloca un queso en el 
platillo en la derecha.
E: Coloca un queso en el platillo de la 
derecha. Ves como..., como está el queso 
ahí en este platillo.
D: (Señala en el recuadro de arriba.)
Ésta se baja y ésta se sube.
E: ¿Por qué?
D: Porque aquí va el peso y ahí no hay 
nada, entonces si se apoya este se sube 
hacia arriba.
E: Muy bien. ¿Qué más dice?
D: Su marido usó doce pesas para pesar 
cuatro quesos, aquí doce pesas. Doce 
pesas de éstas valen como cuatro pesos.
E: Cuatro quesos.
D: Cuatro quesos, eso.
E: Necesita doce pesas de éstas...
D: Para que pese igual que cuatro quesos.
E: Sí, y ahora ya está bien la balanza, 
¿verdad?
¿Qué estas pensando? A ver dime.
D: Que entonces..., cada balan..., cada 
pesita de esas tendrá que ser tres pesas 
para que pese como un peso.
E: ¿Cómo lo hiciste? ¿Cómo supiste?
D: Multiplicando.
E: Multiplicando, ¿qué?
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La Sra. Koja esta pesando quesos en el mercado con 
una balanza.
Ella coloca 1 queso en el platillo de la derecha.
-n.
Su marido usó 12 pesas para pesar 4 quesos.
12 pc»a» 4 que >03
¿Cuántas pesas necesita poner la Sra. Rosa en el otro 
p la tillo?  '
Dibújalas y  completa el cuadro de arriba
F igu ra  3 .7 .5
Parece que quiere expresar que cada queso 
debe pesar tres pesas.
A n e x o  3.7 . V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d . Se g u n d o  c ic lo
D: Cuatro por tres.
E: ¿Cuatro por tres?
D: Ocho, no, cuatro por tres, sí.
E: Cuatro por tres, ¿y te dio cuatro por 
tres?, ¿te da qué?
D: Doce.
E: Doce. Y entonces, ¿cuánto tiene que 
poner la Sra. Rosa aquí?
D: Tres, tres o cuatro.
E: Tres o cuatro ¿cuántos?
D: Tres...
E: ¿Seguro?
D: Creo que sí.
E: ¿Y cómo me podrías convencer?
D: Doce dividido entre cuatro, ¿o no?
E: Tú convénceme.
D: Voy a hacer la división.
E: ¿Vas a hacer la división?
D: (Al dorso de la hoja del problema 
escribe la siguiente división en caja 
"12 : 4 = 3, resto 0".)
Bajo el 12, tres, tres por cuatro doce, tres. 
A tres caramelos cada uno.
E: ¡Caramelos!
D: (Se ríe de su respuesta.)
Tres pesitas, de ésas, cada uno.
E: Cada queso.
D: Cada queso necesito tres pesas de 
éstas para que dé igual.
E: Bueno pues, ¿las pintamos?
D: (Pinta tres pesas en el platillo de la 
izquierda del primer recuadro.)
Y..., estaba haciendo Lengua cuando me
No hace la división, sino que recuerda un 
hecho numérico de la tabla de multiplicar 
del cuatro para hallar la solución.
Parece que,como ha resuelto el problema 
recordando el producto 3x4, duda entre 
tomar el tres o el cuatro como solución.
Ahora reconoce el problema como uno de 
dividir. Puig y Cerdán, en la obra citada, 
tipifican este tipo de problema 
multiplicativos como "cuotición".
Figura 3.7.6
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has llamado.
E: ¿Estabas haciendo Lengua? ¿Y te gusta 
Lengua?
D: Un poco.
E: Un poco, ¿te gustan más las 
Matemáticas?
D: Sí, la que menos me gusta es el 
Valenciano.
E: El Valenciano no te gusta, ¿por qué?
D: Porque como siempre he hablado en 
Castellano.
E: Siempre has hablado en Castellano, no 
te gusta hablar otra lengua. Es bueno 
comunicarse en varias lenguas.
D: Sí. (Comienza a leer las últimas líneas 
del enunciado.)
¿Cuántas pesas necesita poner la...?
¿Ésto qué es?
E: Pues es la pregunta, pero tú ya lo 
resolviste. Antes que nadie te preguntara 
nada, tú  lo resolviste.
D: Tres pesas.
E: Tres pesas.
D: (Escribe: "3 pesas", en la penúltima 
línea, y continúa leyendo.)
Dibuja y completa el cuadro de arriba. 
¿Ya está!
Se considera que ha tenido una actuación 
satisfactoria en la resolución de la tarea y 
se le propone el primer problema del 
siguiente nivel: Tabla de valores.
Cuarto nivel
E: Por aquí hay una papelería donde 
puedas ir a comprar cuadernos, lápices y 
cosas. ¿Por dónde está?
D: Está..., mi casa está en la calle 
Finestrat, está ahí al lado, pues girando 
hay una papelería.
E: En esa papelería, llega el primer día de 
curso, llegan los papás, los niños y los 
maestros a comprar lápices y como 
siempre hay que hacer la cuenta de cuánto
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vendes, ¿sí? La señora que está ahí ha 
hecho esta lista. (Le presenta el texto de la 
tabla de proporcionalidad.)
Llegó María, Ana, Sergio, Lucía..., todos 
esos han llegado, el Sr. Juan, Dña.
Amparo, Don Femando ... y resulta que 
éste es el número de lápices que han 
comprado cada uno de ellos: María ha 
comprado uno, Sergio ha comprado tres, 
Lucía ha comprado cuatro.
Don Federico, ¿cuántos compró?
D: Setenta y cinco.
E: ¿Y el Sr. Juan?
D: Quince.
Doña Rosa es..., ¿son todos de aquí?
E: Son todos de aquí, sí.
D: Doña Rosa la conozco.
E: ¿Sí?
D: Porque me da a mí lo del comedor.
E: ¿Cuántos lápices ha ido a comprar?
D: Doña Rosa dieciséis.
E: Dieciséis, ahora fíjate, Sergio... Ella está 
tratando de apuntar cuánto ha pagado 
cada uno.
D: Sergio a..., con tres lápices valen doce 
pesetas, entonces un lápiz valdrá..., 
primero veo dos y luego hago la resta, dos 
lápices valdrán seis pesetas y un lápiz tres 
pesetas.
E: A ver convénceme porque no entiendo 
bien.
D: Porque mira, si doce...
E: Sergio fué y pagó doce pesetas y...
D: Doce pesetas.
E: ... le dieron tres lápices, ¿verdad?
D: Y si..., dos por seis es doce, si tienes 
tres y le quitas uno, sólo me falta hacerlo.
E: A ver explícame, aquí tenemos estos
Número d e  l ip ic e *  P e s e ta s  
comprados p a g a d a s
M aría I 3 f k
Ana 2 6  f * >
Sergio > 12 pr»
L u d a «
Man S 20 pte
M arta i 2£>¡ p  tá
Luis (
C arlos 1#
S rJu a n 11
Sia-Roaa H
Dfta A m paro 11
Don Fem ando 71
DAa Teresa 72
D o n  FadarU o 7S
F igura  3 .7 .7
Daniel ubica bien los datos en la tabla de 
doble entrada.
Daniel intenta hallar el valor unitario con 
los datos de la compra que ha hecho 
Sergio.
Parece que utiliza una estrategia 
combinada, como en el problema del 
segundo nivel Caramelos, sin embargo 
hace la mitad de la mitad. Fialla el valor 
de dos lápices como la mitad de doce 
pesetas y después vuelve halla la mitad de 
seis para hallar el valor de un lápiz.
Vuelve a hacer referencia a una estrategia 
aditiva ("le quitas uno"), y no conoce el 
valor unitario.
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tres, yo me llevo estos tres, piensa que son 
lápices los tres.
(Le muestra dos rotuladores y un lápiz.)
D: Y valen 12 pesetas.
E: Y pago 12 pesetas, pero luego viene 
Ana y dice: "yo nada más quiero que 
éstos" (separa los dos rotuladores que le 
mostró antes).
¿Cuánto tendrá que pagar Ana?
D: Es que primero tendría que hacer..., no 
sé, tendría que hacer como una división.
E: Como una división.
¿Qué división harías?
D: Dos entre doce, doce entre dos.
E: ¿Por qué doce entre dos?
D: Doce.
E: Doce, ¿por qué doce entre dos?
D: Porque así sabría, me daría lo que..., el 
precio.
E: A ver.
D: ¿Lo hago?
E: Hazlo
D: (En una hoja aparte escribe el inicio de 
una división en caja "12 : 2 =".)
E: El precio de cuántos sabrías, el precio 
de cuántos
D: Del de dos.
E: Del de dos.
D: Entonces le quitaría uno, espera 
primero lo hago.
E: Primero lo haces.
D: Cojo el doce, dos por seis, entonces 
dará doce, dos por seis doce, aquí cero, 
justo, aquí dará seis. (Ha terminado la 
división.)
Aquí da seis (señala con el dedo la 
segunda casilla de la tabla de precios),
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Pone de manifiesto su tendencia a operar 
por operar. Me dan un dato (12 pesetas) y 
otro dato (2 lápices), como tengo que 
hallar un resultado menor que 12 pesetas 
divido éste por el otro dato. Es decir que 
Daniel opera con parte de los datos (233)
Figura 3.7.8
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aquí tres pesetas (señala la primera casilla 
de la tabla de precios).
Un lápiz vale tres pesetas y dos lápices 
valen seis pesetas.
E: ¿Y entonces tres lápices?
D: Tres lápices valen doce.
E: A ver, escribimos aquí, por dos lápices 
Ana, ¿cuánto paga Ana?
D: Seis pesetas.
E: Seis pesetas, pues ponle Ana paga seis 
pesetas.
D: Ana paga 6 pesetas.
E: Por dos lápices.
D: (En la misma hoja donde hizo la 
división y a la derecha de ésta escribe: 
"Ana paga 6 ptas por dos lapices".)
E: Por uno, ¿cuánto pagó?
D: Tres pesetas.
E: Entonces pon: por uno pagó tres 
pesetas.
D: (Escribe: "por 1 pago 3 ptas".) 
(Mientras escribe lo va diciendo.)
E: ¿Cómo lo hiciste ahí, para saber cuánto 
pagabas por uno?
D: Porque si quitándole... Si la división de 
doce entre dos es a seis, quitándole uno al 
tres, los lápices valen seis pesetas, 
entonces le quito la mitad y me da tres... Y 
me da lo que vale uno.
E: Entonces por uno pagó tres pesetas.
D: (Asiente con la cabeza.)
E: Por dos...
D: Por dos seis, por tres doce y por..., y 
por cuatro dieciseis, y por cuatro quince. 
(Responde mirando la tabla.)
E: Y por cinco...
La entrevistadora le pregunta por el valor 
de tres lápices, con el fin de que Daniel se 
dé cuenta de su error, pero éste le 
responde con el dato que hay en la tabla 
de costes.
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Figura 3.7.9
Aunque parece que quiere usar una 
estrategia combinada, aditiva y 
multiplicativa, de nuevo hace la mitad de 
la mitad.
En un principio no reconoce el conteo de 
tres en tres. Tal vez por el salto del valor 
de datos que hay escritos en la tabla o 
porque está recitando parte de la tabla de 
multiplicar del cuatro. Manifiesta una 
tendencia a usar el último dato que utiliza. 
Sin embargo, vuelve al conteo de tres en 
tres, cuando se da cuenta de que con el 
valor 16 le asigna 4 al valor unitario, pues 
responde 15.
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D: Y por cinco veinte, y por seis 
veinticinco, no veintitrés.
E: No te estoy entendiendo, a ver...
D: Ya sé lo que vale hasta lo de seis .
E: ¿Ya sabes lo que vale hasta lo de seis?
D: Porque uno, tres.
E: A ver escribe, vamos a escribirlo. 
Entonces tú dices que, si Sergio pagó por 
tres lápices doce pesetas, Ana por dos 
lápices pagó...
D: Ana seis (en la hoja del problema 
escribe "6 pts" en la segunda casilla y "3" 
en la primera), lo que está aquí. (Señala lo 
que escribió en la otra hoja.)
E: Ahora, ¿cuánto pagó por cuatro?
D: Entonces doce..., si tres lápices valen..., 
tendrá que pagar quince, es que entonces 
cinco lápices valía veinte, tiene que ser 
más.
E: ¿Tiene que ser más?
D: O que compre lápices que cuesten más 
y...
E: Todos cuestan igual, hoy hay oferta, 
todo cuesta lo mismo, los lápices cuestan 
igual, son igualitos todos.
D: Doce más tres quince, aquí quince 
pesetas.
(Escribe "15 pts" en la cuarta casilla.)
E: ¿Y luego?
D: Quince y aquí veinte, y aquí veintitrés.
E: A ver, no veas el veinte ese, si no veo el 
veinte... Lucía pagó... Si no estuviera 
ésto... (Le señala y tapa el dato del valor 
en la tabla para cinco lápices.)
D: Lucía pagó quince pesetas por cuatro 
lápices.
E: ¿Y por cinco?
D: Por cinco tendría que pagar..., tendría
Vuelve a usar el último dato en su 
respuesta (cinco), sin embargo se da 
cuenta de que la diferencia es superior a 
tres ,por lo que responde veintitrés.
Calcula aditivamente el valor de cuatro 
lápices, añade tres. Pero se da cuenta de 
que el siguiente salto en la tabla es de 
cinco, y no de tres, por lo que dice "tiene 
que ser más". Por tanto, piensa que hay 
lápices que cuestan más.
Continúa el conteo o la construcción 
aditiva de tres en tres.
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que pagar dieciocho.
E: ¿Y qué dice ahí?
D: Veinte pesetas.
E: ¿Y qué pasó?
D: Que esto valdrá un duro más, que vale 
una peseta más.
E: ¿Y porqué va a valer una peseta más?
D: Creo que dos, porque..., no lo sé. 
(Golpea con el lápiz y se ríe.)
E: Bueno vamos a volverlo a pensar.
Revisa lo que hemos hecho. Si Sergio por 
tres lápices ha pagado doce pesetas, 
cuánto hubie..., no vemos eso que está 
aquí.
(Con una hoja tapa la mitad superior de la 
tabla.)
Vamos a revisar lo que hemos hecho hasta 
ahí. Si Sergio por tres lápices pagó doce 
pesetas...
D: Lucía por cuatro lápices tendrá que 
pagar quince pesetas.
E: Lucía tendría que pagar 15 pesetas y si 
a ver...
Te voy a poner otro problema: Lucía pagó 
por 4 lápices 15 pesetas. ¿Cuanto pagó 
María no, Ana por dos lápices?
(Escribe el enunciado en la parte superior 
del reverso de la otra hoja que usa Daniel.) 
Este es otro problema, a ver.
D: Primero tendría que saber lo que 
valdría uno.
E: ¿Y cómo sabes lo que vale uno?
D: Si cuatro valen quince quitándole... Si 
cuatro valen quince..., si no supiera nada, 
tendría que valer tres pesetas, no, no sé... 
Sí un lápiz vale tres.
E: No sabías nada, tú nada más sabes que 
Lucía pagó por cuatro lápices quince 
pesetas.
D: Tendría que hacer..., (piensa ...) 
podría ser una resta, una multi...,
¡una división!
En coherencia con su estrategia anterior 
responde dieciocho (tres más).
En vez de admitir que hay un error, Daniel 
resuelve la situación dándole un valor 
distinto al "siguiente" lápiz que considera. 
Le da el valor de un duro (5 pesetas) que 
resolvería su diferencia con el dato escrito.
Responde nuevamente añadiendo tres.
^ + W  j>£*- ¿ .
Figura 3.7.10 
Daniel sabe que una forma de resolver este 
tipo de problemas es hallar el valor 
unitario.
Quiere hacer algo parecido a lo que ha 
hecho hasta ahora, pero un dato es impar 
y no puede demediar. Lanza un valor 
unitario (el mismo que considera hasta 
ahora,tres), como en otras tareas, para 
probar a resolver el problema.
Piensa que si ha de hallar un resultado 
menor entonces ha de restar o dividir.
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E: ¿Qué división tendrás que hacer?
D: Quince entre dos.
E: ¿Por qué entre dos?
D: Porque si cuatro lápices valen quince, 
tendría que quitar tres y si quiero saber lo 
que valen dos, tendría que quitar la mitad 
de cuatro.
E: Bien, quince entre dos.
D: (Debajo del enunciado escribe la 
siguiente división en caja "15 : 2 = 7, resto 
1".)
Cojo el quince, tres por siete..., tres por 
siete catorce y me sobra una, lo pongo 
aquí, tendrá que valer siete pesetas .
E: Siete pesetas y me sobra una.
¿Y aquí qué pasó? ¿Cuánto valen dos?
(Le muestra el resultado que ha escrito en 
la tabla.)
D: Seis.
E: Entonces, ¿qué pasó?
D: Que entonces aquí tendría que valer 
siete y entonces no sería la mitad.
E: Vamos a ver otro problema, a ver si 
llegamos a ver lo que ha pasado pues no 
entiendo muy bien, porque de esta manera 
pagó siete y de ésta pagó seis.
Sergio pagó doce pesetas por tres lápices y 
quiero saber: ¿cuánto pagaría Marta? 
Marta compra seis lápices.
¿Cuanto pagará Marta?
(Escribe el texto en la misma hoja anterior 
y debajo del otro enunciado.)
D: Tengo que leer el problema y leer la 
pregunta a ver si me suena de algo.
(Lee el texto que hay escrito.)
Multiplicar tres por dos, no. Sí, no, no sé.
E: ¿Por qué multiplicar tres por dos?
D: Tendría que saber lo que valdrían tres 
lápices.
E: Doce pesetas pesetas tres lápices.
Vuelve a describir su estrategia 
combinada, aditiva y multiplicativa, sin 
embargo termina demediando.
Se da cuenta de que tendría que modificar 
el resultado que había escrito para el costo 
de dos lápices (la mitad de 12).
Los datos corresponden a una parte de la 
tabla inicial. Una cuarta proporcional con 
esta disposición matricial:
12 3
x 6
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Figura 3.7.11 
Vuelve a manifestar su tendencia a operar 
con parte de los datos. Si el resultado ha 
de ser mayor ha de multiplicar. Puede ser 
que quisiera decir: el valor de tres por dos. 
Daniel reconoce la relación multiplicativa
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D: Doce pesetas tres lápices, pues sería el 
doble.
E: El doble, ¿de qué?
D: De doce.
E: ¿Por qué?
D: Porque si..., si tres lap..., si Marta 
compra seis lápices y..., y Sergio pagó 
doce..., doce pesetas por tres lápices, sería 
el doble, el doble de tres, porque seis 
duplica a tres.
E: Muy bien, ¿entonces cuánto pagaría?
D: Tendría que hacer una multiplicación, 
doce por dos.
(Escribe la siguiente operación en 
columnas "12 x 2 = 24".)
Dos por dos, cuatro; dos por una, dos. 
Veinticuatro, veinticuatro.
E: Si yo pusiera veinticuatro pesetas aquí, 
Marta compró seis lápices, si pusiera 24 
pesetas aquí.
(Escribe 24 pts en la sexta casilla de la 
tabla.)
¿Está bien como voy llenando la tabla?
D: No.
E: ¿No?
¿Entonces tú  qué crees que pasa aquí? 
¿Nos hemos equivocado en algún sitio?
D: Nos hemos equivocado en esos dos. 
(Señala con los dedos los resultados 
escritos en la primera casilla y en la 
segunda.)
E: En esas dos.
D: ¿Entonces borro?
E: ¿Borramos? Me das otra tabla (se la 
pide a quien le está ayudando en la 
entrevista).
(Le presenta a Daniel otra hoja con la 
misma tabla de proporcionalidad.)
D: Ya se lo que vale esto, esto vale quince.
E: ¿Éso vale quince?
doble asociada a la relación escalar y la 
aplica.
Explica la relación interna "doble-mitad" 
que hay entre los lápices y  la aplica para 
resolver el problema.
Puede ser que recuerde que anteriormente 
dijo que en esa casilla el valor que 
correspodía era 23, pues su estrategia era 
ir añadiendo tres al resultado anterior.
Parece que se da cuenta de que el error lo 
arrastra desde los dos prim eros resultados 
que halló.
Recuerda el enunciado de un problema 
anterior en el que el valor de cuatro lápices 
era quince pesetas y el resultado del valor 
seis lápices que halló en el siguiente.
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D: Quince y éste veinticuatro.
(Escribe "15 pts", en la cuarta casilla, y 
"24 pts", en la sexta.)
E: De ese quince, ¿estamos seguros?
D: Sí.
E: ¡Del 24 estamos seguros!
D: Del quince no.
E: Del quince no o del quince sí.
D: No lo sé.
E: Luego...,
¿entonces qué es lo que tenemos que ver?
D: Tendremos que ver primero cuanto vale 
uno.
E: ¿Cuánto vale uno?
D: Entonces como tenemos que hacer para 
ver lo que vale uno pues...
E: Si por tres ha pagado doce...
D: Tendría que ser la mitad de..., la mitad.
E: ¿Cuánto vale uno, si por tres he pagado 
doce?
D: Doce entre dos.
E: ¿Por qué entre dos?
D: Doce entre uno.
E: A ver, por tres lápices he pagado doce 
pesetas, y yo quiero saber: ¿cuánto vale 
uno?
D: Doce.
E: Llegué a la tienda, a la papelería, y le 
dije: dame tres lápices y me dijo son doce 
pesetas . Yo salgo de la tienda y digo: 
¿cuánto me ha costado un lápiz?
D: Mmm...(Piensa, juega con el lápiz, se 
rasca la cabeza...)
Un lápiz ha costado... Una pregunta te 
quiero hacer, eh... aquí si doce, si ésto 
valiesen tres o cuatro pesetas, que no
20
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(Los resultados que aparecen escritos corresponden 
a las acciones que va realizando Daniel en la 
entrevista. El 16 que aparece en la cuarta casilla 
está escrito sobre un 15 que escribió inicialmente y el 
284 de la duodécima esta escrito sobre un 212.)
Recuerda que con el 15 había tenido 
diferencias y para hallar el valor unitario 
vuelve a demediar sucesivamente.
Como doce es el resultado de multiplicar 
tres por cuatro, duda si el valor unitario es 
tres o cuatro.
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estoy seguro, que si un lápiz vale cuatro o 
tres pesetas, entonces éste estaría mal o...
E: ¿Cuál estaría mal?
D: La del quince o ésta.
(Señala la cuarta casilla y la tercera.)
E: No, la del doce está bien. Éso es lo que 
apuntó la dueña de la papelería.
D: ¿Se podría equivocar?
E: Se podría equivocar, pero apuntó ésta y 
apuntó ésta, ésas dos fueron las que ella 
apuntó. Y yo me pregunto, ¿cuánto pagué 
por un lápiz?
D: No sé, espera..., qué es lo que vale...
E: Lo escribimos.
(Hay ruido en el pasillo y está distraido.) 
Escribimos el problema: Por tres lápices 
Sergio pagó doce pesetas ¿verdad?
¿cuánto tiene que pagar por uno?
(En la parte inferior de la hoja, donde 
Daniel hizo la división 15 entre 2, escribe: 
"Por 3 lápices Sergio pagó 12 pts. ¿Cuánto 
tiene que pagar María por 1 lápiz?".)
D: ¿Aquí hay una cajón lleno de pelotas?
E: No lo sé, no lo sé...
A ver, ése es el problema.
D: (Lee el texto que hay escrito.)
Por 3 lápices Sergio pagó 12 pesetas. 
¿Cuánto tiene que pagar María por uno? 
Tendría que hacer una división.
E: ¿Una división?
¿Y qué tendríamos que dividir?
D: Podríamos dividir doce..., mirar lo que 
valen..., quitarle..., una división, 
tendríamos que hacer doce entre dos, 
para...
E: No leas esto de ahí arriba.
(Le tapa con un folio la parte superior de 
la hoja en la que ha escrito el problema y 
le pide que se fije en el texto.)
D: Doce pesetas hemos pagado por tres 
caramelos.
Figura 3.7.13
Como en otros casos reconoce que el 
problema es de dividir. Ahora bien, en la 
parte superior de la hoja está escrito el 
problema en el que tuvo que dividir 15 
entre 2 y quiere repetir la división con el 
mismo divisor, aunque este dato no esté en 
el enunciado del problema.
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E: Tres lápices.
D: ¡Tres caramelos! (Se ríen.)
Tres lápices, pero...
E: ¿Cuánto tendría que pagar María por 
un lápiz?
D: Pues tendría que pagar..., si doce..., ir 
restando.
E: ¿Ir restando?
D: Tendría que saber primero la mitad, lo 
que vale dos, porque así podría restar...
E: ¿La mitad de quien?
D: La mitad de doce es seis, la mitad de 
doce es seis, o sea que dos podrían valer 
seis pesetas, entonces un lápiz costaría..., 
dos seis pesetas, tres pesetas podría 
costar un lápiz.
E: ¿Por qué tres pesetas?
D: Tres por dos...
E: ¿Qué hiciste?
D: La mitad ya sé, entonces que..., ya se lo 
que vale dos.
E: Ya sabes lo que vale dos ¿cuánto valen 
dos?
D: Yo creo que dos valen seis pesetas.
E: Tú crees que dos valen seis pesetas. 
¿Por qué crees que dos valen seis pesetas?
D: Porque si..., porque... Yo creo.
E: Tú crees, ¿por qué crees?
D: Es que no sé explicarlo.
E: No sabes .... A ver, tengo tres lápices...
D: Tres lápices.
E: Y pagué doce pesetas.
D: Tres lápices valen doce pesetas, 
entonces eh..., doce...
Vuelva a su comportamiento aditivo. 
Identifica la mitad con lo que vale dos.
Continúa asociando el cáculo del valor de 
dos lápices al tener que dividir por dos. 
Después resuelve el problema con la 
relación escalar "mitad".
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E: Doce monedas...
D: Doce monedas que tengo...
E: Aquí, aquí hacemos un dibujo.
(Toma una hoja en blanco.)
Tengo tres lápices. Mira, aquí están los 
tres lápices (dibuja tres líneas verticales). 
Y aquí están las doce pesetas.
(Dibuja doce círculos que forman una 
matriz 3x4.)
¿Sí? Ahí están las doce pesetas y ésos son 
los tres lápices.
(Le entrega la hoja con el dibujo.)
D: Ya lo sé, cada lápiz vale cuatro 
pesetas.
E: ¿Por qué?
D: Porque si aquí tres lápices..., hay tres 
lápices, si lo pongo así ...
(Le da media vuelta a la hoja y señala 
ahora tres columnas.) 
me saldrá en tiras lo que vale.
(La entrevistadora se ríe.)
Es lo que pienso.
E: Es lo que piensas. Y entonces...
D: Creo que valdrá cuatro pesetas.
E: Crees que valdrá cuatro pesetas.
Vamos a ver, si vale cuatro pesetas, 
pondrías cuatro aquí.
(Le da de nuevo la segunda tabla de 
proporcionalidad que le había 
presentado.)
D: Cuatro.
(Escribe "4 ptas" en la primera casilla.)
E: Píntalo fuerte. ¿Y dos lápices?
D: Dos lápices ocho.
E: Ocho, ¿por qué ocho?
D: Porque si un  lapice..., si un lápiz vale 
cuatro/dos lápices tendrán que valer ocho, 
porque tendría que hacer cuatro..., cuatro 
pesetas que vale un lápiz más cuatro 
pesetas valen dos lápices, en total sería 
ocho.
(Escribe "8 ptas" en la segunda.)
o oo o 
o o o o 
o o o o
Figura 3.7.14
Daniel para hallar el valor de un lápiz 
primero quería hallar el valor de dos, pero 
no sabía hallar el valor de dos lápices si le 
daban el valor de tres, tal vez por la 
influencia de la disposición de los datos 
en la tabla. La disposición de datos sería: 
3 12
2 x
Como la relación escalar no es entera 
(2/3) utiliza como relación ascociada a la 
escalar la relación "doble-mitad". Sin 
embargo, con la ayuda pictórica no tiene 
dificultad para resolver el problema 
mediante agrupamientos.
Ver en la segunda tabla de 
proporcionalidad (figura 3.7.12) lo que 
hay escrito.
Halla el valor de dos lápices como cuatro 
más cuatro y no como el doble del valor 
unitario.
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E: Éso me convence. ¿Y tres lápices?
D: Doce pesetas más cuatro, entonces ésto 
no tendría que valer doce, ésto no tendría 
que valer quince, ésto tendría que valer 
dieciséis, ¿no?
E: Éso dieciséis, bueno a ver...
D: Porque aquí va sumando, cuatro, ocho, 
doce, doce más cuatro es diecisíes, 
dieciseis más veinte, dieciseis más cuatro 
veinte y veinte más cuatro veinti..., 
veinticuatro.
E: Entonces, ¿cuál hay que corregir?
D: Éste, el seis.
(Cambia el 5, del 15 que había escrito en 
la cuarta casilla, por un 6 y queda 16.)
E: Corrígelo, ponlo bien.
D: Ya tengo todo esto, y ahora quiero 
saber lo que vale ocho, ocho vale treinta y 
dos.
E: ¿Por qué?
D: Porque cuatro por ocho es treinta y 
dos.
Ha identificado una sucesión aritmética de 
razón cuatro y explícita una construcción 
aditiva de cuatro en cuatro.
Ver lo que está corregido en la segunda 
tabla de proporcionalidad (Figura 3.7.12).
En este momento se pasa de una 
construcción aditiva a una estrategia 
multiplicativa. Tal vez el salto de dos 
unidades en una columna le invita a 
abandonar la construcción aditiva.
E: Ocho por cuatro treinta y dos.
¿Y porqué estás multiplicando ahora, si 
antes estabas sumando?
D: Porque si ya se lo que vale, cuatro 
pesetas, y  tengo que ver lo que vale ocho 
lápices, ya sé cuanto vale un lápiz, que 
vale cuatro pesetas, y tengo que saber lo 
que valen ocho, tendría que hacer una 
multiplicación, porque cuatro más 
cuatro..., o sumas, cuatro, ocho, doce, 
dieciséis, veinticuatro, veintiocho, treinta y 
dos. Treinta y dos.
(Escribe "32" en la séptima casilla)
E: Bueno.
A partir de recordar el valor unitario ha 
identificado la relación funcional 
multiplicativa (por cuatro), sin embargo 
halla el resultado aditivamente.
D: Y luego, treinta y dos, treinta y tres, 
treinta y cuatro...
(Parece que continúa contando con los 
dedos encima de la mesa.)
Treinta y dos más ocho, aquí tendría que 
valer cuarenta, porque treinta y dos más 
ocho pesetas...
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E: ¿Por qué ocho pesetas?
D: Porque si aquí ha comprado ocho 
lápices de dos pesetas, éste compraría 
dos lápices más que son diez, entonces...
E: ¿Y porqué ahora sumas y antes 
multiplicabas?
D: Porque antes multiplicaba..., porque 
eran todos de lo que mismo valía, y ahora 
sumo por... o también puedo multiplicar.
E: ¿También puedes multiplicar?
D: Cuatro por diez.
E: ¿Cuatro por diez?
D: Son cuarenta.
E: Entonces a veces puedo sumar y a veces 
puedo multiplicar, ¿por qué?
D: Podría sumar todo esto.
(Señala las siete primeras casillas.)
E: ¿Cuáles sumarías?
D: Eh..., podría...
E: Ahorita me dijiste que sumabas el 
treinta y dos... ¿Sí?
D: No, podría ir diciendo cuatro, ocho, 
doce, dieciséis, veinte, veinticuatro, 
veintiocho, treinta y dos, treinta y seis..., y 
treinta y seis y cuatro serían..., nueve 
valdrían treinta y seis pesetas. Y aquí, 
imagínate que estaría el diez, entonces 
necesitamos cuatro, cuarenta.
(Escribe "40" en la siguiente casilla.)
E: Bueno. ¿Y ahora?
D: Más quince, cuatro por cinco veinte...
E: ¿Vas a multiplicar?
D: Aquí es sesenta.
E: ¿Por qué?
D: Porque si cuatro lápices.... No, si 
cinco..., si un lápiz vale cuatro, y aquí
Ahora resuelve el salto en la tabla 
incrementando aditivamente el valor 
correspondiente a la diferencia de los dos 
datos (dos unidades).
Parece que quiere dedir que si la diferencia 
entre los datos de la segunda columna es 
constante (uno) puede sumar (cuatro).
De nuevo vuelve a usar la relación 
funcional.
Nuevamente relaciona los elementos de las
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cinco lápices, sería cinco lápices más y 
cuatro pesetas que vale un lápiz por cinco 
lápices de más, tendría que ser cuatro por 
cinco es veinte, entonces aquí sería 
sesenta, sesenta más cuatro, aquí sería 
sesenta y cuatro.
(Escribe "60" y  "64" en las siguientes 
casillas.)
E: Ahora sumo.
D: Sesenta y cuatro más ocho, aquí sería 
setenta y dos.
(Escribe "72" en la siguiente casilla.)
E: ¿Por qué más ocho?
D: Porque...eh... Aquí, imagínate que aquí 
hay el dieciséis, sesenta y cuatro; el 
diecisiete, sesenta y ocho; el sesen..., el 
sesenta y..., el dieciocho y... aquí tendría 
que poner sesenta y ocho más cuatro, 
setenta y dos.
E: Bueno, muy bien. Y luego...
¿Don Femando cuánto va a pagar?
D: Don F em ando, espera tendría que 
ver..., tendría que restar, setenta y uno 
menos dieciocho, para saber lo que hay de 
más y luego lo que hubiese de más 
multiplicarlo por cuatro.
E: A m í me da mucha manía restar.
¿Hay otra manera de hacerlo?
Restar no me gusta.
D: ¿No te gusta?
E: No, restar no.
D: Pues...
E: Podrías encontrar otra manera de 
hacerlo.
D: Dividiendo puede...
E: ¿Dividiendo? ¿Qué tendría que saber? 
A ver, don Femando llega a la tienda, yo 
soy la dueña, ahora soy la dueña, y le 
tengo que decir a don Femando cuánto... 
¿cuánto va pagar?, si ha pedido setenta y 
un lápices.
D: ¡Setenta y un lápices! (Se ríe.)
dos columnas de forma que lo que varía en 
una se corresponde con lo que varía en la 
otra. Hace uso de una estrategia 
combinada: aditiva, multiplicativa y 
aditiva.
Vuelve a intentar como estrategia la 
correspondencia entre las variaciones 
internas.
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E: ¿Y le tengo que decir cuánto va a pagar?
D: Espera, primero hago la resta y así lo 
que me dé lo multiplico luego.
E: Lo hacemos acá.
(Le da una hoja para hacer operaciones.)
D: (Escribe la siguiente operación en 
columna "71 - 18 = 53".)
Setenta y uno menos dieciocho igual, de 
ocho a uno a tres y llevo una, una y uno a 
siete cinco, serían cincuenta y tres lápices 
más.
(Escribe la siguiente operación en 
columnas "53 x 4 = 212".)
Ahora tendría que hacer cincuenta y tres 
por cuatro igual, tres por cuatro es doce, 
llevo una, cuatro por cinco veinte; es 
doscientas doce pesetas.
E: Doscientas doce pesetas, ¿qué es?
D: Doscientas doce pesetas tendría que 
costar setenta y un lápices.
E: ¿Seguro?
D: Sí, porque haciendo la resta te da los 
lápices de más que ha comprado y...
E: ¿Que ha comprado quién?
D: Don Femando, y luego lo multiplico por 
cuatro lápices que..., que vale cada uno 
entonces me dará lo que vale.
E: ¿Lo que vale quién? ¿Cuántos?
D: Setenta y uno.
E: Escríbelo.
D: (Escribe "212" en la casilla 
correspondiente a Don Femando.)
E: Han pasado dos días, no es el mismo 
día, y resulta que Dña. Teresa llegó a 
comprar setenta y dos lápices, ¿cuánto 
tiene que pagar?
Primero me acuerdo de lo que vendí ayer. 
D: Puede ser, puede que te acuerdes.
E: Puede que me acuerde, sé cuánto
•X
•5 ^
F ig u ra  3 .7 .15  
(Tacharlo corresponde a una acción posterior)
Da como respuesta el valor que 
corresponde a la variación en la segunda 
columna de datos y  se olvida de sumarlo 
al dato inicial del que parte en la tercera. 
El salto de 53 unidades en la segunda 
columna le hace que tenga dificultades en 
su estrategia de construcción aditiva y 
opera con parte de los datos del 
problema. Unos explícitos (18 y 71) y otro 
implícito (4), que recuerda.
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cuesta...
D: Sé cuanto cuesta...
(Señala uno con el dedo índice.)
E: Sé cuanto cuesta un lápiz, eso sí sé.
D: Cuatro por setenta y  dos.
.E: Cuatro por setenta y  dos.
Éso es otra manera de hacerlo.
D: (Escribe la siguiente operación en 
columnas 72 x 4 = 288 )
Cuatro por setenta y  dos igual, dos por 
cuatro ocho y  cuatro..., cuatro por siete..., 
cuatro por siete igual a..., cuatro por siete 
es veintiocho. Doscientas veintiocho 
pesetas, ¡no!, doscientas ochenta y ocho. 
(Había escrito 228 y  corrigió de inmediato 
escribiendo un 8 encima del segundo 
dígito.)
E: Estoy tratando de ver si estás haciendo 
bien la multiplicación.
A ver hazla otra vez.
* íí_  ^
^  S " a  y g
Figura 3.7.16 
En su resolución del algoritmo se nota la 
tendencia de usar los últimos datos 
producidos. En este caso escribe 228 pues 
utiliza el resultado de cuatro por siete.
D: ¿La hago otra vez?
E: A ver explícalo.
D: (Vuelve a escribir junto a la anterior la 
siguiente operación "72 x 4 = 288".) 
Setenta y  dos por cuatro, cuatro por dos 
ocho y...
E: ¿Y cuatro por siete?
D: Cuatro por siete es veintiocho, entonces 
serían doscientas ochenta y  ocho.
E: Muy bien.
D: Aquí pongo doscientas ochenta y  ocho. 
(Escribe "288" en la casilla 
correspondiente a Dña. Teresa.)
Y aquí setenta y cinco, eh...
E: Espérame, espérame, antes que sigas 
con el setenta y  cinco. Dña. Teresa pagó 
doscientas ochenta y  ocho...
D: Doscientas ochenta y  ocho, por setenta 
y dos lápices.
E: Sí y  D. Femando compró setenta y uno.
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¿Cuánto tendría que pagar D. Femando? 
D: Éste está mal.
(Señala en las dos operaciones anteriores 
que hizo con la diferencia 53 lápices: la 
multiplicación 53x4 y la resta 71 -  18.)
E: ¿Está mal ése? ¿Por qué está mal?
D: Pero, sin embargo la multi..., será..., 
será la resta la que está mal, porque la 
multiplicación...
E: Ahora ya no entiendo, como ves no me 
gusta restar, tendrás que explicarme que 
hiciste ahí.
D: Espera, ocho a once, ocho, nueve, diez, 
once (se ayuda con los dedos), tres, me 
llevo una, una y una dos, siete menos dos 
es cinco, las multiplicaciones están bien.
E: Y cincuenta y tres, ¿qué es ahí?
D: Cincuenta y  tres, sí aquí..., si Dña. 
Amparo pagó, por dieciocho, setenta y 
dos pesetas, tendría que saber..., ahí 
tendría que saber lo que costaría..., 
a ver... ¿cuántos lápices pagó de más?
E: ¿Cuántos pagó de más?
D: Y pagó de más cincuenta y  tres.
E: Sí, sí.
D: Éso ya lo sé, y  luego hago cincuenta y  
tres por cuatro.
E: ¿Éso qué es?
D: Por cuatro pesetas que cuesta cada uno 
y  da doscientas doce.
E: ¿Doscientas doce es qué?
D: Pesetas.
E: Pero, ¿lo que vale qué?
D: Valdría... Ésto, pues..., ésto podría 
estar mal. (Señala en la tabla el resultado 
212 que había escrito.)
E: ¿Cuál?
Parece que se da cuenta de que la 
diferencia que hay en la segunda columna, 
un lápiz más, no se corresponde con la 
diferencia que hay entre los resultados que 
escribió en la columna de la derecha.
Repasa las dos operaciones que hizo y  
comprueba que las hizo bien.
Ver la segunda tabla y  los resultados 
escritos en ella (figura 3.7.12).
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D: Éste.
E: ¿Lo de abajo? ¿Y por qué?
D: Porque claro..., setenta y  uno más 
cuatro...
E: Fíjate, yo ya no me acuerdo de eso, 
pero llega un señor y  me pide setenta y  un 
lápices. ¿Cuánto le cobro?
D: Si ya sé lo que valdrá uno.
E: ¿Cuánto vale uno?
D: Cuatro lápices. (Sonríe)
Cuatro, cuatro pesetas.
E: Cuatro pesetas vale un lápiz.
¿Entonces qué hago?
D: Tendría que multiplicar cuatro por 
veintiuno.
E: ¿Cuatro por veintiuno?
¡Por setenta y uno!
D: Por setenta y uno.
E: Por setenta y uno, vamos a ver.
D: (Escribe en columnas la siguiente 
operación "71 x 4  = 284".)
Cuatro por una es cuatro, cuatro por siete 
es veintiocho, entonces éste está mal. 
(Señala en la tabla su resultado anterior en 
la casilla de D. Femando.)
E: Pero, ¿entonces en qué nos 
equivocamos? Vamos a ver, explícame. 
¿En qué se equivocó antes?
D: Que pagó... eh... setenta y  dos pesetas 
de menos.
E: Setenta y  dos pesetas de menos.
¿Y porqué no le cobraría a D. Femando 72 
pesetas? Si había venido Dña. Amparo y  
me había comprado dieciocho lápices, y  
luego vino D. Femando y...
D: Y me compró setenta y  uno.
E: Y yo le cobro..., y  me compró setenta y  
uno y  yo le cobro doscientas doce pesetas.
Se refiere a que si el salto en una columna 
es de un lápiz, entonces el coste se 
incrementa en cuatro pesetas en la otra.
TFT
Figura 3.7.17
Es el dato inicial del que partió, y  que no 
utilizó, cuando operó con parte de los 
datos para hallar el valor de lo que pagó 
Don Femando.
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D: Sí, pero...
E: ¿Qué hice mal? 
D: La operación. 
E: A ver, ¿cuál?
D: Esta operación está bien.
E: Las operaciones están bien, ya las 
checamos, ésas están bien.
¿Pero qué hice mal?.
Si yo resté primero setenta y uno a 
dieciocho, ¿si? A setenta y  uno se resta 
dieciocho y luego lo que me salió, de esa 
resta, lo multipliqué por cuatro, ¿qué 
dijiste? ¿porqué le cobré de menos? 
¿porqué le cobró de menos?
D: ¡Ah! porque la multiplicación la puse 
menor.
E: ¿Por qué la pusiste menor?
D: Porque creía que era lo que, lo que..., 
los números los puse mal.
E: ¿Qué me faltó? ¿O qué me sobró?
D: Aquí tendría que poner..., aquí no 
tendría que poner lo que me.., lo que me 
costaba eso multiplicando, porque me 
saldría de menos.
E: Pero, ¿por qué me sale de menos?
D: Porque el..., el número de lápices que 
me compró no eran cincuenta y tres eran 
setenta y  uno, entonces...
E: Y entonces, ¿qué tendría que haber 
hecho más? Llegué hasta ahí.
(Hasta lo que pagó Dña. Amparo por 18 
lápices.)
D: Llegué hasta ahí, entonces ésta no la 
tendría que haber hecho y tendría que..., y  
ya sabría lo que..., y  ésta tampoco, lo 
tendría que haber hecho directa y ya está, 
(Ha tachado las dos primeras operaciones 
que había hecho, la diferencia 71-18 y  el 
producto 53x4.)
E: Pero, y  puedo...
¿y qué puedo seguir haciendo por aquí?
Parece que se refiere a la estrategia y  no al 
algoritmo.
Se da cuenta de que si solamente realiza 
una operación, entonces el multiplicando 
que puso (53) es menor que el que debería 
haber puesto (71).
Parece que distingue entre su estrategia 
combinada: resta, multiplicación y suma, y  
la aplicación de la relación funcional: 
"Tendría que haber hecho directa".
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Ya sé, ya sé que D. Femando me ha 
comprado cincuenta y  tres lápices más que 
Dña. Amparo y se que Dña. Amparo me 
pagó setenta y  dos pesetas.
D: Sí que podría seguir.
E: ¿Sí? ¿Cómo?
D: Esto que me ha dado le sumo setenta y  
dos pesetas.
E: ¿Eso me faltó?
D: Sí.
E: Sólo setenta y dos pesetas, ¿por qué?
D: Setenta y dos, porque ya sabría los 
lápices que me pagó de más, y luego 
sumándolo todo, sumando cincuenta y 
tres mas dieciocho lápices que compró ella 
me daría setenta y  uno.
E: A ver, a ver, si me sale lo mismo.
D: Cincuenta y  tres más ochenta y uno. 
(Escribe en columnas la siguiente 
operación "53 + 81 =".)
E: ¿Qué estás haciendo ahora?
D: Cincuenta y tres más dieciocho, al 
revés, al revés.
E: ¿Qué estas haciendo ahora?
D: Viendo si...
E: Si dieciocho y  cincuenta y  tres.
D: Si dieciocho y  cincuenta y  tres dan 
setenta y  uno.
E: Muy bien.
D: (Escribe en columnas la siguiente 
operación "53+18 = 1", las dos cifras del 
segundo sumando las ha escrito sobre las 
que había escrito antes.)
Ocho más tres once, me llevo una, ocho 
mas cinco..., ocho más cinco trece y  una 
catorce...
E: Pero ésto es dieciocho aquí.
(Le señala en la operación que hace.)
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Están reproducidas anteriormente.
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D: Aquí es..., tiene que ser...
E: Vuélvelo a escribir porque rayaste 
encima. Es igual, ¿qué estas haciendo?
D: La suma de lo que los lápices que me 
han cobrado de más, que he visto que ha 
pagado de más, y...
E: Los que te compra de más.
D: Los que me compra de más y  sumo los 
que me ha comprado Dña. Amparo, 
entonces ya lo sé, entonces solo tengo que 
hacer la suma de...
E: Cincuenta y tres y... ¿qué?
D: Cincuenta y  tres más dieciocho, lo 
sumo todo. (A la derecha de la operación 
anterior escribe en columnas la operación 
"53+18 = 71".)
Tres y ocho once, me llevo una, una y cinco 
seis, setenta y una. Y ahora lo multiplico 
por cuatro lápices que vale cada uno, y  
esto aquí dará doscientos ochenta y 
cuatro pesetas, entonces ésta la tengo mal, 
ésto es un ocho y  ésto es un cuatro. 
(Rectifica su resultado anterior, 212, que 
había escrito para el coste de los lápices 
que compró D. Femando. Escribe encima y 
queda 284.)
E: Pero aquí que te faltaba...
(Le muestra la hoja de operaciones.)
D: Ahí.
E: Aquí.
D: Eh ...
E: Ya sabías...
D: Lo que eso ya..., entonces aquí tendría 
que haber sumado... más lo que me 
compró Dña. Rosa, no, Dña. Amparo.
Ver lo escrito en la casilla correspondiente 
a D. Femando en la segunda tabla de 
proporcionalidad (figura 3.7.12).
Ahora se da cuenta de que no había 
utilizado uno de los datos en su estrategia 
combinada.
E: Lo que te compró o lo que te pagó.
D: Lo que me pagó Dña. Amparo.
E: Lo que te pagó Dña. Amparo.
Y entonces vamos a ver si eso es cierto, 
doscientos doce...
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D: Doscientos doce más setenta y  dos.
E: ¿Te pagó setenta y  dos Dña. Amparo?
D: Dña. Amparo me pagó setenta y dos. 
(Escribe en columna la siguiente operación 
"212+72 = 284".)
Dos más dos cuatro, siete más una ocho, 
no me llevo nada, ya está doscientos 
ochenta y cuatro.
E: ¿Y sale lo mismo?
D: Sí, sale lo mismo.
E: Y entonces, ¿en qué te habías 
equivocado aquí?
D: En que había multiplicado cincuenta y 
tres por cuatro.
E: ¿Y éso qué era?
D: Eso tendría que haber suma..., ahí no 
me había equivocado, tendría que..., lo 
que me hubiese dado tendría haberlo 
sumado con lo que me pagó Dña. Amparo.
E: ¿Y entonces ésto qué es?
Cincuenta y  tres por cuatro, ¿qué es?
D: A ver lo..., lo que valdría cincuenta y  
tres lápices de más y luego sumándolo 
más lo que pagó Dña. Amparo... eh... me 
salió doscientos ochenta y cuatro, el 
número exacto.
E: Muy bien. ¿Y ahora?
D: Más cuatro, doscientos ochenta y  ocho, 
entonces tres por cuatro doce, más doce, 
he vuelto a sumarlo doscientos ochenta y 
cuatro más doce pesetas.
(Intenta escribir la operación.)
E: A ver ya me perdí.
D: A ver, si cuatro lápices valen tres 
pesetas, si cua..., si un lápiz vale cuatro 
pesetas y  m e han comprado, D. Federico 
me ha comprado setenta y cinco lápices, 
eh... me ha comprado tres lápices de más, 
entonces tengo que sumar..., multiplicar 
tres por cuatro, que es doce, entonces 
sumar doce mas doscientos ochenta y
I n>7 
Figura 3.7.19
Intenta hallar los dos resultados que faltan 
mediante la construcción aditiva. Primero 
añadir cuatro, pues se compra un lápiz 
más, y  luego doce más, pues se compran 
tres más.
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ocho.
E: Y si no supiera cuanto valen setenta y  
cuatro o setenta y dos, si no supiera 
cuánto valen setenta y dos, ¿qué harías?
D: Setenta y cinco por cuatro.
E: Setenta y  cinco por cuatro.
¿Y las dos formas te salen?
D: De las dos formas te saldrá.
E: A ver.
D: (Escribe en columnas la siguiente 
operación "75 x 4 = 300".)
Setenta y cinco, cuatro por cinco veinte, 
me llevo dos, cuatro por siete veintiocho y 
dos treinta, trescientas, voy a ver si me 
salen.
E: Vas ver si te salen.
D: A ver, dos..., tres por dos, tres por 
cuatro doce, doce más doscientos ochenta 
y ocho igual...
(Escribe en columnas la siguiente 
operación "288+12 = 300".)
Dos más ocho diez, me llevo una, me llevo 
una, tres, me da igual. Entonces aquí es 
trescientos.
(Escribe "300" en la última casilla.)
FIN DE LA ENTREVISTA
1 0 0
*  q 4 'i'i
Figura 3.7.20
Se considera que ya ha resuelto 
satisfactoriamente la tabla de precios y se 
da por teminada la entrevista en relación 
con este protocolo.
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ANEXO 3.8
Transcripción de la entrevista sobre 
Valor perdido y proporcionalidad.Tercer ciclo
IN FO R M A C IÓ N  GENERAL
La en trev ista  se  ha realizado en  una sala d el C o leg io  P úblico  d e Prácticas, 
an exo a la Escuela U n iversitaria  d el M agisterio , el 16 d e octubre d e  1997; 
tu v o  una duración  aproxim ada d e hora y  cuarto d e  las 15h 15m  a las  
16h .30m .
A  C arm en se  la ha seleccionad o  para entrevistarla  d eb id o  a la actuación  que  
ha ten id o  al responder el cuestionario adaptado, en  su  v ers ió n  para el tercer  
ciclo, en  e l curso 1996-1997, por lo  que su  actuación  global n o  está recogida  e n  
las tablas que h ay  en  el cap ítu lo cuarto, sino  en  Fernández et al. (1998).
Esa actuación  g lobal se  caracteriza por:
a) U sar la estrategia aditiva d e  la d iferencia constante para reso lver  e l  
problem a T azas d e  arroz (clase 1.4.3).
b) Las su s actuaciones que tien e al reso lver  lo s  p rob lem as d e l  
cuestionario  adaptado, que están  relacionados con  el b loq u e d e tareas 
Valor p erd id o  y  proporcionalidad , p u es  en  ellas h ay  m a n ife s ta c io n e s  
de:
-in terp retar  e l doble com o u n  a u m en to  ad itiv o , en  la tarea  
M u ñ ecos (clase 1.4.2);
-in terp retar e l doble com o u n  in crem en to  arbitrario, en  la tarea  
Perro (clase 1.4.4);
-rep etir  a lgú n  dato del en u n ciad o , en  la tarea Fotografía (clase  
2.2.1); y
P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
-u sa r  u n  patrón o  una unid ad  d iferente, en  la tarea R efrescos 
(clase 1.3.3).
b) R esolver 11 d e  lo s 18 problem as d el cuestionario  con  éxito.
En la en trevista  e stu v iero n  p resentes el in vestigad or  y  O lim pia; el p r im ero  
h izo  la en trev ista , ten ien d o  en  cuenta el p rotocolo  que se  d iseñ ó  para lo s  
alum nos d e tercer ciclo  y  la segu n da  asistió  al prim ero, ad em ás e stu v o  Juan, 
que m anejó la v ideocám ara. Por el com p ortam ien to  d e  C arm en en  la  
entrevista , se  p u ed e  afirm ar que la presencia de lo s ad u lto s en  la sala n o  le  
in tim id ó . C om o la doctora O lim pia F igueras actuó com o  auxiliar d el 
in vestigad or, en  la transcripción aparece la abreviatura O  que corresp on de a 
su s  in terven c ion es.
EL PROTOCOLO DE LA ENTREVISTA Y LA TRANSCRIPCIÓN
C om o p u ed e verse  en  el O rganigram a 4.9 del cap ítu lo  cuarto, e l p ro to co lo  
está organ izad o en  cuatro n iv e les  d e m enor a m ayor d e  d ificu ltad , pero se  
diferencia d e  los d iseñ ad os para el seg u n d o  ciclo en  q ue e l seg u n d o  y  tercer 
n iv e l form an u n  bucle. En cada u n o  d e e llo s  se  h an  redactado v a r io s  
problem as. En este caso la serie de prob lem as está organ izad a d e m ayor a 
m enor d ificu ltad  y  se  p rop onen  al a lum no, s i es n ecesario , en  d ich o  orden.
Si la actuación  d el a lu m n o , al reso lver el prim er prob lem a d e  u n  n iv e l, se  
considera satisfactoria, se  le aplica el prim er problem a d el s ig u ien te  n iv e l. S i 
la actuación se  considera que n o  es satisfactoria, se  le  p rop on e otro p rob lem a  
d e la serie d el m ism o  n ive l, pero d e  m enor d ificu ltad .
A  la estu d ian te  se  le  explica que va  a reso lver p rob lem as, q ue ella  debe  
leerlos prim ero y  lu eg o  reso lverlos, in ten tan d o  hablar en  v o z  alta m ien tra s  
va p en san d o  q ué hacer, para que p od am os com p ren d er cóm o  lo  está  
h acien do y  que n o  tenga prisa para hacer las cosas.
La en trevista  se  in icia  d e acuerdo al p rotocolo  d iseñ ad o  para a lu m n o s d e l 
tercer ciclo  en  relación  con  el b loq u e d e  tareas d el cu estion ario  V alor p erd id o  
y  Proporcionalidad.
La transcripción escrita se  ha estructurado u san d o  d os co lu m n a s, en  la d e la  
izquierda aparece el d iá logo  y, entre paréntesis, a lgu n as in d icac ion es  sobre  
las acciones, la d e  la derecha con tien e lo s com en tarios, lo s  en u n c ia d o s que  
se le proporcionan  a la alum na y  las actuaciones escritas, tanto  d e la a lu m n a  
com o d e l en trevistador.
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A n e x o  3 .8 . V a l o r  p e r d id o  y p r o p o r c i o n a u d a d .  T e r c e r  c i c l o
Primer nivel
C: ¿Lo leo en voz alta?
E: Lo lees en voz alta, lo haces y luego nos 
lo explicas.
C: Vale.
(Lee las cuatro primeras líneas del 
enunciado. Observa y continúa leyendo las 
cuatro líneas siguientes.)
Pues si cada cinco botes tendría que 
necesitar tres, le quitaba dos botes y aqui 
entonces serían ocho botes blancos y..., y... 
No, aquí tema quince, entonces aquí 
tendría que tener..., de pintura roja 
tendría que tener trece.
E: Píntalos. No hace falta que estén muy 
bien pintados.
C: (Dibuja trece botes en el segundo 
recuadro.)
E: ¿Tú crees que está bien así?
C: (Asiente con la cabeza, no muy 
convencida.)
E: Lo guardamos y vamos a hacer éste.
C: (Lee el enunciado completo del 
problema Caramelos.)
Si ha comprado seis caramelos y le pagan 
el..., el doble, o sea seis pesetas, más seis 
pesetas, más seis pesetas dieciocho 
pesetas, y Antonia..., y Antonia quería 
comprar..., Antonia ha comprado cinco. 
No, uno, dos, tres,... (Puntea para contar 
en el 2o recuadro.)
No, no lo entiendo.
E: Vamos a ver. ¿Aquí cuántos hay? 
(Señala en el cuadro de abajo.)
C: Seis.
E: ¿Y aquí? (Señalando arriba.)
C: Tres
Xavier ha pintado de rosa las clases de un colegio de 
X átiva .
Para obtener el color rosa hizo la siguienle mezcla:
Por cada i  botes de pintara roja puso 5 boles de pintara blanca
El va a p in tar del mismo color las clases de un colegio 
de Valencia y  tiene 15 botes de p intura blanca. 
¿Cuántos botes de p in tu ra ro ja  necesita?
D ibúja los
i0 "
bores de pintura roja 15 botes de pintura blanca
Figura 3.8.1 
Carmen ha desarrollado una estrategia de 
tipo aditivo, mantiene la diferencia que 
hay entre los antecedentes de las dos 
razones que forman la cuarta 
proporcional. Es el mismo 
comportamiento que tuvo al resolver el 
problema del cuestionario Tazas.
Como ha desarrollado una estrategia 
errónea, se le propone el segundo 
problema de la serie del primer nivel, 
Caramelos.
Parece que ve la relación escalar entre los 
consecuentes pero no sabe que hacer con 
ella.
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P r e c u r s o r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
E: ¿Qué es lo que tienes que buscar?
El precio de cuántos...
C: De tres caramelos.
E: Y sabes, ¿el de cuántos?
C: El de seis.
E: Entonces tú puedes saber lo de tres.
C: Sí.
E: ¿Cómo?
C: Sumando tres veces... tres.
E: ¿Sumando tres veces tres?
C: O multiplicando tres por dos
E: Luego si multiplicas tres por dos...
C: Tres por dos seis.
E: Seis. Luego...,
¿entonces qué podrías poner?
C: Nueve, eran nueve pesetas.
E: Nueve pesetas.
¿Entonces aquí qué pondrías?
C: Dibujaría nueve pesetas.
E: Dibujarías nueve pesetas.
C: (Dibuja nueve monedas en disposición 
matricial 3x3.) Ya está.
E: Vamos a ver entonces lo que ocurre en 
estos dos problemas.
(Le muestra conjuntamente los dos 
problemas que ha resuelto.)
Mira aquí lo que ocurre y mira aquí lo que 
ocurre.
¿Son parecidos los dos problemas?
C: Sí.
E: Sí. ¿Y aquí hay alguna relación? 
(Señala los datos primero y tercero que 
hay en la hoja del problema Caramelos)
C: Sí.
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A ntonia quiere com prar 3 caramelos
© ® 
® &
0
3 caramelos
Juan ha comprado 6 caramelos en la tienda 
y pagó 18 pesetas.
6 caramelos
¿C uántas pesetas tendrá que pagar A ntonia?
Dibújalas y  com pleta el cuadro de arriba
Figura 3.8.2 
Parece que ha identificado el valor unitario 
y calcula aditivamente el precio de tres 
caramelos. Además, calcula el precio de 
tres caramelos sumándole el valor de dos 
al valor de uno..
El entrevistador quiere ver si la solución de 
un problema le ayuda a resolver el otro.
El entrevistador pretende que Carmen 
identifique la relación escalar "doble- 
mitad", sin embargo ella responde que en
A n e x o  3.8. V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d . T e r c e r  c ic l o
E: ¿Qué relación es?
C: Que son los dos de caramelos y..., 
tienes que solucionar allí el problema y 
aquí tienes que resolverlo. (Se refiere a los 
dos recuadros.)
E: ¿Y aquí? (Señala en la hoja del 
problema Botes de pintura.)
Vamos a ver s i ... Pasar de aquí a aquí. 
(Señala del segundo dato al cuarto.) 
¿Cómo pasarías tú?
¿Cuántos hay aquí y cuántos aquí?
C: Aquí hay cinco y aquí hay quince.
E: ¿Y puedes pasar de alguna forma de 
arriba a abajo?
C: (Piensa y niega con la cabeza.)
E: ¿No?
(Toma una hoja en blanco y escribe el 
diagrama lineal 5 — x ( ) — 15 )
¿Por qué número multiplicarías tú, cinco 
para hallar el quince?
C: Por diez.
E ¿Por diez?
C: N o ..., por tres.
(Escribe "3" en el hueco)
E: Si tú multiplicas cinco por tres, te da...
C: Quince.
E: Vamos a ver aquí qué ocurre.
¿Cuántos botes hay aquí?
C: Cinco.
E: ¿Y aquí?
C: Quince.
E: Luego para pasar de aquí a aquí.
C: Tendré que multiplicar por tres.
E: Y para pasar de aquí a aquí 
(eñala la primera columna de datos del 
problema Botes de pintura que había 
resuelto), ¿tendrías que hacer algo
un recuadro está la solución (se puede 
hallar el valor unitario) y en el otro hay 
que resolverlo (está la incógnita).
El entrevistador espera que Carmen ahora 
identifique la relación escalar "triple".
De nuevo no identifica la relación escalar. 
Como no ha identificado ninguna de las 
dos relaciones multiplicativas, se le 
propone el siguiente problema de la serie: 
un esquema lineal multiplicativo que 
coincide con los datos de la relación 
escalar del problema Botes de pintura.
*L_±J
Figura 3.8.3
En un principio no ha identificado la 
relación multiplicativa y responde 
aditivamente con la diferencia entre 15 y 
5. Tras cuestionarle su respuesta parece 
que ya la ha identificado.
Parece que el diagrama lineal le ha 
ayudado a identificar la relación escalar.
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P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
parecido?
C: Sí.
E: ¿Entonces cuántos botes tendría que 
haber ahí?
C: ¿Aquí o aquí?
(Señala primero arriba y luego abajo.)
E: Ahí. (Le señala abajo.)
C: No lo sé.
E: (Le retira la hoja de trabajo del 
problema Botes de pintura, que había 
resuelto, y le presenta en otra hoja, de 
nuevo el mismo problema.)
De aquí a aquí... ( De arriba a abajo en la 
segunda columna de datos.)
C: Por diez, ¡uay no!, por tres.
E: Por tres. Tú estas pensando en sumar y 
tú para pasar de aquí a aquí sumas diez.
C: (Asiente con la cabeza.)
E: Pero si multiplicas, multiplicas por...
(Le señala el esquema lineal anterior.)
C: Por tres.
E: Por tres. Habría alguna relación así. 
(Señala de arriba a abajo en la primera 
columna de datos.)
C: No.
E: ¿No?
C: Tres por cero.
E: ¿Tres por cero?
C: Aquí hay cero.
E: Tú crees que si pone aquí cero botes de 
pintura le saldría la pintura del color rosa.
C: No.
E: No. Luego tendrá que poner más botes. 
C: (Asiente.)
Como había dibujado trece botes de 
pintura, Carmen no encuentra la relación 
multiplicativa entera entre 3 y 13. Como 
ella estima que está bien resuelto, no 
aplica la relación escalar que había 
identificado con ayuda del esquema lineal 
y responde que no lo sabe.
Xavier lia pintado de rosa las clases de uu colegio de 
X átiva.
Para obtener el color rosa hizo la siguiente mezcla:
Por esda 3 boles de pialara roja puto 5 boles de pistura blanca
El va a pintar del mismo color las clases de un colegio 
de Valencia y tiene 1S botes de p intura blanca. 
¿Cuántos boles de p in tura roja necesita?
D ibúja los
@ b  a
S Q @
I b o le s  d e  p in tu r a  ro ja
Figura 3.8.4
Parece que instintivamente responde de 
forma aditiva pero rectifica y reconoce la 
relación multiplicativa escalar.
Parece que recuerda el hecho numérico de 
que cualquier número multiplicado por 
cero da cero y, como no identifica la 
ausencia de dato como incógnita, toma 
este hecho como un dato.
IS boles de pintura blancs
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A n e x o  3.8. V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .  T e r c e r  c i c l o
E: ¿Más que los que hay aquí?
(Señala en el primer recuadro a la 
izquierda.)
C: Sí.
E: Sí. Vamos a ver si calculamos cuántos.
C: Sí. (Además asiente)
E: Vamos a ver. Si tú tienes cinco aquí, 
puedes pintar aquí tres.
C: Sí.
E: Coge cinco de ahí. (Señala la segunda 
cuadrícula)
C: (Agrupa cinco botes con una línea 
cerrada.)
E: ¿Si tienes cinco, cuántos tendrías que 
poner ahí?
C: Tres.
E: Pues pinta los tres.
C: (Dibuja tres botes.)
E: ¿Qué tendrías que continuar haciendo?
C: Coger otros cinco...
(Puntea cinco botes y  los agrupa con una 
línea cerrada.)
y  poner otros tres. (Dibuja tres botes.)
E: ¿Lo hemos terminado?
C: No. (Agrupa cinco botes en un lado y  
dibuja tres en el otro.)
E: ¿Cuántos hay ahora?
C: Nueve.
(Puntea con el lápiz para contar.)
E: ¿Antes cuántos habíamos puesto?
C: Aquí tres.
(Señala su primera línea de botes 
pintados.)
E: ¿Tres?
C: Tres.
Interpreta correctamente la comparación 
cualitativa de tipo directo del tipo que 
hacía Winch (1913, 1914a y 1914b): "si 
hay más de una cosa, entonces habrá más 
de la otra".
Dado que no ha sabido utilizar la relación 
escalar que había identificado, el 
entrevistador le propone que intente 
resolver el problema mediante 
agrupamientos.
Carmen resuelve el problema mediante 
agrupamientos.
El entrevistador quiere que recuerde que 
antes había dibujado trece botes.
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P r e c u r so r e s  d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
E: Luego de aquí a aquí...,
¿ahora cómo has pasado?
(Le señala la segunda columna de datos.)
C: Por tres.
(Mira hacia la hoja del diagrama.)
E: ¿Y de aquí a aquí ahora?
(Señala la primera columna de datos.)
C: Por tres.
E: Por tres también.
C: Sí. (Con voz baja, pero asiente con la 
cabeza.)
E: Vamos a ver si hacemos otra vez el 
problema de antes.
(Le presenta una hoja nueva con el 
problema Caramelos.)
C: ¿Lo leo?.
E: Sí.
C: (Lee el problema.)
E: ¿Cuántas tiene que pagar?
C: Nueve.
E: Nueve.
¿Por qué tienes nueve ahora?
C: Porque aquí tenías... dieciocho pesetas 
y has comprado seis y has tenido que 
sumar dos veces el seis para que te de 
dieciocho pesetas.
E: Vale.
Ahora que están los cuatro datos, sí que 
reconoce la relación escalar.
Antonia quiere com prar 3 caramelos
* 0 .
3 eanm elo t
Juan ha comprado <¡ caramelos en la tienda 
y pagó Id pesetas.
18 pesen j
¿C uántas pesetas tendrá que pagar A ntonia?
Dibújalas y  completa el cuadro de arriba
Figura 3.8.5
Interpreta el triple de una "unidad"como 
añadir dos "unidades" y calcula el valor 
de tres caramelos como 3 más dos veces 3.
Se considera que su actuación es 
satisfactoria en este nivel y se le propone 
el primer problema del siguiente: Manteles.
Segundo y  tercer n ive l
C: (Lee el problema.)
Si tiene treinta metros de rollo de papel, 
doce, con veinte...tendré que restar treinta 
menos doce para ver cuanto...
E: Pues escribe.
En un restau ran te se va a celebrar un banquete. 
Con un rollo de 30 metros de papel, el cam arero ha 
hecho manteles para 12 mesas.
Tiene otro rollo de 20 metros de papel.
¿C uántos manteles podrá h arer?
Figura 3.8.6
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A n e x o  3 .8 . V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d . T ercer  c ic lo
C: (Escribe la siguiente operación en 
columnas "30 -12 = 19".) Diecinueve.
E: ¿Para qué querías restar?
C: Para saber cuantos metros ha restado 
haciendo los manteles.
E: ¿Has restado diecinueve metros?
C: Sí.
E: ¿Pero éso son los manteles?
C: No.
E: ¿Cuántos podrá hacer?
C: Si ahora tiene veinte, le tendré que 
restar a veinte diecinueve
E: ¿Entonces cuántos puede hacer?
C: Doce.
E: ¿Doce manteles?
Veinte menos diecinueve, ¿qué da?
Es preferible que escribas, escribe ahí 
veinte menos diecinueve.
C: (Junto a la anterior escribe la siguiente 
operación en columnas "20 -19 = 01".)
E: ¿Cuánto te ha dado?
C:Uno
E: ¿Crees que con veinte metros hará un 
mantel o hará más manteles?
C: No, hará más.
E: Entonces... ¿Lo pensamos de otra 
manera?
C: Sí. (En voz muy baja, además asiente 
con la cabeza y continúa pensando y 
observando el problema.)
E: Vamos a ver si hacemos otro y luego 
volvemos a éste.
3 0  2 0
"Tq -75T
Figura 3.8.7 
Parece que opera con parte de los datos 
del enunciado, sin embargo, resuelve el 
problema mediante una estrategia de tipo 
aditivo.
La disposición matricial de los datos del 
problema es:
30 12
20 X
Halla la diferencia entre los antedentes,
pero se equivoca en la resolución del
algoritmo. Para mantener dicha diferencia 
da como solución 20 -19.
Parece que no ha captado la pregunta y 
responde con un dato del enunciado (el 
número de manteles que ha hecho).
Carmen sabe responder a una pregunta 
cualitativa del tipo: "si hay menos metros, 
podrá hacer menos manteles" y sabe que 
la respuesta es mayor que uno.
Como la actuación que ha tenido al 
resolver el primer problema de la serie de 
este nivel no se considera satisfactoria, se 
le propone el siguiente problema de la 
secuencia, Pizzería. En él, la relación 
multiplicativa asociada a la funcional es 
entera.
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P r e c u r so r e s d e l  r a z o n a m ie n t o  p r o p o r c io n a l
C: (Lee el problema.)
O: Nos puedes explicar qué dice 
el problema.
C: Pues que... que en una pizzería han 
venido unos niños y el dueño de pizzería 
para obsequiarles el aniversario les ha 
dado dos pi..., dos pizzas y con dos 
pizzas sólo ha llegado para..., para quince 
niños.Y ahora quería saber..., cuántos 
niños..., para..., para cuántos niños pedía 
el dueño,... cuántas pizzas pide el dueño 
para tantos niños.
O: A ver, lo volvemos a leer.
C: (Lee la primera línea.)
O: ¿Han llegado unos niños a la pizzería, 
verdad?
C: (Lee las tres líneas siguientes.)
O: Si eres el dueño cuando veas entrar a 
los niños...
C: Pidió dos pizzas
O: Pidió dos pizzas.
C: (Lee las cuatro últimas líneas.)
E: Está preguntando, ¿qué?
C: (Hace una cara extraña.)
E: Los niños que han llegado a la pizzería.
C: Quince niños.
E: Quince habían llegado antes.
C: Aquí...
E: Lo volvemos a leer. Si tú anotas verás. 
Han llegado unos niños, no sabes cuántos.
C: No. Al Bocado de Oro, a la pizzería.
E: El dueño pidió dos pizzas.
C: (Escribe "2 PIZZAS".)
E : ¿Cuántas pizzas pidió?
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Han llegado unoi niños a la pizzería “El bocado de oro” 
AI v«rUi, el dueño, que celebra el aniversario del 
restaurante, ha pedido 2 pizzas en la cocina para 
o bsequ ia rles .
Cea 5 pizza» el dueflo obsequio a 15 niños que 
llegaron antes.
¿Para cuántos nidos pidió el dueño las pizzas en la 
cocina?
Figura 3.8.8
Como en el problema anterior, si no 
entiende o no le presta atención a la 
pregunta contesta con un dato del 
enunciado.
A n e x o  3.8. V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .  T e r c e r  c i c l o
C: Dos.
E: ¿Antes cuántos niños habían llegado?
E: Quince. ¿Y cuántas pizzas pidió?
C: Dos.
E: No. (Le señala el texto del problema.) 
C: Cinco
E: Entonces pon ahí cinco pizzas...,
C: (Escribe "5 PIZZAS" debajo de lo que 
escribió.)
E: Para cuántos niños...
C: Para quince.
E: Pues escríbelo ahí.
C: (Escribe "para 15 niños"a continuación 
de "5 pizzas".)
E: Para quince niños.
¿Entonces qué te pregunta?
C: Que para cuántos niños pide el dueño 
las pizzas en la cocina.
E: ¿Cuántas había pedido?
C: Quin..., cinco.
E: No. Había pedido...
(Señala lo que ella había escrito.)
C: Dos.
E: Entonces...
O: Crees que llegaron más niños o menos 
niños que los que había antes.
¿Cuántos había antes?
C: Quince Figura 3.8.9
C: Antes había quince.
O: Y crees que llegaron más niños o menos 
niños.
Le formula una pregunta cualitativa del 
tipo que hacía Winch (1913, 1914a y b.).
C: Menos.
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E: Menos niños. ¿Y cuántos niños crees que 
llegaron?
O: ¿Por qué llegaron menos?
C: Porque aquí pone cinco pizzas para 
quince, pero si tú das dos pizzas no llega 
para tantos, llega para menos.
O: Entonces, ¿para cuántos niños le 
alcanza con esas dos pizzas?
C: Para doce.
O: Para doce. ¿Por qué para doce?
C: Porque aquí habían llegado cinco niños 
y ..., ¡ay no!, quince niños y les habían 
dado cinco pizzas y quiere decir que 
cada..., cada quince niños cinco pizzas 
por..., cinco pizzas son pues como para..., 
o sea que se llevan diez y...
(Señala con el lápiz en la segunda línea 
que ha escrito.)
E: ¿Diez?
C: Diez.
E: O sea que tú estás diciendo que de aquí 
a aquí hay diez.
(Le señala los datos de la segunda línea 
que ha escrito.)
C: Sí.
E: Luego tú pondrías diez más...
C: Diez más
E :... y te daría doce.
C: Doce.
E: Escríbelo.
M: (Escribe "para 12 niños" a conti­
nuación de "2 pizzas".)
E: (Toma una hoja en blanco y escribe el 
esquema lineal "5 — x( ) —15".)
¿Por qué número multiplicarías tú el cinco 
para que te diera quince?
C: Por tres.
Como en los demás casos resuelve 
satisfactoriamente la pregunta cualitativa.
Como en los problemas anteriores, vuelve 
a desarrollar una estrategia de tipo 
aditivo, quiere mantener constante la 
diferencia entre los elementos que 
determinan la relación funcional. Si hay 
tres pizzas menos entonces han llegado 
tres niños menos, pues quiere mantener 
constante la diferencia "diez" entre el 
número de niños y el número de pizzas.
Como Carmen no reconoce ninguna 
relación multiplicativa en el problema, el 
entrevistador recurre de nuevo a un 
esquema lineal multiplicativo cuyos datos 
coinciden con los que determinan la 
relación externa. Es el mismo esquema que
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E: Escríbelo.
C: (Escribe "3" en el hueco.)
E: Entonces vamos a intentar hacer un 
dibujo aquí. Pinta cinco pizzas.
C: (Comienza a pintar un círculo con 
alguna fioritura.)
E: No, no hace falta que las pintes muy 
bien, píntalas con redondelitos.
C: (Continúa pintando, dentro del círculo 
que había dibujado pinta tres circulitos. 
Comienza el segundo...)
O: ¿De qué son esas pizzas?
¿De qué te gustan?
C: No sé... (Continúa dibujando.)
E: Pero te gustan, o sea que a tí te gustaría 
ir a esa pizzería a ver si te daban...
C: Sí. (Continúa pintando y termina cinco 
círculos con tres circulitos cada uno.)
E: ¿Y cuántos niños hay, si hay cinco 
pizzas? ¿Cuántos niños hay?
C: Quince.
E: Bueno, pues píntalos por ahí.
C: (A la derecha pinta quince muñecos, 
tres filas de cuatro y una de tres.)
E: Y qúe tenemos más ahora.
C: Dos pizzas.
(Señala con el lápiz el último texto que 
había escrito.)
E: Luego dos pizzas, píntalas por ahí.
C: (Abajo, a la izquierda, dibuja dos 
círculos con tres circulitos.)
E: ¿Luego qué tendríamos que pintar 
ahora?
C: Doce niños.
E: ¿Entonces tú crees que doce niños
utilizó anteriormente.
Figura 3.8.10
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comerían de dos pizzas?
¿Les tocaría m uy poquito?
C: Sí.
E: ¿Y a éstos les tocaría...? ¿Más o menos? 
(Se refiere a los quince niños)
C: Igual.
E: ¿Igual? Vamos a ver. Vamos a intentar 
hacerlo aquí. (Señala con el lápiz las cinco 
pizzas y los quince niños que ha dibujado 
Carmen.)
C: ¿Aquí?
E: Sí.
C: Pues..., ¿cuántos niños?
O: Si hubiera..., si hubiera no más pizza.
E: Si hubiera una pizza nada más, para 
cuántos niños... ¿cuántos podrían comer 
con una pizza aquí?
C: Para once.
E: ¿Para once niños?
C: (Puntea niños con el lápiz)
No, porque entonces sobran... (Señala con 
el lápiz en el grupo de quince niños.)
E: ¿Qué?
C: N o porque los he contado y  sobran 
cuatro.
E: Sobran cuatro. ¿Y con los otros qué 
pasa? Que se comerían una pizza entre 
once y los otros cuatro, una cada uno. No  
está bien, ¿verdad?
Luego habría que buscar otra forma...
C: Haces... (Indica con el lápiz que quiere 
hacer agrupamientos.)
E: Haces...
C: (Hace agrupamientos de tres niños.)
E: Y ahora...
¿Y por qué has escogido antes ... ?
Parece que Carmen estima que comen igual 
en ambos casos porque cree que el 
problema está bien resuelto.
El entrevistador quiere que identifique la 
relación multiplicativa externa.
Sin embargo Carmen desarrolla 
nuevamente una estrategia de tipo aditivo. 
Ha restado cuatro en un caso (1 = 5 - 4) y  
también en el otro (11 = 15 - 4).
Parece que la asociación 1 pizza 11 niños 
no le satisface, puen no la podría aplicar 
de nuevo y le sobran cuatro pizzas.
Ver los agrupamientos de tres muñecos 
qué hace en su última hoja de trabajo 
(figura 3.8.11).
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C: Porque..., porque si lo dividimos da..., 
da tres para cada pizza.
E: Tres niños para cada pizza.
¿Luego cuántos niños atenderemos con 
dos pizzas?
(Le señala las dos pizzas pintadas.)
C: Con dos...
(Piensa un tiempo y  dibuja doce muñecos, 
más pequeños, en cuatro filas de tres.)
Seis niños para cada pizza.
E: ¿Para qué has pintado tantos niños?
C: Para intentar averiguarlo.
E: ¿Entonces cuántos había? ¿Seis?
C: Seis para cada pizza.
E: Seis para las dos pizzas o seis para 
cada una. ¿Cuántos había?
C: ¿De niños? (Piensa y puntea con el 
lápiz en el segundo grupo de muñecos.) 
Seis.
E: Seis. ¿En total?
C: No.
O: Para cada pizza, seis para cada pizza. 
E: ¿Seis para cada pizza?
C: (Asiente.)
E: Y entonces estos niños... (señala los 
quince de arriba), comerán más o menos 
que éstos (señala los doce de abajo).
C: Más.
E: ¿Y está bien?
C: No.
E: Luego el problema está bien..., ¿está 
bien resuelto?
C: (Niega con la cabeza.)
E: El dueño se tiene que comportar igual, 
vengan los niños que vengan. ¿No?
Es la primera vez que menciona la 
división, hasta ahora su comportamiento 
es predominantemente aditivo.
Pinta, debajo de los quince muñecos, los 
doce que había calculado antes con su 
estrategia aditiva.
Interpreta correctamente el reparto en este 
caso.
La comparación cualitativa entre los 
repartos la resuelve correctamente. Sabe 
que con una pizza para tres comen más 
que con una para seis.
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C: Sí.
E: Luego aquí... (señala con el lápiz abajo, 
las dos pizzas y los doce niños), 
tendríamos que buscar... ¿Qué podía 
haber, más de doce niños o menos?
C: Menos.
E: Menos. ¿Cuántos menos?
¿O cuántos tendría que haber?
O: Toma este papel.
(Le da una hoja en blanco.)
C: (Toma la hoja.)
O: Con una, ¿qué habias dicho?
¿Te acuerdas qué habias dicho con una?
E: Con una pizza ¿cuántos niños podían 
comer?
C: Con una pizza...
E: Mira las cosas que has hecho antes.
C: (Mira en su hoja de trabajo anterior.) 
Con una pizza tres.
E: Tres. Luego con dos pizzas...
C: Nueve. Porque por cada pizza comen 
tres, por dos pizzas..., por dos pizzas 
comerán nueve.
E: ¿Sí?
Pinta..., pinta una pizza y tres...
C: (Dibuja un círculo con tres circulitos y 
tres niños.)
E: Y ahora pinta otra...
C: ¿Y otros tres? (A la derecha pinta otra 
pizza y otro tres niños.)
E: ¿Cuántos niños hay?
C: Nueve.
Hay seis.
E: ¿Cuántos?
C: Seis, seis.
El razonamiento de tipo inverso lo usa 
correctamente. Para que coman más pizza, 
tiene que haber menos niños.
No interpreta la pregunta multiplicativa­
mente sino que vuelve a hacerlo 
aditivamente como hizo en el problema 
Caramelos. Su razonamiento es del tipo: 
"si con una pizza comen tres niños, 
entonces con dos más comerán nueve".
F ig u r a  3 .8 .1 2
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E: ¿Por qué has dicho nueve?
C: (Puntea con el lápiz los muñecos que ha 
dibujado.) Porque me he confundido.
O: ¿Estabas multiplicando por tres?
C: Sí. (Asiente también con la cabeza.)
O: Y si... Y si hubiera habido cuatro 
pizzas.
C: (Piensa.)
O: Aquí tengo dos... (Le señala sus 
últimos dibujos) dos, y  tienes..., y tienes 
seis niños.
E: Si hay cuatro pizzas...
C: Doce niños.
E: Doce niños.
¿Y si tuvieras seis pizzas?
C: Dieciocho.
E: Dieciocho. ¿Luego qué estás haciendo? 
C: Multiplicar.
E: ¿Por cuánto?
C: Por tres.
E: Entonces vamos..., vámonos al 
problema que teníamos antes (se refiere al 
problema Manteles).
C: (Lee el problema.)
O: (Le da una nueva copia del problema y 
le retira la otra.) Te voy a cambiar el papel 
para que no veas esas operaciones.
C: Treinta metros de papel.
(Escribe "30".)
En un restaurante se va a celebrar un 
banquete y... para hacerlo mejor, como tú 
me habías dicho, vamos a ir poniendo 
los..., los que hay.
(Escribe "metros de papel".)
Con treinta metros de papel hacía doce. 
(Escribe "12 manteles".) Y..., y  luego le 
sobraban veinte metros (intenta escribir).
Su forma de multiplicar por tres una 
"cosa"es añadir dos veces esa "cosa".
Parece que ya ha identificado la relación 
multiplicativa asociada a la relación 
funcional en el problema "pizzas".
En un restaurante se va a celebrar un banquete. 
Con nn rollo de 30 metros de papel, d  cam arera ha 
becbo manteles para 12 mesas.
Tiene atro rollo de 20 metros de papel.
¿Cuántos manteles podrá hacer?
Figura 3.8.13
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Figura 3 .8 .1 4
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E: No léelo bien... (Señala el enunciado.)
C: Y tiene..., y...
E: Tiene veinte..., y tiene veinte metros 
más.
C: (Escribe "20 metros mas".)
E: Y pregunta...
C: Pregunta, ¿cuantos manteles podrá 
hacer?
E: ¿Con cuántos metros?
C: Con veinte.
E: Con veinte. ¿Y cuántos podrá hacer?
C: (Piensa un tiempo.)
O: ¿Podrá hacer más o podrá hacer menos 
o podrá hacer igual?
C: Menos.
O: ¿Menos?
E: Menos que antes. ¿No?
C: Sí. (Piensa un tiempo.)
No se me ocurre nada.
E: ¿No se te ocurre nada? Pintamos a ver 
si se te ocurre algo.
C: (Asiente con la cabeza.) Vale.
E: ¿Qué tendríamos que pintar?
C: Pues... treinta metros de papel para..., 
para doce manteles.
E: Y los manteles corresponden a mesas, 
¿no?
C: Sí.
E. Luego entonces vamos a ver si...
¿Cómo pintaríamos los metros?
C: (Observa y piensa...)
E: Pintamos..., pintamos palitos y que 
cada palito signifique un metro.
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Como en los casos anteriores las preguntas 
cualitativas de comparación directa las 
resuelve satisfactoriamente.
En este problema las relaciones 
multiplicativas asociadas a la funcional y 
a la escalar no son enteras. El factor 
asociado a la externa es 2 /5  y el asociado 
a la interna es 2 /3 .
n o b v y  JU.
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Figura 3.8.15
A n e x o  3 .8 . V a l o r  p e r d id o  y  p r o p o r c io n a l id a d .  T e r c e r  c i c l o
C: Vale. 
E: Vale.
C: (Pinta quince palitos en una línea y  
luego quince más en otra. Parece que va 
contando mientras dibuja.) Treinta metros.
E: Y los..., ¿Y las mesas cómo las 
pintamos? ¿Como cuadraditos?
C: Cuadraditos... (Hace un movimiento 
con el lápiz representando un cuadrado.) 
para doce manteles. (Dibuja doce formas 
rectangulares en dos filas de seis.)
Doce manteles.
E: Doce manteles. Ahora hemos de ver 
cómo..., cómo hacemos para..., para tapar 
con estos metros de papel esas mesas.
C: Dividiendo...
Dividiendo treinta entre doce.
E: ¿Dividiendo treinta entre doce?
C: Sí. (Escribe una división en caja "30 :
12 = 3, resto 04". El dos del divisor 
aparece escrito sobre un cinco.)
Tres por una..., tres por una es tres, tres 
por dos seis, a diez cuatro 
(escribe "4" en el resto), 
tres por una es tres, a tres cero.
(Escribe "0" en el resto.)
Cuatro metros cada mantel.
E: ¿Cuatro metros cada mantel?
Pues, vamos a ver si...
Si tenemos cuatro metros para cada 
mesa...
(Señala los palotes y  las mesas que hay 
dibujados.)
C: Cuatro. (Puntea de cuatro en cuatro 
palitos y  los va agrupando.)
Sobran dos.
Como en el problema Pizzas, quiere 
resolver una situación de reparto mediante 
una división.
Tal vez el dato 15, que resulta de 
representar 30 máteles en dos filas, influye 
en su primera escritura del algoritmo.
N o resuelve correctamente el algoritmo de 
la división y  responde con el resto que le 
ha dado.
Ver los agrupamientos en la última hoja de 
trabajo (figura 3.8.15).
E: ¿Y cuántas mesas ha hecho?
C: Doce. (Ha punteado los cuadraditos.)
E: Vamos a contarlas aquí. (Le señala en 
los agrupamientos que ha hecho.)
C: Una, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete.
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(Puntea los agrupamientos mientras 
cuenta)
E: Luego, ¿ha hecho doce o siete?
C: Siete.
E: Algo..., algo no está bien. ¿No?
C: Le quitamos dos.
E: En vez de poner de cuatro en cuatro 
ponemos....
C: De dos en dos.
E: De dos en dos. Bueno pues pon otra 
vez aquí... Espera, pones aquí los palitos.
C: (Dibuja treinta palitos en dos filas, en 
la primera diecisiete y en la segunda trece.) 
Ya está.
E: Ahora los pones de dos en dos.
C: (Los agrupa de dos en dos.)
E: ¿Cuántas mesas hay ahora?
C: (Empieza a puntear las formas 
rectangulares y cuenta en voz baja.)
¿Hay aquí? (Puntea con el lápiz las 
agrupaciones de dos metros.) Quince.
E: Quince. ¿Y ahí? (Le señala las que 
había dibujado.)
C: Aquí doce.
E: Luego...., tampoco...
C: Pues se pasa.
E: Se pasa de..., ¿de metros de tela o de 
mesas?
C: De metros no..., de mesas.
E: De mesas, luego entonces qué debe ser. 
¿De tres te has pasado?
C: No.
E: Prueba a tres.
C: (Debajo del dibujo anterior pinta veinte 
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En vez de repasar su operación prefiere 
probar con otra solución, hacer otro 
ensayo. Piensa que disminuyendo la 
longitud de los manteles cubrirá más 
mesas, y propone dos metros.
O1 \¡)n i
itivj
Figura 3.8.16
Carmen sabe que, la longitud que ha 
estimado (2 metros) es menor que la 
solución, y que, entonces ha cubierto 
mesas de más.
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palitos en dos filas, en la primera 
veintitrés y  en la segunda siete. Después 
los agrupa de tres en tres.)
E: ¿Y ahora cuántas hay?
C: Una, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho, nueve y  diez. (Ha punteado los 
agrupamientos de tres mientras contaba.)
E: ¿Y las has hecho todas?
C: N o, faltan dos.
E: Faltan dos. ¿Luego qué ocurre?
C: Que se han...
E: ¿Más o menos de dos metros?
C: Más.
Medio metro (en voz baja).
E: ¿Qué?
C: Medio metro.
E: Medio metro. ¿Tres metros y medio?
C: (Piensa.) Sí.
E: Lo podrías hacer.
C: Dibuja veinte palitos en dos filas, en la 
primera veintiséis y  en la segunda cuatro.) 
Las hago así. (Hace unas agrupaciones de 
tres y  medio, para ello el cuarto palito de 
una agrupación lo parte por la mitad.) 
Una, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho. (Las ha punteado.)
No.
E: Luego nos ha faltado tela, fíjate ahí.
C: Sí.
E: ¿Entonces qué ocurre?
Que algo no estamos haciendo bien.
C: Sí.
E:Vamos a pensar otro problema para ver 
si luego volvemos a éste.
C: (Lee la primera línea.)
Nuevamente quiere desarrollar una 
estrategia de ensayo y  error, pero no es 
capaz de analizar los resultados 
anteriores. En vez de probar con dos 
metros y  medio, que es la solución, prueba 
con tres y  medio.
Dado que no ha sido capaz de resolver el 
problema, ni de hallar ninguna de las 
relaciones multiplicativas, se le propone 
un problema del cuestionario, que no está  
en el protocolo, pero que está relacionado 
con tema de esta entrevista, Tendederos. 
En él, las relaciones son sencillas, pues la
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E: ¿Sabes lo que es un tendedero?
C: Sí. (Continúa leyendo hasta el final.)
Si para hacer do..., doce metros, tiene que 
hacer cuatro, para hacer seis...
De..., de cuatro a doce van ocho, entonces 
de seis a un número contando ocho hasta 
un número que te dé, que te dé, podrás 
saber cuántos metros se puede hacer.
E: Vamos a ver. ¿Qué te preguntan?
¿Los metros o cuántos tendederos puede 
hacer?
C: Cuantos tendederos.
E: ¿Cuántos puede?
C: (Piensa.)
E: Ves escribiendo lo que te va diciendo el 
enunciado. Vamos a leer, no tengas prisa.
C: (Lee la primera línea del enunciado y se 
para.)
E: Continúa.
C: (Lee la segunda línea.)
(Escribe "6 metros de cuerda".)
(Lee el siguiente párrafo.)
(Escribe "Para 4 se usan 12 metros".)
E: ¿Y la última línea?
C: (Lee el último párrafo.)
E ¿Cuántos metros ha comprado?
C: Seis.
E: ¿Cuántos podrá hacer?
C: Con seis metros podrá hacer... catorce.
E: Catorce. ¿Por qué?
C: Porque si sum..., si contamos de cuatro 
a doce se llevan ocho, entonces si 
sumamos seis, catorce, y ...
O: Puedes hacer un dibujito como antes.
C: ¿Cómo hago los metros?
O: Redonditos.
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escalar es la relación doble-mitad y la 
funcional es la relación triple.
Juao  llene que hacer unos tendederos.
En la tienda ha cnm prado 6 metros de cuerda.
El vendedor le dice que para hacer 4 tendederos se 
usan 12 metros.
¿Cuántos tendederos podrá hacer Juan  con los metros 
de cuerda que com pró?
b "“ h " 1 ol e
P m í ,  ni. - , l
Figura 3.8.17
Intenta desarrollar mentalmente una 
estrategia aditiva, la misma que en los 
casos anteriores (mantener constante la 
diferencia entre los elementos que
determinan la relación funcional). La 
estructura del problema no favorece el 
desarrollo de esta estrategia. Ningún 
alumno la desarrolló al resolver el 
cuestionario. La disposición de los datos 
en una matriz 2x2 es:
4 12
x 6
Como la diferencia en la primera fila es 8, 
no hay ningún número natural que al 
sumarle éste dé 6.
Nuevamente piensa de forma aditiva. 
Parece que como no puede mantener 
constante la diferencia entre lo elementos 
de la relación externa, opta por sumarle 
dicha diferencia al otro dato. Es decir que 
está operando con parte de los datos 
(clase 233).
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C: (Hace seis círculos.) Seis metros. 
(Debajo hace cuatro formas rectangulares 
con varias líneas horizontales dentro.)
O: ¿Ésos son tus tendederos?
C: Sí. (A la derecha dibuja doce círculos 
en dos filas de seis.)
E: ¿Y qué pregunta? ¿Cuántos tendederos 
podrás hacer? ¿Con cuántos metros?
C: Con..., con seis metros.
E: ¿Y cuántos podrás hacer?
C: Catorce.
E: Dibújalos.
C: (Dibuja catorce tendederos en dos filas 
de siete, primero dibuja trece y los 
puntea, pinta uno más y vuelve a 
puntearlos.) Catorce.
E: Si con éstos hacen cuatro (señala los 
doce círculos que dibujó Carmen), con 
seis, ¿harán más o menos?
C: Harán menos
E.: Menos. ¿Y esto es más grande o más 
pequeño que éso?
C: Más grande
E: Luego algo no hemos hecho bien.
Vamos a ver este problema.
C: (Lee el enunciado.)
Para montar dos coches necesito ocho. 
(Escribe "2 coches = 8 ruedas")
O: ¿De qué se trata el problema? A ver 
platícame.
C. (Escribe "4 coches =")
O: ¿Cómo se llama el niño de la historia? 
C: Marc.
O: ¿Y qué iba a hacer Marc?
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Figura 3.8.18
Parece que da por buena su estrategia 
anterior y repite el resultado aditivo.
El entrevistador vuelve a cuestionarle, en 
el mismo sentido que hacía Winch (1913, 
1914a y b), para que Carmen se dé cuenta 
de que su resultado no es plausible.
Dado que no tiene una actuación 
satisfactoria, se le propone el problema 
Ruedas, que está en el protocolo de este 
tema para el segundo ciclo. En él las dos 
relaciones multiplicativas asociadas son
muy sencillas: Cuádruple y doble-mitad.
La disposición de datos es:
2 8
4 x
Ayer M arc estaba jugando con m  colección de coches 
d e s m o n ta b le s .
Para montar 2 coches osó 8 ruedas.
Hot M arc quiere montar 4 coches.
¿Cuántas ruedas necesita?
Figura 3.8.19
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Figura 3.8.20
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C: Montar coches.
O: Montar coches. ¿Y qué... ?
¿Con qué monta los coches?
C: Le pone ruedas y  luego le pone algo 
más.
O: Entonces el problema me habla..., ¿de 
qué?
C: De que..., que cada coche que monta 
usa ocho ruedas. Y está preguntando 
cuántas ruedas necesita para montar 
cuatro coches.
O: ¿Cuántas ruedas usó primero?
C: Ocho.
O: ¿Para qué?
C: Para dos coches.
O: Para dos coches.
¿Quieres pintar dos cochecitos?
C: (Pinta dos coches con dos ruedas cada 
uno.)
O: Bueno, pero ahí..., ahí ves..., ves dos..., 
ves dos ruedas nada más. ¿Verdad?
C: Dos.
O: Pero sabes que tiene cuatro cada uno. 
C: Cuatro.
O: Bueno, es...
C: Entonces con cuatro coches tendrás que 
sumar dos..., dos..., cuatro veces cuatro, o 
multiplicar por dos.
O: ¿Cuántos coches va a montar?
C: Cuatro.
O: ¿Cuántos había montado?
C: Dos.
O: Entonces, ¿qué vas a hacer para saber 
cuantas ruedas necesita?
Parece que identifica la 
"multiplicar por dos", 
relación funcional "por 
resolverla aditivamente 
problemas anteriores.
relación escalar 
sin embargo la 
cuatro" quiere 
como en los
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C: Sumar.
O: ¿Sumar? ¿Qué vas a sumar?
C: Cuatro, más cuatro, más cuatro, más 
cuatro.
(Escribe en columna "4+4+4+4 = 16".) 
Dieciséis.
O: Y si a mi me da..., me da flojera hacer 
una suma tan larga, ¿puedo hacer otra 
cosa?
C: Sí.
O: ¿Qué puedo hacer?
C: Multiplicar por dos.
O: ¿Multiplicar?
C: Cuatro por dos.
O: ¿Por dos? ¿Por qué por dos?
C: No, por cuatro, por cuatro.
O: A ver escríbelo.
C: (Escribe en columnas la multiplicación 
"4x4 = 16".)
O: ¿Te da lo mismo?
C: Sí.
O: Te da lo mismo, si sumo cuatro veces..., 
ahí cuatro veces, que si multiplico. ¿Sí?
C: Sí.
O: Entonces si a m í me da flojera sumar, 
hacer una suma tan larga...
C: Pues... puedo multiplicar.
O: Puedo multiplicar. Bueno. Y si...
A ver, tú ponme un problema. A ver, 
ponme un problema que hable de los 
coches y las llantas..., y  las ruedas.
C: (Parece que no entiende.)
O: V en ga-
Igual, pero cámbiame los números.
Carmen sabe que otra estrategia para 
resolver el problema es multiplicar por dos 
en la relación interna, pero se centra en el 
dato de la línea en la que está la incógnita.
Al cuestionarle su estrategia no tiene 
inconveniente ahora para identificar 
multiplicativamente la relación externa.
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C: Igual, pero de otros números.
O: Cambia los números, sí.
C: Lo tengo que copiar todo.
O: Lo que tú quieras. Tú invéntate un 
problema que hable de coches y de ruedas.
C: Marc estaba jugando con sus coches y 
se le estropeó su coche, tenía doce coches, 
se le estrope..., se le quitaron a..., a cuatro 
coches las ruedas, ¿y cuántas ruedas 
necesitarías para montarlos?
OI: A ver escríbelo.
C: (Comienza a escribir el enunciado de su 
problema.)
O: ¿No se podría abrir la ventana? ¿No?
C: (Ha escrito "tenias 12 coches para 
Jugando se quitan las 4 ruedas de 3 coches 
¿cuantas ruedas necesito para 
montarlos?".)
O: A ver, entonces...
C: Tenías doce coches, jugando se quitan 
cua..., las cuatro ruedas de tres coches. 
¿Cuántas ruedas necesito para montarlos?
O: ¿Y yo qué tendría que saber ahora para 
resolver ese problema?
C: Pues lo mismo.
O: ¿Lo mismo?
C: Sí.
O: ¿Multiplico cuatro por cuatro?
C: No. Si tienes doce coches y en...,y cada 
coche tiene cuatro ruedas y se quitan las 
cuatro ruedas a tres coches tendrás que... 
multiplicar... o sumar... tres más tres, no 
cuatro más..., más..., no. Cuatro más... 
(Piensa y observa su texto.)
Pues tendrás que hacer las cuatro ruedas 
de los tres coches..., tendrás que..., pues..., 
dibujar los cua..., los cuatro coches...
O: Vamos a dibujar los cuatro coches. 
(Toma una hoja y un rotulador rojo.) Yo
Se le invita a Carmen para que se invente 
un problema, con el fin de ver cómo utiliza 
las relaciones.
Figura 3.8.21
Carmen omite en su enunciado el número 
de ruedas que tiene cada coche, pues 
supone que es evidente que tienen cuatro.
Carmen quiere resolver aditivamente su 
problema, pero duda entre sumar cuatro 
veces tres o tres veces cuatro.
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los voy a dibujar así para ver las ruedas. 
(Dibuja un coche visto desde arriba.)
Así veo las cuatro. Ahí tengo uno.
(Dibuja un segundo coche.)
Ahí tengo dos.
(Dibuja un tercer coche)
Y aquí tengo tres coches.
Y se me van a perder...
C: Las... (Parece que señala con el lápiz 
las ruedas de los tres dibujos.)
O: Las ruedas de todos éstos. ¿Sí?
C: Pues ahora tendrás que sumar...
(Señala las cuatro ruedas del primero.)
O: Sumo, puedo sumar, aquí hay cuatro. 
(Escribe "4" debajo del primer coche.)
C: Más cuatro.
O: Más cuatro.
(Escribe "+" y luego "4" debajo del 
segundo.)
C: Más cuatro.
O: Más cuatro.
(Escribe "+" y luego "4" debajo del 
tercero.)
Y me sale que necesito... (Escribe "= 12".) 
¿Doce qué?
C: Doce ruedas.
O: Doce ruedas necesito.
Estas son cuatro ruedas (Escribe "ruedas" 
debajo del primero.) ¿Verdad?
C: Sí.
O: Éstas son cuatro ruedas. (Escribe 
"ruedas" debajo del segundo.) ¿Y éstas 
son cuatro ruedas? (Escribe "ruedas" 
debajo del tercero.) Y en total necesito 
doce ruedas (escribe "ruedas" debajo del 
12).
C: Doce ruedas.
H  H  H
t* * 4 a q = \z
'uuAaj
3 x  ^ z: \Z  
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Figura 3.8.22
O: ... para componer esos coches. 
Pero y si me da... ¿Lo quieres sumar?
C: Multiplicar cuatro por tres.
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O: Multiplico cuatro por tres. 
¿Tres qué es? (Escribe "3".)
C: Tres coches.
O: Esto son coches. (Escribe "coches" 
debajo del 3 que había escrito.) Y 
multiplico... (Escribe el signo "x".)
C: Por cuatro.
O: Por cuatro, que son las ruedas. (Escribe 
"4" y debajo "ruedas".) ¿Sí?
C: Sí.
O: ¿Qué tiene cada coche?
¿Y eso me da qué? (Escribe el signo "=".)
C: Doce.
O: ¿Doce qué? (Escribe "12".) 
C: Doce ruedas.
O: Doce ruedas que necesito.
(Escribe "ruedas" debajo del 12.)
Bueno... Y si yo..., en ese..., en ese 
problema que tienes ahí, en éste que está 
aquí, lo único que quiero es que me 
cambies los números, pero que siga siendo 
el mismo problema, pero que me cambies 
los números.
C: Pues... Ayer Marc estaba jugando con 
su colección de coches desmontables y 
para montar cuatro coches usó dieciséis 
ruedas. Hoy Marc quiere montar cuatro 
coches..., no, quiere montar tres coches. 
¿Cuántas ruedas necesita?
O: Entonces aquí tendría que verlo. Dos. 
¿Sí? (En el enunciado.) Voy a poner...
Tú me dijiste, ¿cuatro? (Escribe en el 
enunciado "(4)" encima del 2.)
C: Sí
O: Y me dijiste, ¿cuántas ruedas?
C: Dieciséis.
Se le invita a Carmen a que se fije en el 
enunciado del problema Ruedas y que le 
cambie los números que hay en él.
**** «,*■
Hoy Marc quiere montar 4(V W bM . 
¿C uintas ruedas n e c e s i t a ? ^
F ig u ra  3 .8 .2 3
O: (Escribe "(16)" encima del 8.)
¿Qué hiciste para saber que eran dieciséis?
C: Miré. (En la hoja en la que había
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resuelto el problema señala la suma y la 
multiplicación que daban dieciseis.)
O: ¡Ah! lo viste ahí. Y ahora quieres...
C: Montar los..., los tres coches.
O: (Escribe "(3)" junto al 4 del 
enunciado.)
Vuelve a cambiar los números ¿sí? 
Cambiamos otra vez los números.
C: Sí. ¿Otra vez?
O: Otra vez, sí, cambia los números.
C: Para montar... Ayer Marc estaba 
jugando con su colección de coches 
desmotables. Para montar cinco coches 
puso..., cinco coches puso...
O: Si quieres escribe aquí. (Le da la hoja 
en la que había pintado con rotulador rojo 
los tres coches.) Haz las operaciones ahí.
C: (Escribe la multiplicación en columnas 
"5 x 4 = 20".) Para montar cinco coches 
puso veinte ruedas, hoy Marc quiere 
montar siete coches. ¿Cuántas ruedas 
necesita?
O: Y si yo ahora te digo que..., yo quisiera 
poner aquí..., quisiera poner... (Señala el 
enunciado.) Aquí quisiera poner ocho 
coches. ¿Qué número tendría que poner 
acá? (Señala el segundo párrafo.)
C: (Piensa...)
O: Quieres sumar...
C: Multiplicar ocho por cuatro.
O: Ocho por cuatro. ¿Y cómo multiplicas 
ocho por cuatro?
C: Pues... poniendo el ocho arriba luego 
poniendo el signo de multiplicar y luego el 
cuatro abajo. (Parece que hace la 
operación mentalmente y mueve los dedos 
como si los utilizara para el cálculo.) 
(Escribe la multiplicación en columnas 
" 8 x 4  = 32".) Treinta y dos.
O: Treinta y  dos. ¿Cómo lo hiciste? A ver 
explícame..., explícame cómo encontraste
En realidad se trata del mismo problema 
que Carmen había propuesto antes, por lo 
que se le invita a que proponga un nuevo 
problema.
F ig u ra  3 .8 .2 4
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el treinta y dos.
C: Pues se puede sumar. 
O: Sí, sí.
C: Ocho más uno, ocho más dos, no. Si..., 
si tú sabes ocho más..., ocho por uno es 
muy fácil
O: Sí, sí.
C: Luego, si no te sabes el dos lo sumas, 
ocho..., ocho más uno, ¡ay! ocho por uno es 
ocho, hasta..., hasta el número que es ocho 
por dos, y el ocho..., luego le sumas otros 
ocho...
O: Ajá.
C: Y te sale el número, luego el número que 
te sale más ocho hasta que he llegado 
hasta cuatro. Y pues, el treinta y dos. Y si 
no, pues en las tablas, cuando te las has 
estudiado hacerlas.
O: Sí, sí. ¿Y tú sumas de cabeza? ¿Sí?
C: A veces.
O: Cuando..., cuando no te acuerdas de la 
tabla. Muy bien. Y si yo quisiera poner 
aquí... Si aquí pongo veinticuatro (señala 
el segundo dato del segundo párrafo). 
¿Qué número necesito poner aquí? (Señala 
el primer dato del segundo párrafo.) 
Vamos a escribirlo por acá. Pongo 
veinticuatro, ¿sí? (Escribe "24".)
¿Qúe número necesitaría poner aquí? 
(Dibuja un círculo a la izquierda del 24.) 
¿Cuántos coches coches necesitaría poner 
ahí, si tengo veinticuatro llantas?
C: (Está pensando...)
O: Puedes dibujar, puedes hacer lo que tú 
quieras. (Le da otra hoja, pero Carmen 
prefiere dibujar en la hoja que estaban 
usando.)
C: (Dibuja seis coches, vistos desde arriba, 
como los había dibujado la entrevistadora 
antes.) Necesitaría seis coches (ha 
punteado mientras los contaba).
O: Necesitarías poner seis coches ahí.
En un principio piensa en la tabla de 
multiplicar, pero como piensa aditiva­
mente se confunde y dice: "ocho más uno" 
en lugar de "ocho por uno". Después 
explica cómo resuelve la tabla de 
multiplicar sumando ocho reiteradamente.
O
QfO cxp  X-
0*0 c á j  o-o ^
Figura 3.8.25
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Bueno. Y aquí lo que hiciste fué dibujar los 
cochecitos e ir contando.
C: Sí, ir contando las ruedas.
O: Ir contando las ruedas hasta que te 
acabaste las veinticuatro.
C: Sí.
O: Si hubiera puesto aquí veinticinco 
llantas, veinticinco ruedas.
C: Sobraría.
O: ¿Qué sobraría?
C: Una.
O: ¿Y si hubiera puesto veintiséis?
C: Sobrarían dos.
O: ¿Y si hubiera puesto veintisiete?
C: Sobrarían tres.
O: ¿Y si hubiera puesto veintiocho?
C: No sobraría ninguna, sería otro coche. 
Q: Sería otro coche, bueno.
C: (Lee el problema.) De arroz. (Parece 
que cuenta las tazas del segundo recuadro 
y con un trazado de lápiz suave las 
separa en dos grupos de tres.)
Dos tazas de arroz. (Espera alguna 
indicación. Dibuja dos tazas de arroz.)
E: A ver, ¿qué hiciste?
C: Pues cómo ha dicho que cada dos tazas 
de arroz hay seis... No, por cada tres 
tazas de caldo había una de arroz, he 
hecho un grupo de dos tazas de caldo y 
me ha dado, he puesto dos tazas.
Se considera satisfactoria su actuación al 
resolver el problema Ruedas y se le 
propone el problema Tazas, en su 
versióndel cuestionario para el segundo 
ciclo, en el que tanto la relación escalar 
como la funcional son enteras. Al resolver 
este problema del cuestionario del tercer 
ciclo Carmen desarrolló una estrategia de 
tipo aditivo.
M aría quiere hacer un arroz caldoso
con la ayuda de su abuela
Por ceda use de arroz pon ttes
qoe eches en le cazuela tazas de caldo
1 taza de arroz 3 tazas de caldo
La abuela ha preparado 6 lazas de caldo. 
¿C uántas tazas de arroz necesita M arta? 
D ib ú ja la s
lazas de anoz____________________6 tazas de caldo________ |
F ig u r a  3 .8 .2 6
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E: Vamos a ver..., vamos a ver éste. ¿Lo 
hemos intentado hacer antes?
C: Sí. (Lee el enunciado.) Pues ha..., ha 
comprado seis metros de cuerda. (Escribe 
"6 metros de cuerda".) Y con seis metros 
de cuerda... No, y el vendedor le dice que 
para hacer cuatro tendederos se usan doce 
metros. (Escribe " 4 tendederos = 12 
metros".) Y aho..., y te pregunta ¿cuántos 
tendederos podrá hacer Juan con los 
metros de cuerda que compró? Si con 
cuatro tendederos..., con doce metros 
haces cuatro tendederos... (Piensa ...) No.
E: Si haces un dibujo te ayuda a resolver el 
problema.
C: Sí.
E: Venga haznos un dibujo.
C: (Dibuja doce círculos en una fila.)
Doce metros de cuerda. Y los tendederos. 
(Dibuja cuatro formas rectangulares con 
líneas dentro.) Cuatro tendederos.
E: ¿Cuántos metros necesita para cada 
tendedero?
C: Lo vamos a hacer de dos. (Agrupa los 
círculos de dos en dos con arcos, hace 
cuatro.) Sobran cuatro.
E: ¿Luego?
C: Tres.
E: ¿Vas a probar con tres?
C: (Ahora hace agrupaciones de tres 
círculos.) Cuatro. Con tres metros de 
cuerda se hace un tendedero.
E: Luego, ¿con seis metros de cuerda, 
cuántos hará?
C: Con seis multiplicar, tenemos que 
multiplicar seis por tres. (Escribe la 
multiplicación en columnas "6x3 = 18".) 
Tres por seis dieciocho, entonces sería 
dieciocho.
E: Crees que son muchos.
Ha resuelto el problema Tazas mediante 
agrupamientos. Parece que tiene 
dificultades en la explicación de la 
solución, pues las agrupaciones que ha 
hecho con el lápiz son de tres tazas.
El entrevistador le propone volver al 
problema Tendederos, que no tiene 
información gráfica sino únicamente 
verbal.
Joan tiene que bacer unos tendederos.
En la tienda ha comprado 6 metros de cnerda.
El vendedor le dice que para hacer 4 tendederos se 
usan 12 metros.
¿Cuántos tendederos podrá hacer Juan con loa metros 
de cuerda que comprá?
é  fi’O t '  .e - , c i u í j i :>
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Figura 3.8.27
Hace uso de los mismos dibujos que 
utilizó en el primer intento de resolver este 
problema.
Intenta una estrategia de ensayo y error. 
Inicialmente agrupa de dos en dos y como 
no le da exacto, le sobran cuatro metros 
(círculos), lo intenta de nuevo agrupando 
de tres en tres.
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